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Введение

При проектировании современных вычислительных устройств важ-

ную роль играет аппарат дискретных функций. На современном этапе

развития цифровой техники наиболее распространенным является коди-

рование сигнала двумя или тремя состояниями. Третье состояние чаще

всего используется только на аппаратном уровне и лишь для указания то-

го, что устройство еще не обработало входные данные или данные не го-

товы. Это связано с физическими ограничениями на скорость срабатыва-

ния устройств. Несмотря на то что скорость работы цифровых устройств

постоянно повышается, существует некоторый физический предел это-

го роста. Поэтому в настоящее время ведутся разработки дискретных

устройств с бо́льшим числом состояний. Однако пока они носят экспери-

ментальный характер.

До сих пор аппарат булевых функций является наиболее адекват-

ным для проектирования цифровой, в том числе микропроцессорной

техники. Постоянное стремление к повышению быстродействия систем,

уменьшению их размера, потребляемой энергии и стоимости ставит зада-

чи не только поиска новых технологий реализации цифровых устройств,

но и более простой и эффективной реализации существующих. Это ведет

к интенсивному исследованию и проектированию различных регулярных

структур. Одними из наиболее распространенных являются программи-

руемые логические матрицы (PGA и FPGA).

Теория булевых функций изначально была ориентирована на ре-

шение практических задач реализации цифровых устройств. Были со-

зданы различные математические модели непосредственно отражающие

аппаратную реализацию. Это оказало влияние и на терминологию. Так

в теории булевых функций исследуются схемы из функциональных эле-

ментов, Π-схемы, релейно-контактные схемы и другие структуры.

Одним из основных способов задания булевых функций является
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формульное или, иначе, термальное представление. Одним из вопросов

формульных представлений является вопрос о принципиальной возмож-

ности реализации тех или иных булевых функций формулами, исполь-

зующими специально выбранные, базисные функции. Этот вопрос был

решен Э. Постом [20, 44, 45].

И в теории, и в приложениях одним из наиболее интересных во-

просов является вопрос о сложности представлений булевых функций с

помощью тех или иных структур. Важными результатами в этом направ-

лении, являются асимптотически точные оценки сложности реализаций

булевых функций формулами и схемами из функциональных элементов,

которые принадлежат О. Б. Лупанову [15, 16, 17, 18, 29]. Однако, несмот-

ря на полученные экспоненциальные оценки, нахождение конкретных

функций большой сложности, другими словами, нахождение эффектив-

ных нижних оценок, сопряжено с определенными трудностями [30, 31]. К

настоящему времени построены лишь булевы функции, сложность кото-

рых в классе схем из функциональных элементов линейна [34], а в клас-

се формул полиномиальна. Обзор результатов по этим вопросам можно

найти в [21, 27, 28]. В более специализированных классах представлений

удается получить более высокие эффективные нижние оценки сложно-

сти.

Одной из разновидностей представлений булевых функций являет-

ся реализация их нормальными формами. Нормальные формы непосред-

ственно реализуются на программируемых логических матрицах. Поэто-

му их исследование представляет определенный практический интерес.

Хорошо исследован вопрос о реализации булевых функций дизъ-

юнктивными и конъюнктивными нормальными формами [25, 33, 42, 46,

26]. Однако здесь уже для хорошо известных и часто применяемых функ-

ций, например, для линейной, найдены высокие нижние оценки сложно-

сти, которые совпадают с верхними оценками [19]. Величина этих оценок

накладывает определенные ограничения на возможности практической
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реализации данных нормальных форм.

В этой связи более интересными представляются полиномиальные

нормальные формы. Впервые полиномиальные нормальные формы бы-

ли рассмотрены И. И. Жегалкиным при исследовании некоторых вопро-

сов математической логики [9, 10]. Затем, в 50-х годах прошлого века,

полиномиальные нормальные формы исследовались в связи с их при-

менением в теории кодирования [43, 47]. Следующий всплеск интереса

к полиномиальным нормальным формам произошел в конце прошлого

века, после того как в цифровой технике стали активно применяться эле-

менты типа «сложение по модулю 2» («EXOR») [11, 32, 40, 41].

Для сложности представлений булевых функций полиномиальными

нормальными формами были найдены нижняя [37] и верхняя [13, 12]

границы. Эти оценки отличаются на множитель logn, поэтому вопрос

об асимптотически точной оценке еще ждет своего решения. Также бы-

ли построены эффективно заданные булевы функции, которые в клас-

се полиномиальных нормальных форм имеют экспоненциальную слож-

ность [58]. Однако, сложность построенных булевых функций значитель-

но меньше теоретической верхней оценки. Поэтому стои́т также вопрос

о поиске эффективно заданных сложных функций.

Для того чтобы провести более глубокие исследования, из всего

класса полиномиальных нормальных форм выделяют некоторые под-

классы, обладающие теми или иными свойствами. Эти подклассы обра-

зуют некоторую иерархию. Различные подходы к описанию подклассов

приводят к различным иерархиям [35, 36, 39, 56]. В большинстве слу-

чаев между иерархиями нетрудно найти соответствие. Но одни классы

удобнее описывать и исследовать на одном языке, другие — на другом.

В ряде работ был предложен и разработан операторный подход к ис-

следованию булевых функций [1, 22]. Использование операторов позво-

лило обобщить полиномиальные нормальные формы на полиномиальные

формы по базисным функциям, а введение понятия пучка операторов и
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применение аппарата линейной алгебры открыло возможность описы-

вать произвольные классы полиномиальных форм по базисным функци-

ям, в том числе классы полиномиальных нормальных форм [3, 4, 5, 6, 7,

38, 56].

В классах полиномиальных нормальных форм, исключая классы,

порождаемые единственным операторным пучком, долгое время стоял

вопрос о нахождении точных оценок сложности. Лишь в 1995 году по-

явился первый результат такого рода [24]. В дальнейшем были получены

точные оценки сложности для различных классов [2, 3, 54, 56, 59].

Методы, использованные для нахождения высоких нижних границ

сложности, предполагают построение конкретных функций, на которых

эта граница достигается. Встал вопрос об описании всех функций наи-

большей сложности в различных классах полиномиальных форм. Этот

вопрос был решен для всех классов, точные оценки сложности которых

известны [52, 54, 56, 57, 59].

Данная диссертация является исследованием по полиномиальным

операторным представлениям булевых функций, включая вопросы по-

строения полиномиальных форм, их сложности и поиска наиболее слож-

ных функций.

Диссертация состоит из введения, трех глав, разбитых на 10 пара-

графов, заключения и списка литературы.

В первой главе даются основные понятия определения принятые при

изложении результатов (первый параграф), строится иерархия классов

операторных пучков, которая более всего тяготеет к иерархии из [59]

(второй параграф), а также делается обзор основных результатов по

проблемам, рассматриваемым в диссертации, в том числе полученных

автором (третий параграф). Обозначения, использованные для классов

операторных пучков, в основном позаимствованы из [36].

Вторая глава посвящена нахождению функции Шеннона для неко-

торых классов полиномиальных форм и формул для вычисления коэф-
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фициентов разложений.

В четвертом параграфе рассматривается вопрос нахождения коэф-

фициентов полиномиальных форм. Известны эффективные методы их

вычисления лишь для немногих классов [3]. В настоящей работе полу-

чены ранее неизвестные формулы вычисления коэффициентов в классе

полиномиальных форм относительно обратимых пучков. Для пучков из

свободно-кронекерова класса удалось явно выразить операторы обрат-

ного пучка.

В пятом параграфе исследуется функция Шеннона для классов по-

линомиальных форм. Выясняется, как отражаются отношения между

классами пучков на поведение функции Шеннона для полиномиальных

форм, как влияет на ее поведение выбор базисной функций. В частности

показано, что функция Шеннона для классов полиномиальных форм не

зависит от выбора базисной функции.

В шестом параграфе рассматривается проблема точных оценок слож-

ности полиномиальных форм. Первые результаты по этой проблеме по-

явились не так давно [2, 24]. В диссертации найдены точные значения

функции Шеннона для некоторых классов полиномиальных форм.

Третья глава посвящена нахождению булевых функций, имеющих

большую сложность в классах полиномиальных форм.

В седьмом параграфе диссертации найдена последовательность эф-

фективно заданных функций, имеющих экспоненциальную сложность.

В восьмом параграфе доказывается ряд вспомогательных предложе-

ний, которые используются в дальнейшем изложении. Приведены неко-

торые свойства булевых функций, а также свойства сложности их пред-

ставлений относительно различных операторных пучков.

В девятом параграфе для некоторых классов полиномиальных форм

описаны все функции, имеющие в них наибольшую сложность.

В десятом параграфе описывается метод, позволяющий на основе ре-

зультатов девятого параграфа найти функции наибольшей сложности в
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полиномиальных формах, построенных по произвольной базисной функ-

ции, относительно достаточно широкого круга классов пучков.

В диссертации используются следующие утверждения: предложе-

ния, теоремы, леммы, следствия. Предложения носят вспомогательный

характер, леммы используются для структурирования доказательств те-

орем. Нумерация теорем и предложений — сплошная, нумерация лемм —

двойная: первым идет номер теоремы, вторым — порядковый номер лем-

мы в теореме, следствия не нумеруются. В третьем параграфе формули-

руются несколько теорем, принадлежащих другим авторам. Такие теоре-

мы нумеруются римскими числами. Формула нумеруются только в том

случае, если на нее в тексте есть ссылка. Для формул используется двой-

ная нумерация: первым идет номер главы, вторым — номер формулы в

главе.

Начало и конец доказательства предложения, леммы или следствия

будут обозначаться соответственно символами ⊲ и ⊳, теоремы — ◮ и ◭.

Терминология, используемая в диссертации, наиболее приближена

к [23] и [56]. Там же можно найти все неопределенные в настоящей работе

понятия и обозначения.
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Глава 1. Классы полиномиальных форм

§ 1. Основные понятия и терминология

Следуя [8], наибольшее целое число, не превосходящее действитель-

ного числа a, будем обозначать ⌊a⌋.

Символом N будем обозначать натуральный ряд 0, 1, 2, . . . .

Пусть σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, . . . , n}, тогда выражение σ1, σ2, . . . , σn на-

зывается двоичным набором или просто набором и обозначается σ̃, а

число n называется длиной этого набора. Если длина набора σ̃ явно не

указана, она определяется по контексту. Множество всех наборов длины

n будем обозначать через En. Очевидно, что количество наборов дли-

ны n равно 2n. Набор 0, 0, . . . , 0 будет обозначаться через 0̃, а набор

1, 1, . . . , 1 — через 1̃. Размерность этих наборов всегда определяется по

контексту. Существует единственный набор длины 0. Обозначим его ∅.

Пусть σ̃ ∈ En, τ̃ ∈ Em, тогда под σ̃, τ̃ будем понимать набор из En+m,

построенный следующим образом:

σ̃, τ̃ = σ1, . . . , σn, τ1, . . . , τm.

Введем в рассмотрение линейный порядок на En. Будем считать, что

двоичные наборы σ̃1, . . . , σ̃m, где m = 2n, упорядочены по натуральному

порядку , если для всех s ∈ {1, . . . , m} выполняется условие

s = 1 +

n∑

i=1

2n−i · σs
i ,

где σ̃s = σs
1, . . . , σ

s
n. Заметим, что двоичные наборы σ̃1, . . . , σ̃m, m = 2n,

упорядоченные по натуральному порядку, представляют натуральные

числа 0, . . . , 2n−1, записанные в двоичном исчислении. При натуральном

порядке первым будет набор 0̃, а последним — 1̃. Двоичные наборы часто

будут использоваться в качестве индексов. В этих случаях будем считать,

что они упорядочены по натуральному порядку.
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Булевой функцией или просто функцией называется отображение из

{0, 1}n в {0, 1}. При этом n называется размерностью функции. Мно-

жество всех функций размерности n обозначается через Fn, множество

всех функций — F . Если функция f имеет размерность n, то говорим, что

функция f зависит от n аргументов. При отображении набора σ1, . . . , σn

функцией f будем считать, что i-й аргумент принимает значение σi,

i ∈ {1, . . . , n}.

Бывает удобно представлять функцию в векторном виде и в даль-

нейшем это представление часто используется.

Двоичный вектор (α0̃ . . . α1̃)2 представляет функцию f ∈ Fn, если

ασ̃ = f(σ̃), где наборы σ̃ ∈ En упорядочены по натуральному порядку.

Заметим, что вектор, представляющий функцию размерности n, имеет

длину 2n.

Шестнадцатеричный вектор (Ω1 . . .Ωm)16 представляет функцию

f ∈ Fn, если n ≥ 2, m = 2n−2 и

Ωi = 8 · f(τ̃ i, 0, 0) + 4 · f(τ̃ i, 0, 1) + 2 · f(τ̃ i, 1, 0) + 1 · f(τ̃ i, 1, 1),

где τ̃ 1, . . . , τ̃m — наборы из En−2, упорядоченные по натуральному по-

рядку, и Ωi записывается в шестнадцатеричном виде, i ∈ {1, . . . , m}. В

таблице 1 представлено соответствие между шестнадцатеричными циф-

рами, десятичными и двоичными числами.

hex dec bin hex dec bin hex dec bin hex dec bin

0 0 0000 4 4 0100 8 8 1000 C 12 1100

1 1 0001 5 5 0101 9 9 1001 D 13 1101

2 2 0010 6 6 0110 A 10 1010 E 14 1110

3 3 0011 7 7 0111 B 11 1011 F 15 1111

Таблица 1

Следующие два вектора, двоичный и шестнадцатеричный, представ-

ляют одну и ту же функцию:

(11101000)2, (E8)16.
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Широко используемым представлением в теории функций является

представление термами.

Пусть B ⊆ F и X — некоторое множество символов, называемых

переменными. Индукцией определим понятие терма над B от множе-

ства переменных X:

1) переменная x из X есть терм;

2) если символом f обозначается функция размерности m, принадлежа-

щая B, и Φ1, . . . ,Φm — термы, то f(Φ1, . . . ,Φm) есть терм.

Множество переменных, входящих в терм Φ, будет обозначаться

χ(Φ). Терм вида f(x1, . . . , xn), где f ∈ B и {x1, . . . , xn} ⊂ X, будем

также называть функцией с именованными аргументами.

Для сокращения записи для некоторых функций в работе будут ис-

пользованы специальные обозначения, которые представлены в табли-

це 2.
вектор терм название

(0)2 0 тождественный ноль

(1)2 1 тождественная единица

(01)2 Φ тождественная функция

(10)2 Φ отрицание

(0001)2 Φ1 · Φ2 конъюнкция

(0111)2 Φ1 ∨ Φ2 дизъюнкция

(0110)2 Φ1 ⊕ Φ2 сложение по модулю два

Таблица 2

Кроме того, будем опускать скобки, учитывая ассоциативность функций

·, ∨, ⊕, и используя приоритет этих функций. Приоритет функций в

порядке убывания: ·, ∨, ⊕. Если α ∈ {0, 1}, будем использовать обозна-

чение:

Φα =

{
Φ, если α = 0;

Φ, если α = 1.
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Если f ∈ F0, то вместо f() будем писать f . Запись
∑
©

i∈I

Φi

является сокращением для

Φi1 ⊕ Φi2 ⊕ . . .⊕ Φim,

где I = {i1, i2, . . . , im} — некоторое конечное индексное множество.

В том случае, когда различные символы Φ и Ψ обозначают один и

тот же терм, используем обозначение Φ ≡ Ψ. Этот же символ использует-

ся и тогда, когда обозначения термов являются сложными выражениями,

например Φ ≡ f(Φ1, . . . ,Φn).

Выражение x1, . . . , xn, где xi ∈ X при i ∈ {1, . . . , n}, будем назы-

вать набором переменных и обозначать x̃, при этом n называется длиной

набора переменных и чаще всего определяется по контексту.

Сопоставим набору переменных x1, . . . , xn один из наборов σ̃ мно-

жества En, при этом считаем, что задано значение переменных x̃, при-

чем для переменной xi задано значение σi, i ∈ {1, . . . , n}. Определим

значение терма Φ при заданных значениях переменных x1, . . . , xn, где

χ(Φ) ⊆ {x1, . . . , xn}:

1) если Φ — переменная, то значение Φ совпадает со значением этой пе-

ременной;

2) если Φ ≡ f(Φ1, . . . ,Φm) и значения термов Φ1, . . . ,Φm есть τ1, . . . , τm
соответственно, то значение терма Φ есть f(τ1, . . . , τm).

Пусть Φ и Ψ — термы. Если при любых значениях переменных из

χ(Φ) ∪ χ(Ψ) значения термов Φ и Ψ совпадают, то такие термы назы-

ваются эквивалентными. Запись Φ = Ψ означает, что термы Φ и Ψ

эквивалентны. Это отношение, очевидно, является отношением эквива-

лентности.

Пусть Φ — терм. Будем говорить, что функция f ∈ Fn представима

термом Φ, если существует упорядочение переменных x1, . . . , xn из мно-

жества χ(Φ), такое что Φ = f(x1, . . . , xn). Многоместной или n-местной
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конъюнкцией называется функция, представимая термом x1 · . . . · xn.

Остаточными функциями от функции f по i-му аргументу назы-

ваются функции, размерности которых на единицу меньше размерности

f . Обозначаются и определяются остаточные функции следующим обра-

зом:

fσi

i (τ1, . . . , τn−1) = f(τ1, . . . , τi−1, σi, τi, . . . , τn−1)

для любого τ̃ ∈ En−1. Если σi = 0, то остаточная функция называется

нулевой остаточной; если σi = 1, то — единичной остаточной.

Производной функцией от функции f по i-му аргументу называется

функция, размерность которой на единицу меньше размерности f . Обо-

значается и определяется производная функция следующим образом:

f ′
i(τ1, . . . , τn−1) = f 1

i (τ1, . . . , τn−1) ⊕ f 0
i (τ1, . . . , τn−1),

для любого τ̃ ∈ En−1. Производную и остаточные функции будем также

называть обобщенно остаточными функциями.

Понятие обобщенно остаточной функции индуктивно распространя-

ется на множество аргументов i1, . . . , is, где ij ∈ {1, . . . , n − j + 1} при

1 ≤ j ≤ s ≤ n, следующим образом:

fω1 ... ωs

i1 ... is
=





(
f

ω1 ... ωs−1

i1 ... is−1

)
1

is
, если ωs = 1;

(
f

ω1 ... ωs−1

i1 ... is−1

)
0

is
, если ωs = 0;

(
f

ω1 ... ωs−1

i1 ... is−1

)
′

is
, если ωs = ′.

При этом s называется порядком обобщенно остаточной функции.

У функций с именованными аргументами при переходе к остаточ-

ным и производным будем сохранять именование аргументов:

fωi

xi
(x1, . . . , xn) = fωi

i (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Непосредственно из определения следует, что

f
ωj1

... ωjm
xj1

... xjm
(x̃) = f

ωi1
... ωim

xi1
... xim

(x̃)
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для любой перестановки j1, . . . , jm индексов i1, . . . , im. Также легко про-

верить, что для любой функции f ∈ Fn

(
f(x1, . . . , xn)

) ′ ... ′

x1... xn
=

∑
©

σ̃

f(σ̃).

Назовем i-й аргумент функции f фиктивным, если f ′
xi

(x̃) = 0, и

существенным в противном случае.

Функцию размерности n, не равную функции f ∈ Fn ни на одном

наборе из En, будем обозначать f̄ .

Функции g и f размерности n называются однотипными, если най-

дутся набор σ̃ ∈ En и перестановка i1, . . . in, такие что

g(xσ1

i1
, . . . , xσn

in
) = f(x1, . . . , xn).

Легко видеть, что отношение однотипности является отношением экви-

валентности. Если M — некоторое множество функций, то M♦ — это

множество однотипных им функций.

Функция f ∈ Fn называется симметрической, если f(x1, . . . , xn) =

f(xi1, . . . , xin) для любой перестановки i1, . . . , in.

Несколько обозначений для двоичных наборов и наборов перемен-

ных:

σ̃ = σ̄1, . . . , σ̄n; σ̃ ⊕ τ̃ = σ1 ⊕ τ1, . . . , σn ⊕ τn; x̃σ̃ = xσ1

1 , . . . , x
σn

n .

Сквозь всю работу путеводной нитью проходят функции специаль-

ного вида, которые впервые были использованы К. П. Шнорром [48] для

получения высоких нижних оценок сложности в классе схем из функци-

ональных элементов. Они определяются по индукции следующим обра-

зом:

p0 = 0, q0 = 1, r0 = 1;

pn(x1, . . . , xn) = xn · qn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · rn−1(x1, . . . , xn−1),

qn(x1, . . . , xn) = xn · rn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · pn−1(x1, . . . , xn−1),

rn(x1, . . . , xn) = xn · pn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · qn−1(x1, . . . , xn−1).

(1.1)
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Для удобства изложения введем множества, содержащие эти функции и

их отрицания:

Mn =
{
pn, qn, rn

}
;

Mn =
{
pn, qn, rn, p̄n, q̄n, r̄n

}
;

M̃n =
{
pn, qn, rn, p̄n

}
.

Полиномиальной нормальной формой (пнф) называется терм вида
m∑
©

i=1

Ψi, (1.2)

где Ψi — элементарные конъюнкции, то есть выражения вида

xσ1

j1
· xσ2

j2
· . . . · xσk

jk
,

в которых все xjs
различны, σs ∈ {0, 1}, s ∈ {1, . . . , k}, k ≤ n. Элемен-

тарной конъюнкцией при k = 0 будем считать константу 1. Под сложно-

стью L(Φ) полиномиальной нормальной формы Φ понимают количество

входящих в нее элементарных конъюнкций, то есть число m в (1.2).

Сложность Lпнф(f) функции f в классе полиномиальных нормаль-

ных форм — это наименьшее число элементарных конъюнкций, необхо-

димое для реализации ее в виде пнф:

Lпнф(f) = min
f(x̃)=Φ

L(Φ),

здесь Φ — пробегает весь класс пнф.

Для оценок сложности представлений в теории булевых функций

принято использовать функцию Шеннона, которая определяется как наи-

большая сложность среди всех функций данной размерности в том или

ином классе представлений. Отметим, что обычно функция Шеннона яв-

ляется целочисленной, хотя в некоторых работах используются функции

Шеннона с рациональными и даже с действительными значениями.

Для класса полиномиальных нормальных форм функция Шеннона

Lпнф(n) определяется следующим образом:

Lпнф(n) = max
f∈Fn

Lпнф(f).
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§ 2. Иерархия классов операторных пучков

Последовательность символов a1a2 . . .an, такая что ai ∈ {e,p,d}

при i ∈ {1, 2, . . . , n}, называется оператором и обозначается a, ее члены

называются компонентами оператора, а число n — длиной оператора.

Пустая последовательность задает единственный оператор длины 0. Обо-

значим его 6o. Оператор a длины n задает отображение из Fn в Fn по

правилу af(x̃) = fn(x̃), где fn(x̃) определяется по индукции следующим

образом: f0(x̃) = f(x̃),

fi(x̃) =





fi−1(x̃), если ai = e;

f̂i−1(x̃), если ai = p;

fi−1(x̃) ⊕ f̂i−1(x̃), если ai = d;

(1.3)

где f̂i−1(x̃) = fi−1(x1, . . . , xi−1, x̄i, xi+1, . . . , xn), i ∈ {1, . . . , n}.

Множество, состоящее из 2n операторов длины n называется пучком

операторов, а число n называется размерностью этого пучка операто-

ров. Пучки операторов будем также называть операторными пучками

или просто пучками.

Упорядоченный набор
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, содержащий все операторы из

пучка A называется нумерацией пучка. Очевидно, что пучок однозначно

определяется по своей нумерации. Если aσ̃ — это оператор из какого-либо

пучка, то запись aσ̃
i означает i-й компонент оператора aσ̃.

Пучок операторов A размерности n называется базисным, если су-

ществует функция g ∈ Fn, такая что любую функцию f ∈ Fn можно

представить в виде линейной комбинации операторных образов функ-

ции g по операторам из A:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃a
σ̃g(x̃),

где ασ̃ ∈ {0, 1} и
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— некоторая нумерация пучка A, то есть

операторные образы функции g по операторам из A образуют базис ли-

нейного пространства всех функций размерности n. В [3] показано, что
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если A — базисный пучок операторов размерности n, то для любой функ-

ции g ∈ Fn, удовлетворяющей свойству
∑
©

σ̃

g(σ̃) = 1,

ее операторные образы по операторам из A образуют базис всех функций

размерности n. Такие функции будем называть базисными.

Пусть A — базисный пучок размерности n, g ∈ Fn — базисная функ-

ция, тогда любая функция f ∈ Fn может быть единственным образом

с точностью до перестановки слагаемых представлена в виде полиноми-

альной формы Φ, построенной по A и g:

f(x̃) = Φ, Φ ≡
∑
©

σ̃

ασ̃ · a
σ̃g(x̃), (1.4)

где ασ̃ ∈ {0, 1} и
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— некоторая нумерация пучка A. Полино-

миальная форма, построенная по базисному пучку и базисной функции

одной и той же размерности, является канонической в том смысле, что

каждая функция той же размерности представляется ею единственным

образом с точностью до перестановки слагаемых. Отметим, что полино-

миальная нормальная форма канонической не является. Под сложно-

стью L(Φ) полиномиальной формы Φ будем понимать количество нену-

левых слагаемых в ней, то есть число ненулевых коэффициентов ασ̃:

L(Φ) =
∑

σ̃

ασ̃.

Отметим, что это определение согласуется с данным выше определением

сложности полиномиальной нормальной формы. Поскольку произволь-

ная функция f ∈ Fn представляется в виде полиномиальной формы по

A и g единственным образом, введем понятие сложности функции f . А

именно, под сложностью Lg
A(f) функции f относительно пучка A по

функции g понимаем сложность полиномиальной формы, построенной

по A и g. В предыдущих обозначениях:

Lg
A(f) = L(Φ). (1.5)
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В дальнейшем будут введены различные классы базисных пучков.

Теперь же определим функцию Шеннона для произвольного класса ба-

зисных пучков C. Сложностью Lg
C(f) функции f в классе базисных

пучков C по базисной функции g называется наименьшая сложность по-

линомиальной формы, реализующей функцию f :

Lg
C(f) = min

A∈C
Lg

A(f). (1.6)

Отметим, что класс C может содержать пучки разных размерностей. В

этом случае минимум берется только по тем пучкам, размерность кото-

рых совпадает с размерностью f . Кроме того размерности функций f

и g также должны совпадать. Функция Шеннона для класса базисных

пучков C по базисной функции g определяется обычным образом, как

наибольшая сложность среди функций данной размерности:

Lg
C(n) = max

f∈Fn

Lg
C(f). (1.7)

В дальнейшем, в качестве базисной функции g часто будет исполь-

зоваться n-местная конъюнкция x1 · x2 · . . . · xn. В этом случае вместо

записи Lg
A(f) и Lg

C(f) будем употреблять L&
A(f) и L&

C(f) соответственно.

Размерность конъюнкции однозначно определяется по функции f .

Пусть b, c — два покомпонентно неравных оператора длины n, то

есть

bi 6= ci, i ∈ {1, . . . , n}.

Рассмотрим упорядоченный набор
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, в котором компоненты

операторов aσ̃ определяются по формулам:

aσ̃
i =

{
bi, если σi = 0;

ci, если σi = 1,
i ∈ {1, . . . , n}, σ̃ ∈ En. (1.8)

Поскольку все aσ̃ различны,
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
является нумерацией некоторо-

го пучка A размерности n. Будем называть такой пучок двупорожден-

ным, а нумерацию
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, удовлетворяющую (1.8), — естествен-

ной. Для двупорожденных пучков введем обозначение A = D(b, c), где
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b и c — операторы, фигурирующие в (1.8). D(a,b) является пучком

размерности n. Из результатов работы [5] следует, что двупорожденные

пучки являются базисными.

Пусть A = D(u, v) — двупорожденный операторный пучок размер-

ности n с естественной нумерацией
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, c — оператор длины n,

удовлетворяющий условиям:

ci 6= ui, ci 6= vi, i ∈ {1, . . . , n},

τ̃ — двоичный набор длины n. Тогда пучок B, определяемый своей ну-

мерацией
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
в которой

bσ̃ =

{
aσ̃, если σ̃ 6= τ̃ ,

c, если σ̃ = τ̃ ,
(1.9)

называется расширением пучка A оператором c, или просто расширен-

ным пучком, а
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— его естественной нумерацией.

Пусть c — оператор длины n, тогда пучок A называется однопоро-

жденным, или порожденным оператором a, если существует его нуме-

рация
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, компоненты операторов которой удовлетворяют усло-

виям:

aσ̃
i = ci при σi = 0, aσ̃

i 6= ci при σi = 1, σ̃ ∈ En,

при этом нумерация
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
называется естественной нумерацией

однопорожденного пучка A. В частности двупорожденные и расширен-

ные пучки являются также и однопорожденными. Действительно, в ка-

честве оператора c, порождающего однопорожденный пучок, нужно для

случая двупорожденных пучков взять оператор b из (1.8), а для слу-

чая расширенных пучков — оператор aτ̃ из (1.9), при этом естественная

нумерация в случае двупорожденных пучков сохраняется, а чтобы полу-

чить естественную нумерацию однопорожденного пучка из естественной

нумерации расширенного, нужно верхний индекс оператора bσ̃ из (1.9)

заменить на σ̃ ⊕ τ̃ .
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Существуют всего 3 базисных пучка размерности 1:

{e,p}; {e,d}; {p,d}.

Их можно рассматривать и как двупорожденные, и как расширенные,

и как однопорожденные. При этом любая нумерация этих пучков будет

естественной.

Для операторов a и b длины n определим функционал «◦» следую-

щим образом:

a ◦ b =

{
1, если ai 6= bi для всех i ∈ {1, . . . , n};

0, в противном случае.

Для двух пучков A и B одинаковой размерности матрицу MA×B будем

называть матрицей произведения этих пучков:

MA×B =




a0̃ ◦ b0̃ · · · a0̃ ◦ b1̃

... . . . ...

a1̃ ◦ b0̃ · · · a1̃ ◦ b1̃


 ,

где
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
и

(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— некоторые нумерации пучков A и B

соответственно. Легко видеть, что матрица произведения пучков опре-

деляется с точностью до перестановки строк и столбцов. Перестанов-

ке строк соответствует выбор другой нумерации пучка A, перестановке

столбцов — нумерации пучка B.

Если A = B, тогда MA×A будет называться матрицей пучка A и

обозначаться MA. Матрица пучка, как и матрица произведения пучков

определяется с точностью до перестановки строк и столбцов.

В [3] показано, что пучок является базисным тогда и только тогда,

когда его матрица невырожденная. Частным случаем невырожденных

матриц являются диагональные и треугольные матрицы.

Пучок A называется обратимым, если существует пучок B той же

размерности, такой что матрица MA×B может быть приведена к диа-

гональному виду перестановкой строк и столбцов. При этом пучок B

называется обратным к пучку A.
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Введем две операции, которые позволят нам получать из одних пуч-

ков другие.

Пусть A — пучок размерности n, B0̃, . . . ,B1̃ — 2n пучков размерности

m. Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— нумерация пучка A,

(
b0̃

σ̃, . . . ,b
1̃
σ̃

)
— нумерации

пучков Bσ̃, σ̃ ∈ En. Тогда пучок C размерности n + m, определяемый

своей нумерацией
(
c0̃, . . . , c1̃

)
, операторы которой определяются по фор-

мулам:

cσ̃,τ̃ = aσ̃
1 . . .a

σ̃
nb1 . . .bm, где b1 . . .bm = bτ̃

σ̃, τ̃ ∈ Em, σ̃ ∈ En, (1.10)

называется слиянием пучков B0̃, . . . ,B1̃ по пучку A и обозначается:

C = W (A | B0̃, . . . ,B1̃).

При этом, если
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
,
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
σ̃

при σ̃ ∈ En, — естественные ну-

мерации соответствующих пучков, то нумерация
(
c0̃, . . . , c1̃

)
, в которой

cσ̃ построены по формулам (1.10), также является естественной.

Пусть A — пучок размерности n и
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— его нумерация, а

i1, . . . , in — некоторая перестановка. Тогда пучок B размерности n, опре-

деляемый своей нумерацией
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, где

bτ̃
ij

= aσ̃
j , j ∈ {1, . . . , n}, τ̃ = σi1, . . . , σin, σ̃ ∈ En,

называется перестановкой пучка A и обозначается:

B = I(A | i1, . . . , in).

При этом, если
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— естественная нумерация пучка A, то ну-

мерация
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
является естественной для пучка B.

Пусть a — оператор длины n. Класс, состоящий из двупорожден-

ных пучков, для которых одним из порождающих является оператор a

называется a-кронекеровым и обозначается K(a):

K(a) = {D(a,b) | bi 6= ai, i ∈ {1, . . . , n} }.

Класс всех двупорожденных пучков называется кронекеровым и обо-
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значается K:

K =
⋃

a

K(a).

Введем в рассмотрение еще один класс двупорожденных пучков. Пусть

a0,a1,a2, . . . — последовательность операторов длины 0, 1, 2, . . . соответ-

ственно, все компоненты которых равны d. Тогда d-кронекеров класс

пучков K(d . . .d) определяется следующим образом:

K(d . . .d) =
⋃

n∈N

K(an).

Пусть a — оператор длины n. Класс, состоящий из всех расширен-

ных оператором a пучков, называется a-расширенным и обозначается

E(a).

Класс всех расширенных пучков называется расширенным и обозна-

чается E:

E =
⋃

a

E(a).

Как и для случая двупорожденных пучков, определим d-расширенный

класс пучков E(d . . .d). Пусть a0,a1,a2, . . .— последовательность опера-

торов длины 0, 1, 2, . . . соответственно, все компоненты которых равны d.

Тогда d-расширенный класс пучков определяется следующим образом:

E(d . . .d) =
⋃

n∈N

E(an).

Пусть a — оператор длины n. Класс, состоящий из всех однопоро-

жденных пучков, порожденных оператором a, называется a-обобщенным

и обозначается G(a).

Класс всех однопорожденных пучков называется обобщенным и обо-

значается G:

G =
⋃

a

G(a).

Свободно-кронекеров класс пучков FK определяется индуктивно по

построению.

Шаг 0:
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• {6o} ∈ FK;

• {e,p} ∈ FK, {e,d} ∈ FK, {p,d} ∈ FK;

Шаг i > 0:

• если A ∈ FK — пучок размерности n; B0̃, . . . ,B1̃ ∈ FK — 2n пуч-

ков размерности m, причем A, B0̃, . . . ,B1̃ построены на предыдущих

шагах, то W (A | B0̃, . . . ,B1̃) ∈ FK;

• если A ∈ FK — пучок размерности n, построенный на предыдущих

шагах, i1, . . . , in — перестановка, то I(A | i1, . . . , in) ∈ FK.

Класс, состоящий из всех пучков, матрицы которых можно приве-

сти к диагональному виду перестановкой строк и столбцов, называется

диагональным и обозначается D.

Класс, состоящий из всех обратимых пучков, обозначается R.

Класс, состоящий из всех пучков, матрицы которых можно приве-

сти к треугольному виду перестановкой строк и столбцов, называется

треугольным и обозначается T .

Класс всех базисных пучков обозначается OF.

Введенные классы базисных пучков образуют иерархию по включе-

нию, приведенную на рисунке 1. На нижнем уровне находятся классы

без подписи. Это классы, состоящие из одного базисного пучка.

Каждому классу C пучков из иерархии соответствуют одноименные

классы полиномиальных форм, то есть представлений вида (1.4), в кото-

ром используются пучки только из класса C и фиксированная базисная

функция g.

Обозначения, использованные для классов операторных пучков, на-

веяны работами [36] и [56].

Обозначение K является сокращением от «Kronecker Form» [36].

Обозначение K(a) выбрано, потому что пучки, входящие в этот класс,

строятся по тем же правилам, что и в K. В литературе часто исследуют-

ся классы, соответствующие K(d . . .d), например, «Reed-Muller Form».
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Рис. 1. Иерархия классов операторных пучков

Другие классы, соответствующие семейству K(a), ранее нигде не встре-

чались, за исключением K(e . . .e) и K(p . . .p) [56].

ОбозначениеG— это сокращение от «Generalize Kronecker Form» [36].

Класс E до работы [56] нигде не встречался, его название происходит от

«Extended». Обозначения G(a) и E(a) выбраны по тем же причинам,

что и K(a). Ранее в литературе встречались аналоги классов G(d . . .d),
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G(e . . . e), G(p . . .p), E(d . . .d). Для первого использовалось, например,

название «pD/nD Fixed/Mixed Reed-Muller Form» [36].

Обозначение FK происходит от Free Kronecker Form [36]. Классы D

и T предложены в [56], исходя из названий матриц (Diagonal, Triangle).

Обозначение R — от Reversible. Класс OF (от Operator Form, [56]) —

класс всех операторных пучков.

§ 3. Обзор результатов по полиномиальным формам

Первыми исследованиями по полиномиальным представлениям бу-

левых функций были работы И.И. Жегалкина [9, 10].

В 50-х годах XX вновь возник интерес к полиномиальным формам

в связи с приложениями в теории кодирования. Тогда же появились

первые работы по сложности полиномиальных представлений булевых

функций.

До конца 80-х годов XX века эти исследования ограничивались в

основном полиномиальными нормальными формами, поляризованными

полиномами Жегалкина, формами Рида-Маллера и кронекеровыми фор-

мами. Эти формы в терминологии диссертации соответствуют классам

OF, K(d . . .d), K с фиксированной базисной функцией — многоместной

конъюнкцией.

В работе [7] были рассмотрены полиномиальные формы по функци-

ям, отличным от многоместной конъюнкции. Исследования в этой обла-

сти привели к следующему результату.1

Теорема I ([5]) По произвольному базисному пучку A с нумерацией(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, произвольной базисной функции g ∈ Fn, любая функция

f ∈ Fn имеет единственное представление вида:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · a
σ̃g(x̃), где ασ̃ =

∑
©

τ̃

cσ̃τ̃ · f(τ̃).

1Здесь и далее формулировки изменены в соответствии со введенной в диссертации

терминологией.
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В этой теореме вычисление cσ̃τ̃ связано с нахождением обратной матрицы

к некоторой матрице размера 2n × 2n.

С конца 80-х годов XX века в связи с приложениями в цифровой

технике стали рассматриваться самые разнообразные полиномиальные

формы. Они стали объединяться в различные иерархии. Одна из них

представлена в диссертации.

Встали вопросы эффективного нахождения коэффициентов пред-

ставлений без нахождения обратной матрицы. В этом направлении были

получены следующие результаты.

Теорема II ([3]) По любому пучку A ∈ K с естественной нумерацией(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, любой базисной функции g ∈ Fn, любая функция f ∈ Fn

имеет единственное представление вида:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · a
σ̃g(x̃), при этом ασ̃ =

(
f(x̃) · aσ̃g(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
.

Теорема III ([6]) По любому пучку A ∈ G с естественной нумерацией(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, любой базисной функции g ∈ Fn, любая функция f ∈ Fn

имеет единственное представление вида:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · aσ̃g(x̃), при этом ασ̃ =
∑
©

τ̃

cσ̃τ̃ .

Здесь cσ̃τ̃ вычисляются по операторам пучка A с привлечением понятия

сопутствующего пучка (см. [56]), но без вычисления обратной матрицы.

Теорема IV ([56]) По любому пучку A ∈ E(b) с естественной нуме-

рацией
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, любой базисной функции g ∈ Fn, любая функция

f ∈ Fn имеет единственное представление вида:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · aσ̃g(x̃),

при этом ασ̃ =

{ (
f(x̃) · aσ̃g(x̃) ⊕ f(x̃) · bg(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
, если aσ̃ 6= b;(

f(x̃) · aσ̃g(x̃)
) ′ ... ′

x1... xn
, если aσ̃ = b.
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Теорема 1 Пусть A — обратимый пучок размерности n и B — пучок,

обратный к нему,
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
и

(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— их нумерации, такие

что матрица 


a0̃ ◦ b0̃ · · · a0̃ ◦ b1̃

... . . . ...

a1̃ ◦ b0̃ · · · a1̃ ◦ b1̃




является диагональной. Тогда для любой базисной функции g ∈ Fn лю-

бая функция f ∈ Fn имеет единственное полиномиальное представле-

ние вида

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃a
σ̃g(x̃), при этом ασ̃ =

(
f(x̃) · bσ̃g(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
.

Следствие ([54]) Для любого пучка A ∈ FK размерности n с есте-

ственной нумерацией
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, любой базисной функции g ∈ Fn лю-

бая функция f ∈ Fn имеет единственное представление вида

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃a
σ̃g(x̃), при этом ασ̃ =

(
f(x̃) · bσ̃g(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
,

и компоненты операторов bσ̃ определяются по формулам: bσ̃
i = aτ̃

i , где

τ̃ = σ1, . . . , σi−1, σ̄i, σi+1, . . . , σn.

Вопросы сложности представления булевых функций традиционно

являются наиболее интересными и в теории, и в практических приложе-

ниях. Связь между сложностью операторных полиномиальных форм и

сложностью полиномиальных нормальных форм была установлена в [3].

Теорема V ([3]) Для любой функции f ∈ Fn

Lпнф(f) = L&
OF(f).

Зависимость функции Шеннона от выбора базисной функции иссле-

довалась в [55].

Теорема 2 ([55]) Для любого класса C базисных пучков значение функ-

ции Шеннона Lg
C(n) не зависит от выбора базисной функции g.
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В дальнейшем вместо Lg
C(n) используется обозначение LC(n).

Точные оценки сложности являются самыми желанными результа-

тами. Впервые точная оценка сложности полиномиальных форм была

получена в [24].

Теорема VI ([24]) Значение функции Шеннона для класса K(d . . .d)

по функции многоместной конъюнкции определяется по формуле:

L&
K(d...d)(n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

Затем еще для серии классов были найдены точные оценки сложно-

сти.

Теорема VII ([2, 55]) Значение функции Шеннона для класса K опре-

деляется по формуле:

LK(n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

Теорема VIII ([56]) Для любого оператора a длины n значение функ-

ции Шеннона для класса E(a) вычисляется по формуле:

LE(a)(n) =
1

2
· 2n.

Теорема 3 ([59]) Пусть a — произвольный оператор длины n. Тогда

LK(a)(n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

Теорема 4 ([54]) Точное значение функции Шеннона для класса FK

вычисляется по следующей формуле:

LFK(n) =
1

2
· 2n.

С 60-х годов известна нижняя оценка сложности полиномиальных

нормальных форм.

Теорема IX ([37]) Для функции Шеннона для класса полиномиальных

нормальных форм справедлива следующая оценка:

Lпнф(n) ≥
2n

n · log2 3
.
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Наилучшая из верхних оценок для этого класса получена в [13].

Теорема X ([13]) При n = 2k справедливо следующее неравенство:

Lпнф(n) ≤
2n · (1 + log2 n)

n
.

Несмотря на существование высокой нижней оценки функции Шен-

нона класса полиномиальных форм, поиск функций большой сложности

представляет определенный интерес, так как теорема IX не дает мето-

да нахождения таких функций. В следующей теореме из [58] доказана

экспоненциальная нижняя оценка для эффективно заданных функций.

Теорема 5 ([58]) Если f ∈Mn, то

Lпнф(f) ≥

(
3

2

)n−1

.

Поиск сложных функций для других классов полиномиальных форм

привел к следующим результатам, в которых описаны все функции наи-

большей сложности для различных классов операторных полиномиаль-

ных форм.

Теорема 6 ([52]) Пусть f ∈ Fn, n ≥ 1. Тогда следующие условия эк-

вивалентны:

1) L&
K(d...d)(f) = LK(d...d)(n);

2) f ∈M♦
n при нечетном n, f ∈ M̃♦

n при четном n.

Теорема 7 ([52, 57]) Если f ∈ Fn, n ≥ 1, то L&
K(f) = LK(n) тогда и

только тогда, когда f ∈M♦
n .

Теорема 8 ([54, 59]) Если f ∈ Fn, n ≥ 1, то L&
FK

(f) = LFK(n) тогда

и только тогда, когда f ∈M♦
n .

Теорема 9 ([59]) Если f ∈ Fn, n ≥ 1, то L&
E(d...d)(f) = LE(d...d)(n)

тогда и только тогда, когда

1

2
· 2n ≤

∑

σ̃

f(σ̃) ≤
1

2
· 2n + 1.
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Глава 2. Функция Шеннона и нахождение

коэффициентов полиномиальных форм

Вторая глава посвящена нахождению функции Шеннона для неко-

торых классов полиномиальных форм и формул для вычисления коэф-

фициентов разложений.

В четвертом параграфе рассматривается вопрос нахождения коэф-

фициентов полиномиальных форм. В настоящей работе получены ранее

неизвестные формулы вычисления коэффициентов в классе полиноми-

альных форм относительно обратимых пучков. Для пучков из свободно-

кронекерова класса удалось явно выразить операторы обратного пучка.

В пятом параграфе исследуется функция Шеннона для классов по-

линомиальных форм. Выясняется, как отражаются отношения между

классами пучков на поведение функции Шеннона для полиномиальных

форм, как влияет на ее поведение выбор базисной функций.

В шестом параграфе рассматривается проблема точных оценок слож-

ности полиномиальных форм. В диссертации найдены точные значения

функции Шеннона для некоторых классов полиномиальных форм.

§ 4. Коэффициенты полиномиальных форм по

обратимым операторам

Следующая теорема дает формулы вычисления коэффициентов по-

линомиальных форм по обратимым операторным пучкам.

Теорема 1 Пусть A — обратимый пучок размерности n и B — пучок,

обратный к нему,
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
и

(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— их нумерации, такие

что матрица 


a0̃ ◦ b0̃ · · · a0̃ ◦ b1̃

... . . . ...

a1̃ ◦ b0̃ · · · a1̃ ◦ b1̃


 (2.1)
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является диагональной. Тогда для любой базисной функции g ∈ Fn лю-

бая функция f ∈ Fn имеет единственное полиномиальное представле-

ние вида

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · aσ̃g(x̃), при этом ασ̃ =
(
f(x̃) · bσ̃g(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
.

◮ Для доказательства воспользуемся методом, предложенным в [14].

По определению производной, справедлива следующая цепочка ра-

венств:
(
f(x̃) · bσ̃g(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
=

∑
©

τ̃

(
f(x̃) · bσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
=

∑
©

τ̃

f(τ̃)·
(
bσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
.

Введем обозначение

h(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · a
σ̃g(x̃).

и проведем несколько преобразований:

h(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · aσ̃g(x̃) =

=
∑
©

σ̃

aσ̃g(x̃) ·
(
f(x̃) · bσ̃g(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
=

=
∑
©

σ̃

aσ̃g(x̃) ·
∑
©

τ̃

f(τ̃) ·
(
bσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
=

=
∑
©

τ̃

f(τ̃) ·
∑
©

σ̃

aσ̃g(x̃) ·
(
bσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
.

Значение h(x̃) на наборе δ̃ будет равно

h(δ̃) =
∑
©

τ̃

f(τ̃) ·
∑
©

σ̃

(
aσ̃g(x̃)

)δ1... δn

x1... xn
.
(
bσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
.

Пусть V , W — матрицы размера 2n×2n, элементы которых вычисляются

по формулам:

vσ̃τ̃ =
(
aσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
, wτ̃ σ̃ =

(
bσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
.

Рассмотрим элемент произведения матриц U = V ·W :

uσ̃τ̃ =
∑
©

δ̃

vσ̃δ̃ · wδ̃τ̃ .
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Из [3] известно, что для любой базисной функции g ∈ Fn, для любых

двух пучков a и b размерности n выполняется:

a ◦ b = (ag(x̃) · bg(x̃)) ′ ... ′
x1... xn

.

Используя это равенство, получим:

uσ̃τ̃ =
∑
©

δ̃

(
aσ̃g(x̃)

)δ1... δn

x1... xn
·
(
bτ̃g(x̃)

)δ1... δn

x1... xn
=

=
∑
©

δ̃

(
aσ̃g(x̃) · bτ̃g(x̃)

)δ1... δn

x1... xn
=

(
aσ̃g(x̃) · bτ̃g(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
= aσ̃ ◦ bτ̃ .

Поскольку матрица (2.1) — диагональная, то

uσ̃τ̃ =

{
1, если σ̃ = τ̃ ;

0, если σ̃ 6= τ̃ .

Таким образом, матрица U — единичная. Поэтому U = W · V . Тогда

uτ̃ δ̃ =
∑
©

σ̃

wτ̃ σ̃ · vσ̃δ̃ =
∑
©

σ̃

(
bσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
. ·

(
aσ̃g(x̃)

)δ1... δn

x1... xn
.

Следовательно, для h(δ̃) справедливо:

h(δ̃) =
∑
©

τ̃

f(τ̃)·
∑
©

σ̃

(
aσ̃g(x̃)

)δ1... δn

x1... xn
.
(
bσ̃g(x̃)

)τ1... τn

x1... xn
=

∑
©

τ̃

f(τ̃)·uτ̃ δ̃ = f(δ̃).

Поскольку δ̃ — произвольный набор, h(x̃) = f(x̃), то есть

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · aσ̃g(x̃).

Теорема доказана. ◭

Следствие Для любого пучка A ∈ FK размерности n с естественной

нумерацией
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, любой базисной функции g ∈ Fn любая функ-

ция f ∈ Fn имеет единственное представление вида

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · aσ̃g(x̃), при этом ασ̃ =
(
f(x̃) · bσ̃g(x̃)

) ′ ... ′

x1... xn
,

и
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— нумерация обратного к A пучка B, компоненты опера-

торов которого определяются по формулам:

bσ̃
i = aτ̃

i , где τ̃ = σ1, . . . , σi−1, σ̄i, σi+1, . . . , σn, σ̃ ∈ En. (2.2)
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⊲ Доказательство. Индукцией по построению пучка A покажем, что(
b0̃, . . . ,b1̃

)
является нумерацией некоторого пучка B, и что aτ̃ ◦ bσ̃ = 1

тогда и только тогда, когда τ̃ = σ̃. Это будет означать, что матри-

ца (2.1) — диагональная, и тогда, применив теорему 1, получим утвер-

ждение следствия.

Базис индукции. Для пучка {6o} доказывать нечего. Если A — один

из пучков {e,p}, {e,d}, {p,d} и
(
a0,a1

)
— его произвольная нумерация,

которая по определению является естественной, то из (2.2) следует, что(
b0,b1

)
=

(
a1,a0

)
. Тогда B = A и очевидно, что aτ ◦ bσ = 1 тогда и

только тогда, когда τ = σ.

Шаг индукции. По определению класса FK, пучок A построен пе-

рестановкой или слиянием пучков из FK.

Пусть A = I(Â | i1, . . . , in),
(
â0̃, . . . , â1̃

)
— естественная нумерация

пучка Â. По предположению индукции набор операторов
(
b̂0̃, . . . , b̂1̃

)
,

компоненты операторов которых определяются по формулам (2.2) с ис-

пользованием операторов из пучка Â, является нумерацией обратного к

Â пучка B̂. Тогда bσ̃
ij

= aτ̃
ij

= âυ̃
j = b̂δ̃

j , где σ̃, τ̃ , υ̃ и δ̃ связаны соотноше-

ниями:

τ̃ = σ1, . . . , σij−1, σ̄ij, σij+1, . . . , σn; τ̃ = υi1, . . . , υin;

υ̃ = δ1, . . . , δj−1, δ̄j, δj+1, . . . , δn.

Тогда σ̃ = δi1, . . . , δin, и, следовательно, набор
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
является ну-

мерацией пучка B = I(B̂ | i1, . . . , in).

По предположению индукции âυ̃◦b̂δ̃ = 1 тогда и только тогда, когда

υ̃ = δ̃. Тогда из определения перестановки следует, что aτ̃ ◦ bσ̃ = 1 тогда

и только тогда, когда τ̃ = σ̃.

Пусть A = W (Â | Ǎ0̃, . . . , Ǎ1̃), где размерность пучка Â равна k, а

размерность пучков Ǎ0̃, . . . , Ǎ1̃ равна n− k. Пусть

(
â0̃, . . . , â1̃

)
,
(
ǎ0̃

0̃
, . . . , ǎ1̃

0̃

)
, . . . ,

(
ǎ0̃

1̃
, . . . , ǎ1̃

1̃

)
—
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естественные нумерации соответствующих пучков. Наборы
(
b̂0̃, . . . , b̂1̃

)
,(

b̌0̃
σ̃, . . . , b̌

1̃
σ̃

)
, где σ̃ ∈ En, построенные по формулам (2.2) с использова-

нием операторов из пучков Â, Ǎσ̃ соответственно, удовлетворяют пред-

положению индукции. Поэтому, âδ̃ ◦ b̂τ̃ = 1 тогда и только тогда, когда

δ̃ = τ̃ , и ǎδ̃
σ̃ ◦ b̌τ̃

σ̃ = 1 тогда и только тогда, когда δ̃ = τ̃ .

По определению слияния

aσ̃,τ̃ = âσ̃
1 . . . â

σ̃
kc1 . . . cn−k, где c1 . . . cn−k = ǎτ̃

σ̃, σ̃ ∈ Ek, τ̃ ∈ En−k.

Пусть υ̃ 6= σ̃, υ̃ ∈ Ek, и пусть δ̃ ∈ En−k. По предположению индук-

ции âσ̃ ◦ b̂υ̃ = 0, то есть существует i ∈ {1, . . . , k}, такое что âσ̃
i = b̂υ̃

i .

Тогда a
σ̃,τ̃
i = âσ̃

i = b̂υ̃
i . С другой стороны,

b
υ̃,δ̃
i = a

˜̺,δ̃
i = â

˜̺
i = b̂υ̃

i , где ˜̺ = υ1, . . . , υi−1, ῡi, υi+1, . . . υk.

Поэтому a
σ̃,τ̃
i = b

υ̃,δ̃
i . Следовательно,

aσ̃,τ̃ ◦ bυ̃,δ̃ = 0 при υ̃ 6= σ̃. (2.3)

Пусть δ̃ 6= τ̃ , δ̃ ∈ En−k. По предположению индукции ǎτ̃
σ̃ ◦ b̌δ̃

σ̃ = 0.

Введем обозначения: s = ǎτ̃
σ̃, t = ǎτ̃

σ̃. По определению функционала «◦»

существует i ∈ {1, . . . , n − k}, такое что si = ti. Тогда a
σ̃,τ̃
k+i = si = ti. С

другой стороны,

b
σ̃,δ̃
n+i = a

σ̃, ˜̺
n+i = ci = ti, где c = ǎ

˜̺
σ̃, ˜̺ = δ1, . . . , δi−1, δ̄i, δi+1, . . . δk.

Поэтому a
σ̃,τ̃
i = b

σ̃,δ̃
i . Следовательно,

aσ̃,τ̃ ◦ bσ̃,δ̃ = 0 при δ̃ 6= τ̃ . (2.4)

Рассмотрим значение выражение aσ̃,τ̃ ◦ bσ̃,τ̃ . Пусть i ∈ {1, . . . , k}.

Тогда по предположению индукции и по определению слияния пучков

a
σ̃,τ̃
i = âσ̃

i 6= b̂σ̃
i = b

σ̃,τ̃
i . Пусть i ∈ {k + 1, . . . , n}, s = ǎτ̃

σ̃, t = b̌τ̃
σ̃. Тогда

a
σ̃,τ̃
i = si−k 6= ti−k = b

σ̃,τ̃
i . Таким образом, aσ̃,τ̃ ◦ bσ̃,τ̃ = 1.

Учитывая (2.4) и (2.3), окончательно получим, что aσ̃ ◦bτ̃ = 1 тогда

и только тогда, когда σ̃ = τ̃ , где σ̃, τ̃ ∈ En.
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Таким образом, матрица 2.1 имеет диагональный вид. Следователь-

но, пучок B, определяемый нумерацией
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, является обратным

к A.

Осталось только применить теорему 1. ⊳

§ 5. Общие свойства функции Шеннона для

операторных полиномиальных формах

Введем специальным образом отношение эквивалентности на клас-

сах базисных пучков. Пусть ψ : {e,p,d} → {e,p,d} — взаимноодно-

значное отображение. Обобщим это отображение на операторы, пучки и

классы пучков. Пусть ψn : {e,p,d} → {e,p,d}, n ∈ N, — последователь-

ность взаимнооднозначных отображений. Обозначим её Ψ:

Ψ = {ψn | n ∈ N}.

• Пусть a — произвольный оператор длины n. Определим отображение

Ψ по правилу Ψ(a) = b, где bi = ψi(ai), i ∈ {0, . . . , n}.

• Отображение Ψ продолжается на пучок следующим образом. Пусть

A — пучок операторов размерности n и
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— его нумерация,

тогда Ψ(A) = B, где B — пучок размерности n, который определяется

своей нумерацией
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, в которой bσ̃ = Ψ(aσ̃), σ̃ ∈ En.

• Отображение Ψ продолжается на класс пучков C следующим обра-

зом: Ψ(C) = {Ψ(A) | A ∈ C}.

Классы пучков C1 и C2 будем называть ψ-эквивалентными, если суще-

ствует определенное выше отображение Ψ, такое что Ψ(C1) = C2. Оче-

видно, что ψ-эквивалентность является отношением эквивалентности.

Легко видеть, что для любых двух операторов a и b одинаковой

длины, классы K(a) и K(b), E(a) и E(b), G(a) и G(b) попарно ψ-экви-

валентны.
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Введем еще несколько обозначений. Пусть a — оператор длины n.

Определим множество I(a) индексов, при которых ai = d:

I(a) = { i | ai = d, i ∈ {1, . . . , n} }.

Множество всех подмножеств множества I(a) обозначим PI(a).

Предложение 1 Пусть a — произвольный оператор длины n, Ψ —

отображение, фигурирующее в определении ψ-эквивалентности. Тогда

для любой функции f ∈ Fn выполняется:

Ψ(a)f(x̃) =
∑
©

J∈PI(a)

Ψ(cJ)f(x̃),

где операторы cJ длины n состоят только из символов e и p и опреде-

ляются следующим образом:

cJ
j =





e, если j ∈ J ;

p, если j ∈ I(a)\J ;

aj, если j /∈ I(a).

⊲ Покажем это, воспользовавшись определением отображения, кото-

рое задает оператор a. Введем обозначение:

PIi = {J | J = I ∩ {1, . . . , i}, I ∈ PI(a)}.

Индукцией по i будем доказывать следующее утверждение:

fi(x̃) =
∑
©

J∈PIi

fJ
i (x̃),

где fi(x̃), fJ
i (x̃) — это функции из (1.3), используемые для построения

образов операторов Ψ(a)f(x̃), Ψ(cJ)f(x̃) соответственно. Для упрощения

записи, будем употреблять f̂i−1(x̃) вместо fi−1(x1, . . . , xi−1, x̄i, xi+1, . . . , xn)

и f̂J
i−1(x̃) вместо fJ

i−1(x1, . . . , xi−1, x̄i, xi+1, . . . , xn).

Базис индукции:
∑
©

J∈PI0

fJ
0 (x̃) = f∅

0 (x̃) = f(x̃) = f0(x̃).
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Шаг индукции разбивается два подслучая.

1. ai ∈ {e,p}. Тогда PIi = PIi−1;

cJ
i = ai, ψi(c

J
i ) = ψi(ai), J ∈ PIi;

fi(x̃) =





fi−1(x̃), если ψi(ai) = e;

f̂i−1(x̃), если ψi(ai) = p;

fi−1(x̃) ⊕ f̂i−1(x̃), если ψi(ai) = d;

fJ
i (x̃) =





fJ
i−1(x̃), если ψi(ai) = e;

f̂J
i−1(x̃), если ψi(ai) = p;

fJ
i−1(x̃) ⊕ f̂J

i−1(x̃), если ψi(ai) = d;

J ∈ PIi.

По предположению индукции:
∑
©

J∈PIi−1

fJ
i−1(x̃) = fi−1(x̃);

∑
©

J∈PIi−1

f̂J
i−1(x̃) = f̂i−1(x̃).

Значит, при любом значении ψi(ai) выполняется:
∑
©

J∈PIi

fJ
i (x̃) = fi(x̃).

2. ai = d. Тогда PIi = PIi−1 ∪ {I | I = {i} ∪ J, J ∈ PIi−1};

fi(x̃) =





fi−1(x̃), если ψi(d) = e;

f̂i−1(x̃), если ψi(d) = p;

fi−1(x̃) ⊕ f̂i−1(x̃), если ψi(d) = d;

cJ
i =

{
e, если i ∈ J ;

p, если i /∈ J ;
J ∈ PIi.

Первые i − 1 компонентов операторов cJ и c{i}∪J , а следовательно, и

операторов Ψ(cJ) и Ψ(c{i}∪J) совпадают, поэтому f {i}∪J
i−1 (x̃) = fJ

i−1(x̃) при

J ∈ PIi−1. Следовательно,

fJ
i (x̃) =

{
g

J\{i}
i−1 (x̃), если i ∈ J ;

hJ
i−1(x̃), если i /∈ J ;

J ∈ PIi;

где gJ
i−1 и hJ

i−1 определяются по формулам:

gJ
i−1(x̃) =





fJ
i−1(x̃), если ψi(e) = e;

f̂J
i−1(x̃), если ψi(e) = p;

fJ
i−1(x̃) ⊕ f̂J

i−1(x̃), если ψi(e) = d;
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hJ
i−1(x̃) =





fJ
i−1(x̃), если ψi(p) = e;

f̂J
i−1(x̃), если ψi(p) = p;

fJ
i−1(x̃) ⊕ f̂J

i−1(x̃), если ψi(p) = d.

Теперь найдем gJ
i−1(x̃)⊕hJ

i−1(x̃). Так как ψi — взаимноодназначное отоб-

ражение, получим:

gJ
i−1(x̃) ⊕ hJ

i−1(x̃) =





fJ
i−1(x̃), если ψi(d) = e;

f̂J
i−1(x̃), если ψi(d) = p;

fJ
i−1(x̃) ⊕ f̂J

i−1(x̃), если ψi(d) = d.

По предположению индукции:
∑
©

J∈PIi−1

fJ
i−1(x̃) = fi−1(x̃);

∑
©

J∈PIi−1

f̂J
i−1(x̃) = f̂i−1(x̃).

Тогда ∑
©

J∈PIi

fJ
i (x̃) =

∑
©

J∈PIi−1

(
gJ

i−1(x̃) ⊕ hJ
i−1(x̃)

)
= fi(x̃).

Поскольку

PIn = PI(a), fn(x̃) = Ψ(a)f(x̃), fJ
n (x̃) = Ψ(cJ)f(x̃)

при J ∈ PI(a), окончательно получаем

Ψ(a)f(x̃) =
∑
©

J∈PI(a)

Ψ(cJ)f(x̃).

⊳

Следствие Для любого оператора a длины n и любой функции f ∈ Fn

выполняется:

af(x̃) =
∑
©

J∈PI(a)

cJf(x̃). (2.5)

⊲ Для доказательства достаточно взять в качестве отображения Ψ по-

следовательность тождественных преобразований и применить предло-

жение 1. ⊳
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Теорема 2 Для любого класса C базисных пучков значение функции

Шеннона Lg
C(n) не зависит от выбора базисной функции g(x1, . . . , xn).

◮ Доказательство. Рассмотрим двупорожденный пучок B размерности

n, B = D(u, v), где

ui = e, vi = p, i ∈ {1, . . . , n}.

Пучок B содержит всевозможные операторы длины n, составленные из

символов e и p, в том числе и операторы cJ , из (2.5). Пусть g и h —

произвольные базисные функции размерности n, а
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— произ-

вольная нумерация пучка B. Системы операторных образов

{b0̃g(x̃), . . . ,b1̃g(x̃)} и {b0̃h(x̃), . . . ,b1̃h(x̃)}

являются базисами линейного пространства всех булевых функций, за-

висящих от набора переменных x̃. Поэтому найдется единственное линей-

ное преобразование ϕ, переводящее один базис в другой таким образом,

что

ϕ
(
bσ̃g(x̃)

)
= bσ̃h(x̃), σ̃ ∈ En.

Пусть A — произвольный базисный пучок размерности n с нуме-

рацией
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
, и пусть f ∈ Fn — произвольная функция. Тогда f

представляется в виде полиномиальной формы по A:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃a
σ̃g(x̃). (2.6)

Применяя к f(x̃) преобразование ϕ и пользуясь тем, что операторы cJ

из (2.5) содержатся в B, то есть ϕ
(
cJg(x̃)

)
= cJh(x̃), получим:

ϕ
(
f(x̃)

)
= ϕ

(∑
©

σ̃

ασ̃a
σ̃g(x̃)

)
=

=
∑
©

σ̃

ασ̃ϕ
(∑

©

J∈PI(aσ̃)

cJg(x̃)
)

=
∑
©

σ̃

ασ̃

∑
©

J∈PI(aσ̃)

ϕ
(
cJg(x̃)

)
=

=
∑
©

σ̃

ασ̃

∑
©

J∈PI(aσ̃)

cJh(x̃) =
∑
©

σ̃

aσ̃h(x̃).

(2.7)
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Из (2.6), (2.7) и определения сложности функции относительно пучка,

следует:

Lg
A(f) = Lh

A(ϕ(f)).

Пусть теперьC — произвольный класс базисных пучков. По определению

сложности в классе полиномиальных форм (1.6):

Lg
C(f) = Lh

C(ϕ(f)).

Наконец, используя определение функции Шеннона (1.7) и учитывая

невырожденность линейного преобразования ϕ (ϕ(Fn) = Fn), оконча-

тельно получаем:

Lg
C(n) = Lh

C(n).

Этим завершается доказательство теоремы. ◭

В дальнейшем, кроме десятого параграфа третьей главы, в качестве

базисной функции всегда будем брать многоместную конъюнкцию и ис-

пользовать введенные выше обозначения: L&
A(f) и L&

C(f). В обозначении

функции Шеннона верхний индекс будем опускать и использовать запись

LC(n) вместо Lg
C(n).

Предложение 2 Если C1 и C2 — два класса базисных пучков, причем

C1 ⊂ C2, то

LC2
(n) ≤ LC1

(n).

⊲ Доказательство легко следует из определения функции Шеннона

(1.7). ⊳

Предложение 3 Если классы базисных пучков C1, C2 ψ-эквивалент-

ны, то LC1
(n) = LC2

(n).

⊲ Пусть Ψ — отображение, фигурирующее в определении ψ-эквива-

лентности, такое что Ψ(C1) = C2. Пусть g(x̃) = x1 ·x2 · . . . ·xn. Напомним,

что g является базисной функцией. Рассмотрим двупорожденный пучок

B размерности n, B = D(u, v), где

ui = e, vi = p, i ∈ {1, . . . , n}.
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Операторный пучок Ψ(B) является базисным, так как он двупорожден-

ный: Ψ(B) = D(Ψ(u),Ψ(v)). Пусть
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— нумерация пучка B.

Тогда
(
Ψ(b0̃), . . . ,Ψ(b1̃)

)
— нумерация пучка Ψ(B). Системы функций

{b0̃g(x̃), . . . ,b1̃g(x̃)} и {Ψ(b0̃)g(x̃), . . . ,Ψ(b1̃)g(x̃)}

являются базисами линейного пространства функций размерности n. По-

этому существует единственное линейное преобразование ϕ : Fn → Fn,

такое что

ϕ
(
bσ̃g(x̃)

)
= Ψ(bσ̃)g(x̃), σ̃ ∈ En.

Пусть A — пучок длины n из классаC1,
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— его нумерация

и f ∈ Fn — произвольная функция. Тогда существует полиномиальное

представление:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃a
σ̃g(x̃).

Найдем представление функции ϕ(f) относительно пучка Ψ(A) ∈ C2 по

функции g, воспользовавшись тем, что операторы cJ из предложения 1

входят в B:

ϕ
(
f(x̃)

)
= ϕ

(∑
©

σ̃

ασ̃a
σ̃g(x̃)

)
=

=
∑
©

σ̃

ασ̃ϕ
(∑

©

J∈PI(aσ̃)

cJg(x̃)
)

=
∑
©

σ̃

ασ̃

∑
©

J∈PI(aσ̃)

ϕ
(
cJg(x̃)

)
=

=
∑
©

σ̃

ασ̃

∑
©

J∈PI(aσ̃)

Ψ(cJ)g(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃Ψ(aσ̃)g(x̃).

Таким образом,

L&
A(f) = L&

Ψ(A)(ϕ(f)).

Рассуждая, как в доказательстве теоремы 2, и учитывая, что C2 = Ψ(C1),

получим

LC1
(n) = LC2

(n). ⊳
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§ 6. Точные значения функции Шеннона для

a-кронекеровых и свободно-кронекеровых классов

полиномиальных форм

В следующей теореме найдено точное значение функции Шеннона

для a-кронекеровых классов полиномиальных форм.

Теорема 3 Пусть a — произвольный оператор длины n. Тогда

LK(a)(n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

◮ Доказательство. Пусть b — оператор длины n, все компоненты ко-

торого равны d. Так как

K(b) = {A | A ∈ K(d . . .d), размерность A равна n },

имеем:

LK(b)(n) = LK(d...d)(n).

Классы K(a) и K(b) ψ-эквивалентны. Из предложения 3, и теорем VI,

2 следует, что

LK(a)(n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
. ◭

Сейчас докажем несколько предложений о функциях из множества

Mn, которые нам потребуются в дальнейшем.

Предложение 4 Все функции из Mn — симметрические.

⊲ Доказательство. Нам нужно доказать, что для любой перестановки

i1, . . . , in, для любой функции f ∈Mn

f(xi1, . . . , xin) = f(x1, . . . , xn).

Воспользуемся индукцией по размерности функции f .

Базис индукции при n = 0 тривиален.
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Шаг индукции. Доказательство проведем только для функции pn,

для функций qn и rn доказательства аналогичны. По определению

pn(xi1, . . . , xin) = xin · qn−1(xi1, . . . , xin−1
) ⊕ x̄in · rn−1(xi1, . . . , xin−1

).

Если in = n, то по предположению индукции для qn−1 и rn−1

pn(xi1, . . . , xin) = xn · qn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · rn−1(x1, . . . , xn−1) =

= pn(x1, . . . , xn).

Пусть in 6= n. Рассмотрим перестановку j1, . . . , jn−1, jn, в которой

jn−1 = n и jn = in. По предположению индукции для qn−1 и rn−1

pn(xi1, . . . , xin) = xjn
· qn−1(xj1, . . . , xjn−1

) ⊕ x̄jn
· rn−1(xj1, . . . , xjn−1

).

По определению функций qn−1 и rn−1

pn(xi1, . . . , xin) =

= xjn
·
(
xjn−1

· rn−2(xj1, . . . , xjn−2
) ⊕ x̄jn−1

· pn−2(xj1, . . . , xjn−2
)
)
⊕

⊕ x̄jn
·
(
xjn−1

· pn−2(xj1, . . . , xjn−2
) ⊕ x̄jn−1

· qn−2(xj1, . . . , xjn−2
)
)

=

= xjn−1
·
(
xjn

· rn−2(xj1, . . . , xjn−2
) ⊕ x̄jn

· pn−2(xj1, . . . , xjn−2
)
)
⊕

⊕ x̄jn−1
·
(
xjn

· pn−2(xj1, . . . , xjn−2
) ⊕ x̄jn

· qn−2(xj1, . . . , xjn−2
)
)

=

= pn(xj1, . . . , xjn−2
, xjn

, xjn−1
),

где в перестановке j1, . . . , jn−2, jn, jn−1 последний элемент jn−1 = n. По

доказанному выше

pn(xi1, . . . , xin) = pn(x1, . . . , xn).
⊳

Предложение 5 Для любого n ≥ 0 выполняется:

pn(x̃) ⊕ qn(x̃) ⊕ rn(x̃) = 0.

⊲ Доказательство проведем индукцией по n.

Базис индукции при n = 0:

p0 ⊕ q0 ⊕ r0 = 0 ⊕ 1 ⊕ 1 = 0.
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Шаг индукции.

pn(x̃) ⊕ qn(x̃) ⊕ rn(x̃) =

= xn · qn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · rn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕

⊕ xn · rn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · pn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕

⊕ xn · pn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · qn−1(x1, . . . , xn−1) =

= xn · (qn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ rn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ pn−1(x1, . . . , xn−1)) ⊕

⊕ x̄n · (rn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ pn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ qn−1(x1, . . . , xn−1))

Воспользовавшись предположением индукции, получим:

pn(x̃) ⊕ qn(x̃) ⊕ rn(x̃) = 0.
⊳

Следствие Если функция f ∈ Mn, то все её обобщенно остаточные

функции порядка k принадлежат множеству Mn−k.

⊲ Доказательство. Пусть f ∈ Mn. Рассмотрим остаточные и произ-

водную функции f(x̃) по одной переменной. Из предложения 4 следует,

что нам достаточно ограничиться только переменной xn. Из (1.1) вид-

но, что единичными остаточными по xn для функций pn(x̃), qn(x̃), rn(x̃)

являются соответственно функции

qn−1(x1, . . . , xn−1), rn−1(x1, . . . , xn−1), pn−1(x1, . . . , xn−1);

нулевыми остаточными — функции

rn−1(x1, . . . , xn−1), pn−1(x1, . . . , xn−1), qn−1(x1, . . . , xn−1).

По предложению 5 производными по xn функций pn(x̃), qn(x̃), rn(x̃) яв-

ляются соответственно функции

pn−1(x1, . . . , xn−1), qn−1(x1, . . . , xn−1), rn−1(x1, . . . , xn−1).

Теперь остается только воспользоваться индукцией. ⊳
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Теорема 4 Точное значение функции Шеннона для класса FK вычисля-

ется по следующей формуле:

LFK(n) =
1

2
· 2n.

◮ Для доказательства этого мы сначала для каждой функции f ∈ Fn

построим пучок A из класса FK, такой что L&
A(f) ≤ 2n−1, затем покажем,

что для любого пучка A ∈ FK сложность L&
A(f) функций из Mn не

меньше, чем 2n−1. Доказательство оформим в виде трех лемм. Верхняя

оценка будет следовать из леммы 4.1, нижняя из леммы 4.3, лемма 4.2

используется для доказательства леммы 4.3.

Лемма 4.1 Для любой функции f ∈ Fn существует базисный пучок

A ∈ FK, такой что

L&
A(f) ≤

1

2
· 2n.

⊲ Доказательство. Рассмотрим совершенную полиномиальную нормаль-

ную форму для функции f :

f(x̃) =
∑
©

σ̃

f(σ̃) · xσ1

1 · . . . · xσn

n .

Выделим из наборов σ̃ последний компонент σn и сгруппируем некоторые

слагаемые:

f(x̃) =
∑
©

σ̃∈En

f(σ̃) · xσ1

1 · . . . · xσn

n =

=
∑
©

τ̃∈En−1

(
f(τ̃ , 0) · xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 · x̄n ⊕ f(τ̃ , 1) · xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 · xn

)
.

Здесь и далее f(τ̃ , 0), f(τ̃ , 1) означают, соответственно, f(τ1, . . . , τn−1, 0),

f(τ1, . . . , τn−1, 1). Вынесем в каждом слагаемом за скобки xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 .

Получим:

f(x̃) =
∑
©

τ̃∈En−1

xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 · (f(τ̃ , 0) · x̄n ⊕ f(τ̃ , 1) · xn) . (2.8)
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Определим 2n−1 пучков Bσ̃, σ̃ ∈ En−1 размерности 1 по их естественным

нумерациям следующим образом:

(
b0

σ̃,b
1
σ̃

)
=





(
e,p

)
, если f(τ̃ , 0) = 0;(

p, e
)
, если f(τ̃ , 0) = 1, f(τ̃ , 1) = 0;(

d, e
)
, если f(τ̃ , 0) = 1, f(τ̃ , 1) = 1;

σ̃ ∈ En−1.

Построим пучок A размерности n как слияние пучка D(u, v) с пуч-

ками B0̃, . . . ,B1̃:

A = W (D(u, v) | B0̃, . . . ,B1̃),

где u и v — операторы длины n− 1, компоненты которых определяются

по формулам:

ui = p, vi = e, i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— естественная нумерация пучка A. По определению

слияния пучков, aσ̃ определяется следующим образом:

aσ̃
i =

{
p, если σi = 0,

e, если σi = 1,
i ∈ {1, . . . , n− 1}, σ̃ ∈ En;

aτ̃ ,0
n =





e, если f(τ̃ , 0) = 0,

p, если f(τ̃ , 0) = 1, f(τ̃ , 1) = 0,

d, если f(τ̃ , 0) = 1, f(τ̃ , 1) = 1,

τ̃ ∈ En−1;

aτ̃ ,1
n =

{
e, если f(τ̃ , 0) = 1,

p, если f(τ̃ , 0) = 0,
τ̃ ∈ En−1.

Напомним, что τ̃ , 0 и τ̃ , 1 означают τ1, . . . , τn−1, 0 и τ1, . . . , τn−1, 1, соот-

ветственно. Рассмотрим образ функции g(x̃) = x1 ·. . .·xn при действии на

нее оператором aτ̃ ,0. По определению, aτ̃ ,0g(x̃) = gn(x̃), где g0(x̃) = g(x̃),

а gi(x̃) определяются по формулам (1.3). Легко видеть, что

gn−1(x̃) = xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 · xn.

Тогда

gn(x̃) =





xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 · xn, если f(τ̃ , 0) = 0;

xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 · x̄n, если f(τ̃ , 0) = 1, f(τ̃ , 1) = 0;

xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 · (xn ⊕ x̄n), если f(τ̃ , 0) = 1, f(τ̃ , 1) = 1.
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В любом случае,

(f(τ̃ , 0) ∨ f(τ̃ , 1)) · aτ̃ ,0g(x̃) = xτ1

1 · . . . · x
τn−1

n−1 · (f(τ̃ , 0) · x̄n ⊕ f(τ̃ , 1) · xn) .

Положим

ασ̃ =

{
f(τ̃ , 0) ∨ f(τ̃ , 1), где τ̃ = σ1, . . . , σn−1, если σn = 0;

0, если σn = 1.

Тогда (2.8) запишется в виде:

f(x̃) =
∑
©

τ̃∈En−1

(f(τ̃ , 0) ∨ f(τ̃ , 1)) · aτ̃ ,0g(x̃) =
∑
©

σ̃∈En

ασ̃a
σ̃g(x̃),

причем по крайней мере половина из коэффициентов ασ̃ равны нулю.

Поэтому:

L&
A(f) =

∑

σ̃

ασ̃ ≤
1

2
· 2n.

⊳

Лемма 4.2 Пусть A — пучок размерности n из класса FK с есте-

ственной нумерацией
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
. Тогда для любой функции f ∈ Fn+m

имеет место разложение:

f(x̃, ỹ) =
∑
©

σ̃∈En

fωσ̃
1 ... ωσ̃

n
x1 ... xn

(x̃, ỹ) · aτ̃
x̃(x1 · . . . · xn),

в котором функции f
ωσ̃

1 ... ωσ̃
n

x1 ... xn (x̃, ỹ) являются обобщенно остаточными

ранга n и определяются по индукции следующим образом:

fωσ̃
1 ... ωσ̃

i
x1 ... xi

=





(
f

ωσ̃
1 ... ωσ̃

i−1

x1 ... xi−1

)
0

xi

, если aτ̃
i = e;

(
f

ωσ̃
1 ... ωσ̃

i−1

x1 ... xi−1

)
1

xi

, если aτ̃
i = p;

(
f

ωσ̃
1 ... ωσ̃

i−1

x1 ... xi−1

)
′

xi

, если aτ̃
i = d;

где τ̃ = (σ1, . . . , σi−1, σ̄i, σi+1, . . . , σn), σ̃ ∈ En. Запись f(x̃, ỹ) означает

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).

⊲ Доказательство проведем индукцией по построению пучка A ∈ FK.

Базис индукции. Класс FK содержит три пучка размерности 1:

{e,p}, {e,d}, {p,d}.
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Соответствующие разложения имеют вид:

f(x1, ỹ) = f 1
x1

(x1, ỹ) · ex1 ⊕ f 0
x1

(x1, ỹ) · px1 = x1 · f
1
x1

(x1, ỹ)⊕ x̄1 · f
0
x1

(x1, ỹ);

f(x1, ỹ) = f ′
x1

(x1, ỹ) · ex1 ⊕ f 0
x1

(x1, ỹ) · dx1 = x1 · f
′
x1

(x1, ỹ)⊕ f 0
x1

(x1, ỹ);

f(x1, ỹ) = f ′
x1

(x1, ỹ) · px1 ⊕ f 1
x1

(x1, ỹ) · dx1 = x̄1 · f
′
x1

(x1, ỹ)⊕ f 1
x1

(x1, ỹ).

Поскольку все нумерации пучков размерности 1 естественные, то при

n = 1 лемма справедлива.

Шаг индукции. По определению класса FK, пучок A размерности

n > 1 образован путем слияния или перестановки пучков из класса FK.

Предположим, что A = I(C | i1, . . . , in), и
(
c0̃, . . . , c1̃

)
— естествен-

ная нумерация пучка C. Рассмотрим функцию h(x̃, ỹ), такую что

h(x̃, ỹ) = f(xi1, . . . , xin, ỹ).

По предположению индукции,

h(x̃, ỹ) =
∑
©

σ̃

hωσ̃
1 ... ωσ̃

n
x1 ... xn

(x̃, ỹ) · cσ̃(x1 · . . . · xn)

Поэтому,

f(xi1, . . . , xin, ỹ) =
∑
©

σ̃

f
ωσ̃

i1
... ωσ̃

in
xi1

... xin
(xi1, . . . , xin, ỹ) · c

σ̃(x1 · . . . · xn).

По определению перестановки пучка, cσ̃(x1 · . . . · xn) = aτ̃ (xi1 · . . . · xin),

где τ̃ = σi1, . . . , σin. Тогда

f
ωσ̃

i1
... ωσ̃

in
xi1

... xin
= fωτ̃

1 ... ωτ̃
n

xi1
... xin

.

Поэтому,

f(xi1, . . . , xin, ỹ) =
∑
©

σ̃

fωτ̃
1 ... ωτ̃

n
xi1

... xin
(xi1, . . . , xin, ỹ) · a

σ̃(xi1 · . . . · xin).

После переобозначения переменных получим:

f(x̃, ỹ) =
∑
©

σ̃

fωσ̃
1 ... ωσ̃

n
x1 ... xn

(x̃, ỹ) · aσ̃(x1 · . . . · xn).

Допустим A = W (C | B0̃, . . . ,B1̃), где у пучка C размерность равна

k, а размерность пучков Bσ̃, σ̃ ∈ Ek, равна n − k. Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
—
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естественная нумерация пучка C, а
(
b0̃

σ̃, . . . ,b
1̃
σ̃

)
— естественные нумера-

ции пучков Bσ̃, σ̃ ∈ Ek. По предположению индукции для пучка C

f(x̃, ỹ) =
∑
©

σ̃∈Ek

fωσ̃
1 ... ωσ̃

k
x1 ... xk

(x̃, ỹ) · cσ̃(x1 · . . . · xk).

Применим предположение индукции к пучкам Bσ̃:

fωσ̃
1 ... ωσ̃

k
x1 ... xk

(x̃, ỹ) =
∑
©

τ̃∈En−k

fωσ̃
1 ... ωσ̃

k
x1 ... xk

ωσ̃,τ̃
k+1... ω

σ̃,τ̃
n

xk+1... xn
(x̃, ỹ) · bτ̃

σ̃(xk+1 · . . . · xn).

Тогда

f(x̃, ỹ) =
∑
©

σ̃∈Ek

∑
©

τ̃∈En−k

fωσ̃
1 ... ωσ̃

k
x1 ... xk

ωσ̃,τ̃
k+1... ω

σ̃,τ̃
n

xk+1... xn
(x̃, ỹ) ·bτ̃

σ̃(xk+1 · . . . ·xn) ·c
σ̃(x1 · . . . ·xk).

По определению слияния пучков,

bτ̃
σ̃(xk+1 · . . . · xn) · c

σ̃(x1 · . . . · xk) = aσ̃,τ̃ (x1 · . . . · xn).

Поскольку символ ωσ̃
i действует только по переменной i, можно ввести

переобозначение:

fωσ̃
1 ... ωσ̃

k
x1 ... xk

ωσ̃,τ̃
k+1... ω

σ̃,τ̃
n

xk+1... xn
(x̃, ỹ) = fω

σ̃,τ̃
1 ... ωσ̃,τ̃

n
x1 ... xn

(x̃, ỹ).

Тогда

f(x̃, ỹ) =
∑
©

σ̃∈En

fωσ̃
1 ... ωσ̃

n
x1 ... xn

(x̃, ỹ) · aσ̃(x1 · . . . · xn).

Лемма доказана. ⊳

Лемма 4.3 Для любого пучка A ∈ FK размерности n ≥ 1, для любой

функции f ∈Mn выполняется:

L&
A(f) ≥

1

2
· 2n.

⊲ Доказательство проведем индукцией по построению пучка A.

Базис индукции. Класс FK содержит три пучка размерности 1:

{e,p}, {e,d}, {p,d}.
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Соответствующие полиномиальные представления функций p1, q1, r1 име-

ют вид:

p1(x1) = 1 = 1 · ex1 ⊕ 1 · px1 = 0 · ex1 ⊕ 1 · dx1 = 0 · px1 ⊕ 1 · dx1;

q1(x1) = x1 = 1 · ex1 ⊕ 0 · px1 = 1 · ex1 ⊕ 0 · dx1 = 1 · px1 ⊕ 1 · dx1;

r1(x1) = x̄1 = 0 · ex1 ⊕ 1 · px1 = 1 · ex1 ⊕ 1 · dx1 = 1 · px1 ⊕ 0 · dx1.

Таким образом, полиномиальные представления функций p1, q1, rn име-

ют сложность не менее 1 = 1
2 · 21 для любого пучка размерности 1 из

FK.

Шаг индукции. По определению класса FK пучок A размерности

n > 1 образован путем слияния или перестановки пучков из класса FK.

Предположим, что A = I(C | i1, . . . , in),
(
c0̃, . . . , c1̃

)
— некоторая

нумерация пучка C и f ∈ Mn. Пользуясь определением перестановки

пучка и предложением 4, получим следующую цепочку равенств:

f(xi1, . . . , xin) = f(x1, . . . , xn) =

=
∑
©

σ̃

ασ̃c
σ̃(x1 · . . . · xn) =

∑
©

τ̃

βτ̃a
τ̃ (xi1 · . . . · xin),

где
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— нумерация пучка A, построенная по определению пе-

рестановки, и βτ̃ = ασ̃, где τ̃ = σi1, . . . , σin. После переименования пере-

менных получим:

f(x1, . . . , xn) =
∑
©

σ̃

ασ̃a
σ̃(x1 · . . . · xn).

Осталось воспользоваться предположением индукции:

L&
A(f) = L&

C ≥
1

2
· 2n.

Допустим A = W (C | B0̃, . . . ,B1̃), где у пучка C размерность равна

k, а размерность пучков Bσ̃, σ̃ ∈ Ek, равна n−k. Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— ну-

мерация пучка A, построенная по определению слияния пучков из нуме-

рации
(
c0̃, . . . , c1̃

)
пучка C и нумераций

(
b0̃

σ̃, . . . ,b
1̃
σ̃

)
пучков Bσ̃, σ̃ ∈ Ek.

Полиномиальная форма для функции f ∈ Mn относительно пучка A
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имеет вид:

f(x̃) =
∑
©

σ̃∈En

ασ̃a
σ̃(x1 · . . . · xn).

По определению слияния пучков:

f(x̃) =
∑
©

σ̃∈Ek

∑
©

τ̃∈En−k

ασ̃,τ̃ · c
σ̃(x1 · . . . · xk) · b

τ̃
σ̃(xk+1 · . . . · xn) =

=
∑
©

σ̃∈Ek

cσ̃(x1 · . . . · xk) ·
( ∑

©

τ̃∈En−k

ασ̃,τ̃ · b
τ̃
σ̃(xk+1 · . . . · xn)

)
.

Из леммы 4.2 и следствия к предложению 5 следует, что внутренние сум-

мы реализуют функции из множества Mn−k. Пусть это будут функции

hσ̃(xk+1, . . . , xn), σ̃ ∈ Ek. Используя определение сложности полиноми-

альной формы и предположение индукции, получим:

L&
A(f) =

∑

σ̃∈Ek

L&
Bσ̃

(hσ̃) ≥
∑

σ̃∈Ek

1

2
· 2n−k =

1

2
· 2n.

Лемма доказана. ⊳

Из лемм 4.1, 4.3 и теоремы 2 следует, что

LFK(n) =
1

2
· 2n.

Теорема доказана. ◭
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Глава 3. Сложные функции в классах

полиномиальных форм

Третья глава посвящена нахождению булевых функций, имеющих

большую сложность в классах полиномиальных форм.

В седьмом параграфе диссертации найдена последовательность эф-

фективно заданных функций, имеющих экспоненциальную сложность.

В восьмом параграфе доказывается ряд вспомогательных предложе-

ний, которые используются в дальнейшем изложении. Приведены неко-

торые свойства булевых функций, а также свойства сложности их пред-

ставлений относительно различных операторных пучков.

В девятом параграфе для некоторых классов полиномиальных форм

описаны все функции, имеющие в них наибольшую сложность.

В десятом параграфе описывается метод, позволяющий на основе ре-

зультатов девятого параграфа найти функции наибольшей сложности в

полиномиальных формах, построенных по произвольной базисной функ-

ции, относительно достаточно широкого круга классов пучков.

§ 7. Функции экспоненциальной сложности в классе

полиномиальных нормальных форм

В следующей теореме доказывается, что функции из множества Mn

имеют экспоненциальную сложность в классе полиномиальных нормаль-

ных форм.

Теорема 5 Если f ∈Mn, то

Lпнф(f) ≥

(
3

2

)n−1

.

◮ Напомним, что Mn = {pn, qn, rn}, а функции pn, qn, rn определяются

по формулам (1.1).
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Для начала покажем, что

Lпнф(pn) = Lпнф(qn) = Lпнф(rn).

Пусть Φ — минимальная полиномиальная нормальная форма, реализу-

ющая функцию pn. Вынесем в ней за скобки xn и x̄n, тогда Φ примет

вид:

Φ = xn · Φ1 ⊕ x̄n · Φ2 ⊕ Φ3,

где Φ1, Φ2, Φ3 — полиномиальные нормальные формы, в которые не

входит переменная xn, и при этом справедливы равенства:

Lпнф(pn) = L(Φ) = L(Φ1) + L(Φ2) + L(Φ3).

Рассмотрим остаточные функции по переменной xn для функции pn:

pn
0
xn

(x1, . . . , xn) = rn−1(x1, . . . , xn−1),

pn
1
xn

(x1, . . . , xn) = qn−1(x1, . . . , xn−1),

pn
′
xn

(x1, . . . , xn) = pn−1(x1, . . . , xn−1).

Они реализуются полиномиальными нормальными формами, соответ-

ственно:

Ψ1 = Φ2 ⊕ Φ3,

Ψ2 = Φ1 ⊕ Φ3,

Ψ3 = Φ1 ⊕ Φ2.

С другой стороны, выполняются равенства:

qn(x1, . . . , xn) = xn · rn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · pn−1(x1, . . . , xn−1),

rn(x1, . . . , xn) = xn · pn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · qn−1(x1, . . . , xn−1).

Поэтому qn и rn реализуются термами, соответственно:

xn · Ψ1 ⊕ x̄n · Ψ3 =

= xn · (Φ2 ⊕ Φ3) ⊕ x̄n · (Φ1 ⊕ Φ2) =

= xn · Φ3 ⊕ x̄n · Φ1 ⊕ Φ2,
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xn · Ψ3 ⊕ x̄n · Ψ2 =

= xn · (Φ1 ⊕ Φ2) ⊕ x̄n · (Φ1 ⊕ Φ3) =

= xn · Φ2 ⊕ x̄n · Φ3 ⊕ Φ1.

Таким образом, получим полиномиальные нормальные формы с числом

слагаемых

L(Φ1) + L(Φ2) + L(Φ3) = L(Φ).

Значит, справедливы два неравенства:

Lпнф(qn) ≤ Lпнф(pn), Lпнф(rn) ≤ Lпнф(pn).

Аналогичным образом получаются следующие неравенства:

Lпнф(pn) ≤ Lпнф(qn), Lпнф(qn) ≤ Lпнф(rn).

Отсюда следует равенство сложностей:

Lпнф(pn) = Lпнф(qn) = Lпнф(rn).

Поскольку термы Ψ1, Ψ2, Ψ3 реализуют соответственно функции

rn−1, qn−1, pn−1, то выполняется:

3 · Lпнф(pn−1) = Lпнф(rn−1) + Lпнф(qn−1) + Lпнф(pn−1) ≤

≤ L(Ψ1) + L(Ψ2) + L(Ψ3) =

= L(Φ2) + L(Φ3) + L(Φ1) + L(Φ3) + L(Φ1) + L(Φ2) =

= 2 · (L(Φ1) + L(Φ2) + L(Φ3)) = 2 · L(Φ) = 2 · Lпнф(pn).

Таким образом,

Lпнф(pn) ≥
3

2
· Lпнф(pn−1).

Учитывая, что Lпнф(p1) = 1, и применяя индукцию, окончательно полу-

чим:

Lпнф(pn) ≥

(
3

2

)n−1

.

◭
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§ 8. Свойства специальных булевых функций

Далее нам потребуются множества M♦
n , M̃♦

n , M
♦

n, для которых, оче-

видно, справедливы включения:

M♦
n ⊂ M̃♦

n ⊂M
♦

n .

Заметим, что поскольку функции pn(x̃), qn(x̃), rn(x̃), а следовательно и

функции p̄n(x̃), q̄n(x̃), r̄n(x̃) — симметрические, то все однотипные им

функции имеют вид f(xσ1

1 , . . . , x
σn
n ), где f ∈ Mn. Этот факт будет в

дальнейшем использоваться безо всякого упоминания.

Предложение 6 Пусть тройка функций f, g, h ∈ M♦
n , удовлетворяет

условию:

f(x̃) ⊕ g(x̃) ⊕ h(x̃) = 0.

Тогда для любого набора σ̃ ∈ En, такого что

f(x̃σ̃) ∈
{
pn(x̃), qn(x̃), rn(x̃)

}
,

выполняется:

{
f(x̃σ̃), g(x̃σ̃), h(x̃σ̃)

}
=

{
pn(x̃), qn(x̃), rn(x̃)

}
.

⊲ Доказательство проведем индукцией по n.

Базис индукции. При n = 1 множества M♦
n и Mn совпадают:

M♦
1 = M1 =

{
p1, q1, r1

}
.

Пусть f, g, h ∈M1. Поскольку f(x1) 6= 0, то

f(x1) ⊕ f(x1) ⊕ f(x1) 6= 0,

f(x1) ⊕ g(x1) ⊕ g(x1) 6= 0.

Таким образом, все функции f , g, h различны, а значит, по предложе-

нию 5, {
f(x1), g(x1), h(x1)

}
=

{
p1(x1), q1(x1), r1(x1)

}
.
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Шаг индукции. Пусть f, g, h ∈M♦
n ,

f(x̃) ⊕ g(x̃) ⊕ h(x̃) = 0,

f(x̃σ̃) ∈
{
pn(x̃), qn(x̃), rn(x̃)

}
.

Для определённости предположим, что f(x̃σ̃) = pn(x̃). Тогда

fσn

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = qn−1(x1, . . . , xn−1);

f σ̄n

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = rn−1(x1, . . . , xn−1);

f ′
xn

(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = pn−1(x1, . . . , xn−1).

По следствию к предложению 5 тройка функций fσn
xn

(x̃), gσn
xn

(x̃), hσn
xn

(x̃)

удовлетворяет предположению индукции, поэтому
{
fσn

xn
(x̃σ̃), gσn

xn
(x̃σ̃), hσn

xn
(x̃σ̃)

}
=

=
{
pn−1(x1, . . . , xn−1), qn−1(x1, . . . , xn−1), rn−1(x1, . . . , xn−1)

}
.

Пусть для определённости gσn
xn

(x̃σ̃) = pn−1(x1, . . . , xn−1). Тогда

hσn

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = rn−1(x1, . . . , xn−1).

Тройки функций

gσn

xn
(x1, . . . , xn), gσ̄n

xn
(x1, . . . , xn), g′xn

(x1, . . . , xn);

hσn

xn
(x1, . . . , xn), hσ̄n

xn
(x1, . . . , xn), h′xn

(x1, . . . , xn);

f σ̄n

xn
(x1, . . . , xn), gσ̄n

xn
(x1, . . . , xn), hσ̄n

xn
(x1, . . . , xn);

f ′
xn

(x1, . . . , xn), g′xn
(x1, . . . , xn), h′xn

(x1, . . . , xn)

также удовлетворяют предположению индукции. Поэтому

gσ̄n

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = qn−1(x1, . . . , xn−1);

g′xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = rn−1(x1, . . . , xn−1);

hσ̄n

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = pn−1(x1, . . . , xn−1);

h′xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = qn−1(x1, . . . , xn−1).

Отсюда получается:

g(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = xn · g
σn

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) ⊕ x̄n · g
σ̄n

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) =
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= xn · pn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · qn−1(x1, . . . , xn−1) = rn(x1, . . . , xn);

h(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = xn · h
σn

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) ⊕ x̄n · h
σ̄n

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) =

= xn · rn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · pn−1(x1, . . . , xn−1) = qn(x1, . . . , xn).

Таким образом,

{
f(x̃σ̃), g(x̃σ̃), h(x̃σ̃)

}
=

{
pn(x̃), qn(x̃), rn(x̃)

}
.

⊳

Предложение 7 Если n ≥ 2, то f ∈M♦
n тогда и только тогда, когда

для любого i ∈ {1, . . . , n} справедливо включение {f 1
i , f

0
i , f

′
i} ⊂M♦

n .

⊲ Доказательство. Пусть f ∈ M♦
n . Тогда из следствия к предложе-

нию 5 и определения однотипности следует, что {f 1
i , f

0
i , f

′
i} ⊂M♦

n−1.

Пусть теперь {f 1
i , f

0
i , f

′
i} ⊂ M♦

n−1. Поскольку функции f 1
i , f 0

i , f ′
i

однотипны симметрическим функциям, можно считать, что i = n. По

определению производной

f 0
xn

(x̃) ⊕ f 1
xn

(x̃) ⊕ f ′
xn

(x̃) = 0.

Поэтому тройка функций f 1
i , f

0
i , f

′
i удовлетворяет условиям предложе-

ния 6. Следовательно, найдётся набор σ1, . . . , σn−1, такой что

{
f 0

xn
(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn), f
1
xn

(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn), f
′
xn

(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn)
}

=

=
{
pn−1(x1, . . . , xn−1), qn−1(x1, . . . , xn−1), rn−1(x1, . . . , xn−1)

}
.

Пусть для определённости

f 1
xn

(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn) = qn−1(x1, . . . , xn−1),

f 0
xn

(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn) = pn−1(x1, . . . , xn−1),

f ′
xn

(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn) = rn−1(x1, . . . , xn−1).

Тогда справедлива следующая цепочка равенств:

f(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn) =
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= xn · f
1
xn

(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn) ⊕ x̄n · f
0
xn

(xσ1

1 , . . . , x
σn−1

n−1 , xn) =

= xn · qn−1(x1, . . . , xn−1) ⊕ x̄n · pn−1(x1, . . . , xn−1) =

= rn(x1, . . . , xn−1, x̄n).

Полагая σn = 0, получим

f(xσ1

1 , . . . , x
σn

n ) = rn(x1, . . . , xn).

По определению однотипности f ∈M♦
n . ⊳

Предложение 8 Пусть f и g — однотипные функции, а C — один из

классов K(d . . .d), K или FK. Тогда

L&
C(f) = L&

C(g).

⊲ Доказательство. Вначале рассмотрим случай C = K. Пусть f и g —

однотипные функции размерности n и A ∈ K — пучок размерности n,

такой что

L&
A(f) = L&

K(f).

По определению класса K существуют операторы u, v длины n, такие

что A = D(u, v). Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— естественная нумерация пучка A,

в которой:

aσ̃
i =

{
ui, если σi = 0,

vi, если σi = 1,
σ̃ ∈ En.

По определению отношения однотипности существует перестановка ин-

дексов i1, . . . , in и набор τ̃ ∈ En, такие что

f(x
τi1

i1
, . . . , x

τin

in
) = g(x1, . . . , xn).

Используя полиномиальное представление функции f по пучку A, полу-

чим:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · aσ̃(x1 · . . . · xn).

Поэтому

g(x̃) = f(x
τi1

i1
, . . . , x

τin

in
) =

∑
©

σ̃

ασ̃ · aσ̃(x
τi1

i1
· . . . · x

τin

in
).
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Определим пучок B размерности n по его нумерации
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, где

компоненты операторов bσ̃ находятся по формулам:

bσ̃
ij

=





e, если aσ̃
j = e и τij = 1, или aσ̃

j = p и τij = 0;

p, если aσ̃
j = e и τij = 0, или aσ̃

j = p и τij = 1;

d, если aσ̃
j = d;

(3.1)

j ∈ {1, . . . , n}, σ̃ ∈ En. Тогда

g(x̃) =
∑
©

σ̃

ασ̃ · b
σ̃(x1 · . . . · xn),

то есть

L&
B(g) = L&

A(f) = L&
K(f).

Поскольку A = D(a0̃,a1̃), то B = D(b0̃,b1̃), то есть B ∈ K. В силу

симметричности отношения однотипности, получаем:

L&
K(g) = L&

K(f).

Заметим, что если пучок A лежит в классе K(d . . .d), то и пучок B

также лежит в K(d . . .d). Таким образом,

L&
K(d...d)(g) = L&

K(d...d)(f).

Теперь рассмотрим случай C = FK. Пусть f и g — однотипные

функции размерности n и A ∈ FK — пучок размерности n, такой что

L&
A(f) = L&

FK(f).

По определению отношения однотипности существует набор τ̃ ∈ En и

перестановка i1, . . . , in, такие что

f(x
τi1

i1
, . . . , x

τin

in
) = g(x1, . . . , xn).

Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— нумерация пучка A. Зададим пучок B по его ну-

мерации
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, где компоненты операторов bσ̃ определяются по

формулам (3.1). Тогда

L&
B(g) = L&

A(f) = L&
FK(f).
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Остается только показать, что B ∈ FK. Рассмотрим операторный

пучок C = W (B | i1, . . . , in). Если C ∈ FK, то, очевидно, B ∈ FK.

Нумерация
(
c0̃, . . . , c1̃

)
, где

cσ̃
j =





e, если aσ̃
j = e и τj = 1, или aσ̃

j = p и τj = 0;

p, если aσ̃
j = e и τj = 0, или aσ̃

j = p и τj = 1;

d, если aσ̃
j = d;

σ̃ ∈ En,

является нумерацией пучка C. Индукцией по построению пучка A лег-

ко показать, что C ∈ FK. Значит B ∈ FK, и в силу симметричности

отношения однотипности, получаем:

L&
FK(g) = L&

FK(g).

⊳

Предложение 9 Для любой функции f ∈ Fn, любого базисного пучка

A размерности n− 1, любого i ∈ {1, . . . , n} справедливо неравенство:

L&
A(f 1

i ) + L&
A(f 0

i ) + L&
A(f ′

i) ≤ 2n.

⊲ Доказательство. Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— некоторая нумерация пучка

A. Тогда

f 1
xi

(x̃) =
∑
©

σ̃∈En−1

ασ̃ · a
σ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn);

f 0
xi

(x̃) =
∑
©

σ̃∈En−1

βσ̃ · a
σ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn).

Рассмотрим следующие множества:

I1 =
{
σ̃ ∈ En−1 | ασ̃ = 1, βσ̃ = 0

}
;

I2 =
{
σ̃ ∈ En−1 | ασ̃ = 0, βσ̃ = 1

}
;

I3 =
{
σ̃ ∈ En−1 | ασ̃ = 1, βσ̃ = 1

}
.

Поскольку f ′
xi

(x̃) = f 1
xi

(x̃) ⊕ f 0
xi

(x̃), то справедливы следующие полино-

миальные представления:

f 1
xi

(x̃) =
∑
©

σ̃∈I1∪I3

aσ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn);
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f 0
xi

(x̃) =
∑
©

σ̃∈I2∪I3

aσ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn);

f ′
xi

(x̃) =
∑
©

σ̃∈I1∪I2

aσ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn).

Так как множества I1, I2, I3 попарно не пересекаются, и I1∪I2∪I3 ⊂ En−1,

то |I1| + |I2| + |I3| ≤ 2n−1, где |M | означает количество элементов во

множестве M . Тогда очевидно, что

L&
A(f 1

i ) + L&
A(f 0

i ) + L&
A(f ′

i) = 2 · (|I1| + |I2| + |I3|) ≤ 2n.

⊳

§ 9. Функции наибольшей сложности в классах

операторных полиномиальных нормальных форм

В следующей теореме найден вид всех функций, имеющих наиболь-

шую сложность в d-кронекеровом классе полиномиальных форм по ба-

зисной функции многоместной конъюнкции.

Теорема 6 Пусть f ∈ Fn, n ≥ 1. Тогда следующие условия эквива-

лентны:

1) L&
K(d...d)(f) = LK(d...d)(n);

2) f ∈M♦
n при нечетном n, f ∈ M̃♦

n при четном n.

◮ Приведем схему доказательства теоремы.

По теореме 3

LK(d...d)(n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

В [24] показано, что если f ∈ Mn, то для любого пучка A ∈ K(d . . .d)

размерности n справедливо:
⌊

2

3
· 2n

⌋
≤ L&

A(f) ≤

⌊
2

3
· 2n

⌋
+ 1. (3.2)
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Из этого и предложения 8 следует, что для любой функции f ∈M♦
n

L&
K(d...d)(f) = LK(d...d)(n).

В лемме 6.3 утверждение теоремы докажем для n ∈ {1, 2, 3}. Затем

в лемме 6.8 для функций из множества Fn\M
♦

n установим неравенство

LK(d...d)(f) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

Доказательство леммы 6.8 опирается на леммы 6.3 и 6.7. Леммы 6.4, 6.5,

6.6 — это последовательное доказательство леммы 6.7.

Затем для n ≥ 2 установим соотношения:

L&
K(d...d)(p̄n) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
, если n нечетное;

L&
K(d...d)(p̄n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
, если n четное;

L&
K(d...d)(q̄n) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
, при любых n.

Они следуют из лемм 6.9 и 6.10.

Леммы 6.1 и 6.2 носят вспомогательный характер и часто применя-

ются в доказательстве.

Наконец, применив предложение 8, получим утверждение теоремы.

Лемма 6.1 Для любого τ ∈ {0, 1}, любого пучка A ∈ K(d . . .d) раз-

мерности n − 1, любого аргумента i ∈ {1, . . . , n} существует пучок

B ∈ K(d . . .d) размерности n, такой что для любой функции f ∈ Fn

выполняется:

L&
A(f τ

i ) + L&
A(f ′

i) = L&
B(f).

⊲ Доказательство. По определению d-кронекерова класса K(d . . .d)

для некоторого оператора v длины n− 1 выполняется: A = D(d . . .d, v).

Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— естественная нумерация пучка A, в которой компо-

ненты операторов aσ̃ вычисляются по формулам:

aσ̃
i =

{
d, если σi = 0;

vi, если σi = 1;
i ∈ {1, . . . , n− 1}, σ̃ ∈ En−1.
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Для любой функции f ∈ Fn справедливо разложение

f(x̃) = xτ̄
i · f

′
xi

(x̃) ⊕ f τ
xi

(x̃).

Используя полиномиальные представления функций f ′
i и f τ

i по пучку A,

получим следующую цепочку равенств:

f(x̃) = f τ
xi

(x̃) ⊕ xτ̄
i · f

′
xi

(x̃) =

=
∑
©

σ̃∈En−1

ασ̃ · aσ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn) ⊕

⊕ xτ̄
i ·

∑
©

σ̃∈En−1

βσ̃ · aσ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn).

(3.3)

Положим u = v1 . . . vi−1uivi . . . vn−1, где

ui =

{
e, если τ = 0;

p, если τ = 1;

B = D(d . . .d,u), и пусть
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— естественная нумерация пучка

D(d . . .d,u). Тогда из (3.3) следует:

f(x̃) =
∑
©

σ̃∈En

γσ̃ · b
σ̃(x1 · . . . · xn), где γσ̃ =

{
ατ̃ , если σi = 0;

βτ̃ , если σi = 1;

τ̃ = σ1, . . . , σi−1, σi+1, . . . , σn, σ̃ ∈ En. По определению сложности функ-

ции относительно пучка получим:

L&
A(f τ

i ) + L&
A(f ′

i) = L&
B(f).

⊳

В следующих леммах функции будут часто представляться двоич-

ными и шестнадцатеричными векторами.

Лемма 6.2 Пусть f ∈ Fn\M
♦
n , где n ≥ 1. Тогда найдется пучок A ∈

K(d . . .d) размерности n−1, и натуральное число i ∈ {1, . . . , n}, такие

что выполняется:

L&
A(f 1

i ) + L&
A(f 0

i ) + L&
A(f ′

i) ≤ 2n − 2.
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⊲ Доказательство проведем индукцией по n.

Базис индукции при n = 1. Поскольку F1\M
♦
1 = {(00)2}, то для

любой функции f ∈ F1\M
♦
1 , для любого пучка A размерности 1 выпол-

няется:

L&
A(f 1

1) + L&
A(f 0

1) + L&
A(f ′

1) = 0 ≤ 21 − 2.

Шаг индукции при n ≥ 2. Пусть f ∈ Fn\M
♦
n . По предложению 7

хотя бы одна из функций f 1
n, f 0

n, f ′
n не принадлежит множеству M♦

n−1.

Пусть для определенности это функция f ′
n, для остальных случаев дока-

зательства аналогичны. По предположению индукции для f ′
n существует

пучок B ∈ K(d . . .d) и аргумент i ∈ {1, . . . , n− 1}, такие что

L&
B(f ′ 1

n i ) + L&
B(f ′ 0

n i ) + L&
B (f ′ ′

n i) ≤ 2n−1 − 2.

По предложению 9

L&
B (f 0 1

n i) + L&
B(f 0 0

n i) + L&
B(f 0 ′

n i) ≤ 2n−1.

По лемме 6.1 существует пучок A ∈ K(d . . .d), такой что

L&
A(f 1

i ) = L&
B(f ′ 1

n i ) + L&
B(f 0 1

n i);

L&
A(f 0

i ) = L&
B(f ′ 0

n i ) + L&
B(f 0 0

n i);

L&
A(f ′

i) = L&
B (f ′ ′

n i) + L&
B(f 0 ′

n i).

Поэтому

L&
A(f 1

i ) + L&
A(f 0

i ) + L&
A(f 1

i ) =

=
(
L&

B (f ′ 1
n i ) + L&

B(f ′ 0
n i ) + L&

B(f ′ ′
n i)

)
⊕

(
L&

B (f 0 1
n i) + L&

B (f 0 0
n i) + L&

B (f 0 ′
n i)

)
≤

≤ 2n−1 − 2 + 2n−1 = 2n − 2.

⊳

Лемма 6.3

1) Пусть f ∈ F1. Тогда L&
K(d...d)(f) ⇐⇒ f ∈M♦

1 .

2) Пусть f ∈ F2. Тогда L&
K(d...d)(f) ⇐⇒ f ∈ M̃♦

2 .

3) Пусть f ∈ F3. Тогда L&
K(d...d)(f) ⇐⇒ f ∈M♦

3 .
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⊲ Множество F1 состоит из четырех элементов:

F1 = {(00)2, (01)2, (10)2, (11)2}.

Полиномиальная форма для функции (00)2 относительно любого пучка

имеет сложность 0 < 1 =
⌊

2
3 · 2

1
⌋
. Поэтому остальные функции имеют

ненулевую сложность. Следующие представления показывают, что их

сложность в классе K(d . . .d) не больше 1:

f(x1) = 0 · dx1 ⊕ 1 · ex1, для f = (01)2;

f(x1) = 0 · dx1 ⊕ 1 · px1, для f = (10)2;

f(x1) = 1 · dx1 ⊕ 0 · ex1, для f = (11)2.

Так как M♦
1 = {(01)2, (10)2, (11)2}, первый пункт леммы доказан.

Множество F2 можно разбивается на классы однотипных функций

следующим образом:

F2 =
{
(0000)2

}
∪

{
(0001)2, (0010)2, (0100)2, (1000)2

}
∪

∪
{
(0011)2, (0101)2, (1010)2, (1100)2

}
∪

{
(0110)2, (1001)2

}
∪

∪
{
(0111)2, (1011)2, (1101)2, (1110)2

}
∪

{
(1111)2

}
.

По предложению 8 сложности однотипных функций равны, поэтому лем-

му нужно доказать только для представителей классов однотипных функ-

ций. Поскольку p2 = (1001)2, q2 = (1110)2, p̄2 = (0110)2, то M̃♦
2 = M♦

2 , и

по предложениям VI, 8 и неравенствам (3.2) для любой функции f ∈ M̃♦
2

L&
K(d...d)(f) = LK(d...d)(2).

Рассмотрим полиномиальные представления функций (0000)2, (0001)2,

(0011)2 и (1111)2 относительно пучка {dd,de, ed, ee}:

0 · dd(x1 · x2) ⊕ 0 · de(x1 · x2) ⊕ 0 · ed(x1 · x2) ⊕ 0 · ee(x1 · x2);

0 · dd(x1 · x2) ⊕ 0 · de(x1 · x2) ⊕ 0 · ed(x1 · x2) ⊕ 1 · ee(x1 · x2);

0 · dd(x1 · x2) ⊕ 0 · de(x1 · x2) ⊕ 1 · ed(x1 · x2) ⊕ 0 · ee(x1 · x2);

1 · dd(x1 · x2) ⊕ 0 · de(x1 · x2) ⊕ 0 · ed(x1 · x2) ⊕ 0 · ee(x1 · x2).
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Сложность этих форм не превосходит 1 < LK(d...d)(2) = 2. Мы рассмот-

рели представителей всех классов однотипных функций, поэтому для

n = 2 лемма справедлива.

Пусть f ∈ F3\M
♦
3 . Возможны два случая: f ′

3 ∈M♦
2 и f ′

3 /∈M♦
2 .

Рассмотрим случай f ′
3 ∈ M♦

2 . По лемме 6.2 найдется оператор v1v2,

такой что для пучка A = D(dd, v1v2) справедливо неравенство:

L&
A(f 1

3) + L&
A(f 0

3) + L&
A(f ′

3) ≤ 23 − 2.

По предложениям 8 и неравенствам (3.2)

L&
A(f ′

3) ≤ 3 =

⌊
2

3
· 22

⌋
+ 1.

Сложим два последних неравенства, получим:
(
L&

A(f 1
3) + L&

A(f ′
3)

)
+

(
L&

A(f 0
3) + L&

A(f ′
3)

)
≤ 9.

Поэтому хотя бы одно из выражений в скобках меньше 5. Тогда по лем-

ме 6.1 существует пучок B ∈ K(d . . .d), такой что

L&
B(f) < 5 =

⌊
2

3
· 23

⌋
.

Теперь рассмотрим случай f ′
3 /∈ M♦

2 . Поскольку M̃♦
2 = M♦

2 , суще-

ствует оператор v1v2, такой что для пучка A = D(dd, v1v2) справедливо:

L&
A(f ′

3) ≤ 1 < 2 =

⌊
2

3
· 22

⌋
.

По предложению 9

L&
A(f 1

3) + L&
A(f 0

3) + L&
A(f ′

3) ≤ 23.

Сложим два последних неравенства, получим:
(
L&

A(f 1
3) + L&

A(f ′
3)

)
+

(
L&

A(f 0
3) + L&

A(f ′
3)

)
≤ 9.

По лемме 6.1 существует пучок B ∈ K(d . . .d), такой что

L&
B(f) <

⌊
2

3
· 23

⌋
.

Тем самым лемма 6.3 доказана. ⊳
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Лемма 6.4 Пусть f ∈ F3\M
♦

3 , и f не является однотипной (17)16.

Тогда существует i ∈ {1, 2, 3}, такое что f ′
i ∈ F2\M

♦
2 .

⊲ Доказательство. Сначала предположим, что у функции f есть оста-

точная или производная функция f
ωj

j с фиктивным аргументом k ∈

{1, 2}. В этом случае fωj ′
j k = (00)2. Поскольку (00)2 /∈M♦

1 , то по предло-

жению 7 f ′
i ∈ F2\M

♦
2 , где

i =

{
k, если k < j;

k + 1, если k ≥ j.

Пусть теперь у функции f ∈ F3 все остаточные по первому аргу-

менту существенные. С точностью до отношения однотипности можно

считать, что f 1
1 ∈ {(0001)2, (0110)2, (0111)2}. Кроме того, будем рассмат-

ривать только те функции, у которых f ′
1 ∈M♦

2 , поскольку для остальных

функций лемма справедлива. Легко проверить, что

M♦
2 = {(0110)2, (1001)2, (0111)2, (1011)2, (1101)2, (1110)2} .

Составим таблицу остаточных функций f 0
1 в зависимости от f 1

1 и f ′
1.

f 0
1

f 1
1

(0001)2 (0110)2 (0111)2

(0110)2 (0111)2 (0000)2 (0001)2

(1001)2 (1000)2 (1111)2 (1110)2

f ′
1

(0111)2 (0110)2 (0001)2 (0000)2

(1011)2 (1010)2 (1101)2 (1100)2

(1101)2 (1100)2 (1011)2 (1010)2

(1110)2 (1111)2 (1000)2 (1001)2

Таблица 3

Функции (0000)2, (1010)2, (1100)2 имеют фиктивные аргументы, поэтому

в дальнейшем мы их не рассматриваем. Из остальных построим функции

размерности 3, используя разложение Шеннона

f(x̃) = x1 · f
1
x1

(x̃) ⊕ x̄1 · f
0
x1

(x̃).
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Эти функции разбиваются на следующие множества однотипных функ-

ций:

{(71)16, (17)16} ⊂ {(17)16}
♦;

{(81)16} ⊂ {p̄3}
♦;

{(E7)16} ⊂ {p3}
♦;

{(61)16, (16)16, (81)16} ⊂ {q̄3}
♦;

{(D6)16, (B6)16, (97)16} ⊂ {q3}
♦.

Лемма доказана. ⊳

Лемма 6.5 Пусть f ∈ F4\M
♦

4 . Тогда существует i ∈ {1, 2, 3, 4}, такое

что f ′
i ∈ F3\M

♦
3 .

⊲ Доказательство. Пусть f ∈ F4\M
♦

4 .

Сначала предположим, что у функции f есть остаточная или про-

изводная функция fωj

j /∈M
♦

3 ∪ {(17)16}
♦. По лемме 6.4 существует такое

k ∈ {1, 2, 3}, такое что fωj ′
j k /∈M♦

2 . Тогда по предложению 7 f ′
i /∈M♦

3 , где

i =

{
k, если k < j;

k + 1, если k ≥ j.

Пусть теперь у функции f все остаточные по первому аргументу

принадлежат множеству M
♦

3 ∪ {(17)16}
♦. С точностью до отношения од-

нотипности можно считать, что

f 1
1 ∈ {(16)16, (17)16, (18)16, (6B)16, (7E)16}.

Будем рассматривать только те функции, у которых f ′
1 ∈M♦

3 , поскольку

для остальных функций лемма справедлива. Нетрудно проверить, что

M♦
3 ∈

{
(6B)16, (97)16, (9E)16, (6D)16, (B6)16, (79)16,

(E9)16, (D6)16, (7E)16, (BD)16, (E7)16, (DB)16

}
.
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Составим таблицу остаточных функций f 0
1 в зависимости от f 1

1 и f ′
1.

f 0
1

f 1
1

(16)16 (17)16 (18)16 (6B)16 (7E)16

(6B)16 (7D)16 (7C)16 (73)16 (00)16 (15)16

(97)16 (81)16 (80)16 (8F)16 (FC)16 (E9)16

(9E)16 (88)16 (89)16 (86)16 (F5)16 (E0)16

(6D)16 (7B)16 (7A)16 (75)16 (06)16 (13)16

(B6)16 (A0)16 (A1)16 (AE)16 (DD)16 (C8)16

f ′
1

(79)16 (6F)16 (6E)16 (61)16 (12)16 (07)16

(E9)16 (FF)16 (FE)16 (F1)16 (82)16 (97)16

(D6)16 (C0)16 (C1)16 (CE)16 (BD)16 (A8)16

(7E)16 (68)16 (69)16 (66)16 (15)16 (00)16

(BD)16 (AB)16 (AA)16 (A5)16 (D6)16 (C3)16

(E7)16 (F1)16 (F0)16 (FF)16 (8C)16 (99)16

(DB)16 (CD)16 (CC)16 (C3)16 (B0)16 (A5)16

Таблица 4

Исключим из рассмотрения функции f 0
1, которые не принадлежат мно-

жеству M
♦

3 ∪ {(17)16}
♦. Нетрудно видеть, что

M
♦

3 ∪ {(17)16}
♦ =

= {(16)16, (29)16, (49)16, (86)16, (61)16, (92)16, (94)16, (68)16,

(17)16, (2B)16, (4D)16, (8E)16, (71)16, (B2)16, (D4)16, (E8)16,

(6B)16, (97)16, (9E)16, (6D)16, (B6)16, (79)16, (E9)16, (D6)16,

(18)16, (24)16, (42)16, (81)16, (7E)16, (BD)16, (DB)16, (E7)16} .

Из остальных построим функции размерности 4, используя разложение

Шеннона

f(x̃) = x1 · f
1
x1

(x̃) ⊕ x̄1 · f
0
x1

(x̃).

Эти функции разбиваются на следующие множества однотипных функ-

ций:

{(6816)16} ⊂ {p̄4}
♦;
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{(D66B)16} ⊂ {p4}
♦;

{(8116)16, (8618)16, (6118)16} ⊂ {q̄4}
♦;

{(E97E)16, (977E)16, (BD6B)16} ⊂ {q4}
♦.

Лемма доказана. ⊳

Лемма 6.6 Пусть n ≥ 4, f ∈ Fn\M
♦

n. Тогда существует i ∈ {1, . . . , n},

такой что f ′
i ∈ Fn−1\M

♦
n−1.

⊲ Доказательство проведем индукцией по n.

Базис индукции при n = 4 доказан в лемме 6.5.

Шаг индукции при n ≥ 5 будем доказывать от противного. Пусть

f ∈ Fn\M
♦

n, и для любого i ∈ {1, . . . , n} выполняется: f ′
i ∈ M♦

n−1. По

предложению 7 для любых i ∈ {1, . . . , n} и j ∈ {1, . . . , n−1} справедливо

включение: {
f ′ 1

i j , f
′ 0
i j , f

′ ′
i j, f

0 ′
i j , f

1 ′
i j

}
⊂M♦

n−2. (3.4)

Поскольку f /∈ M♦
n и f ′

i /∈ M♦
n−1, для любого i ∈ {1, . . . , n}, то по пред-

ложению 7 для любого аргумента j ∈ {1, . . . , n} существует σj ∈ {0, 1},

такое что fσj

j /∈ M♦
n−1. Дальнейшее доказательство разобьем на два слу-

чая.

1. Существуют i ∈ {1, . . . , n} и σi ∈ {0, 1}, такие что fσi

i /∈ M
♦

n−1.

Тогда по предположению индукции существует j ∈ {1, . . . , n− 1}, такое

что fσi ′
i j /∈M♦

n−2, что противоречит (3.4).

2. Для любых i ∈ {1, . . . , n} и σi ∈ {0, 1} выполняется: fσi

i ∈ M
♦

n−1.

Тогда справедливо ровно одно из двух условий:

1) f 1
i ∈M♦

n−1 и f̄ 0
i ∈M♦

n−1,

2) f 0
i ∈M♦

n−1 и f̄ 1
i ∈M♦

n−1,
(3.5)

ибо в противном случае, учитывая условие f ′
i ∈M♦

n−1, по предложению 7

либо f ∈ M♦
n , либо f̄ ∈ M♦

n , то есть f ∈ M
♦

n , что противоречит предпо-

ложению. Для определенности предположим, что f 1
i ∈M♦

n−1.
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Пусть j ∈ {1, . . . , n− 1}. Без ограничения общности будем считать,

что j < i. Для j-го аргумента также справедливо одно из условий (3.5).

Для определенности будем считать, что f̄ 1
j ∈ M♦

n−1. Тогда, с одной сто-

роны, f 1 1
i j ∈M♦

n−2, с другой стороны, f̄ 1 1
i j ∈M♦

n−2.

Индукцией по m легко доказать, что функции из M♦
m принимают

значение 1 не менее чем на 2m−1 + 1 наборе при m ≥ 3. Учитывая это

и условие n ≥ 5, приходим к выводу, что никакая функция g ∈ Fn−2 не

может удовлетворять условию:

{g, ḡ} ⊂M♦
n−2.

Однако для функции f 1 1
i j это условие выполнено. Получили противоре-

чие. ⊳

Лемма 6.7 Пусть n ≥ 2, f ∈ Fn\M
♦

и существует i ∈ {1, . . . , n},

такое что f ′
i /∈ M♦

n−1. Тогда существует пучок A ∈ K(d . . .d) размер-

ности n− 1, и j ∈ {1, . . . , n}, такие что выполняются неравенства:

L&
A(f 1

j) + L&
A(f 0

j) + L&
A(f ′

j) ≤ 2n − 2;

L&
A(f ′

j) <
1

3
· 2n +

1

2
.

⊲ Доказательство проведем индукцией по n.

Базис индукции при n = 2. Поскольку

{(0000)2, (0011)2, (1111)2}
♦ = F2\M

♦

2 ,

достаточно рассмотреть только функции (0000)2, (0011)2, (1111)2. По-

ложим A = D(d, e). Тогда для этих функций справедливы следующие

равенства:

L&
A(f 1

2) + L&
A(f 0

2) + L&
A(f ′

2) = 0, L&
A(f ′

2) = 0 для f = (0000)2;

L&
A(f 1

2) + L&
A(f 0

2) + L&
A(f ′

2) = 2, L&
A(f ′

2) = 0 для f = (0011)2;

L&
A(f 1

2) + L&
A(f 0

2) + L&
A(f ′

2) = 2, L&
A(f ′

2) = 0 для f = (1111)2.

Во всех случаях утверждение леммы выполняется.
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Шаг индукции при n ≥ 3 разобьем на два случая.

1. Существует i ∈ {1, . . . , n}, такое что f ′
i /∈M

♦

n−1 ∪{(17)16}
♦. Тогда

по предположению индукции существует j ∈ {1, . . . , n− 1} и пучок A ∈

K(d . . .d) размерности n− 2, такие что

L&
A(f ′ ′

i j) <
1

3
· 2n−1 +

1

2
; (3.6)

L&
A(f ′ 1

i j ) + L&
A(f ′ 0

i j ) + L&
A(f ′ ′

i j) ≤ 2n−1 − 2. (3.7)

По предложению 9

L&
A(f 1 1

i j ) + L&
A(f 1 0

i j ) + L&
A(f 1 ′

i j ) ≤ 2n−1; (3.8)

L&
A(f 0 1

i j ) + L&
A(f 0 0

i j ) + L&
A(f 0 ′

i j ) ≤ 2n−1. (3.9)

L&
A(f 1 ′

i j) + L&
A(f 0 ′

i j) + L&
A(f ′ ′

i j) ≤ 2n−1. (3.10)

По лемме 6.1 существуют пучки B,C ∈ K(d . . .d) размерности n − 1,

такие что

L&
A(f 1 1

i j ) + L&
A(f ′ 1

i j ) = L&
B(f 1

k); L&
A(f 0 1

i j ) + L&
A(f ′ 1

i j ) = L&
C(f 1

k);

L&
A(f 1 0

i j ) + L&
A(f ′ 0

i j ) = L&
B(f 0

k); L&
A(f 0 0

i j ) + L&
A(f ′ 0

i j ) = L&
C(f 0

k);

L&
A(f 1 ′

i j ) + L&
A(f ′ ′

i j) = L&
B(f ′

k); L&
A(f 0 ′

i j ) + L&
A(f ′ ′

i j) = L&
C(f ′

k);

здесь и далее

k =

{
j, если j < i;

j + 1, если j ≥ i.
Тогда, используя (3.8) и (3.9), получим:

L&
B(f 1

k) + L&
B(f 0

k) + L&
B(f ′

k) ≤ 2n − 2;

L&
C(f 1

k) + L&
C(f 0

k) + L&
C(f ′

k) ≤ 2n − 2.

Из (3.6) и (3.7) следует, что
(
L&

A(f 1 ′
i j) + L&

A(f ′ ′
i j)

)
+

(
L&

A(f 0 ′
i j ) + L&

A(f ′ ′
i j)

)
<

< 2n−1 +
1

3
· 2n−1 +

1

2
< 2 ·

(
1

3
· 2n +

1

2

)
.

Поэтому выполняется хотя бы одно из неравенств:

L&
B (f ′

k) <
1

3
· 2n +

1

2
, L&

C(f ′
k) <

1

3
· 2n +

1

2
.
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Таким образом, утверждение леммы в этом случае справедливо.

2. Для любого i ∈ {1, . . . , n} выполняется: f ′
i ∈ M

♦

n−1 ∪ {(17)16}
♦.

Легко проверить, что производные функций из {(17)16}
♦ по любому

аргумету принадлежат множеству M♦
2 . Поскольку f ′

i /∈ M♦
n−1, по лем-

ме 6.2 найдется пучок A ∈ K(d . . .d) размерности n − 2 и аргумент

j ∈ {1, . . . , n− 1}, такие что

L&
A(f ′ 1

i j ) + L&
A(f ′ 0

i j ) + L&
A(f ′ ′

i j) ≤ 2n−1 − 2.

По предложению 9 справедливы неравенства (3.8), (3.9), (3.10). Строя

пучки B и C, как в случае 1, получим:

L&
B(f 1

k) + L&
B(f 0

k) + L&
B(f ′

k) ≤ 2n − 2;

L&
C(f 1

k) + L&
C(f 0

k) + L&
C(f ′

k) ≤ 2n − 2;

где

k =

{
j, если j < i;

j + 1, если j ≥ i.

По предложениям 8, следствию к предложению 5 и неравенствам (3.2)

L&
A(f ′ ′

i j) ≤

⌊
2

3
· 2n−2

⌋
+ 1.

Используя неравенство (3.10), получим:
(
L&

A(f 1 ′
i j ) + L&

A(f ′ ′
i j)

)
+

(
L&

A(f 0 ′
i j ) + L&

A(f ′ ′
i j)

)
≤

≤ 2n−1 +

⌊
2

3
· 2n−2

⌋
+ 1 < 2 ·

(
1

3
· 2n +

1

2

)
.

Как и в случае 1, выполняется хотя бы одно из неравенств:

L&
B (f ′

k) <
1

3
· 2n +

1

2
, L&

C(f ′
k) <

1

3
· 2n +

1

2
.

Лемма доказана. ⊳

Лемма 6.8 Пусть n ≥ 1, f ∈ Fn\M
♦

n. Тогда

L&
K(d...d)(f) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
.



— 74 —

⊲ Доказательство. При n ∈ {1, 2, 3} это утверждение доказано в лем-

ме 6.3.

Пусть n ≥ 4. Тогда по лемме 6.6 существует аргумент i ∈ {1, . . . , n},

такой что f ′
i /∈ M♦

n−1. По лемме 6.7 существует пучок A ∈ K(d . . .d)

размерности n − 1 и аргумент j ∈ {1, . . . , n}, такие что выполняются

неравенства:

L&
A(f 1

j) + L&
A(f 0

j) + L&
A(f ′

j) ≤ 2n − 2; L&
A(f ′

j) <
1

3
· 2n +

1

2
.

Сложим эти неравенства и получим:
(
L&

A(f 1
j) + L&

A(f ′
j)

)
+

(
L&

A(f 0
j) + L&

A(f ′
j)

)
<

< 2n − 2 +
1

3
· 2n +

1

2
= 2 ·

(
2

3
· 2n −

3

4

)
< 2 ·

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

Следовательно, выполняется хотя бы одно из неравенств:

L&
A(f 1

j) + L&
A(f ′

j) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
; L&

A(f 0
j) + L&

A(f ′
j) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
. (3.11)

По лемме 6.1 существует пучок B ∈ K(d . . .d) размерности n, такой что

L&
B(f) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

⊳

Лемма 6.9 Пусть n нечетное, f ∈ Fn\M
♦. Тогда

L&
K(d...d)(f) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

⊲ Доказательство. В лемме 6.8 это утверждение доказывается для слу-

чая f /∈M
♦

n . Поэтому остается рассмотреть случай f ∈M
♦

n.

По лемме 6.2 существует пучок A размерности n − 1 и аргумент

i ∈ {1, . . . , n}, такие что

L&
A(f 1

i ) + L&
A(f 0

i ) + L&
A(f ′

i) ≤ 2n − 2.

Из того что f ∈ M
♦

n, следует: f ′
i ∈ M♦

n−1. По предложениям 8, нера-

венствам (3.2) и учитывая, что f ′
i однотипна симметрической функции,
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выполняется неравенство:

L&
A(f ′

i) ≤

⌊
2

3
· 2n−1

⌋
+ 1 =

2

3
· 2n−1 +

1

3
.

Сложим два предыдущих неравенства и получим:
(
L&

A(f 1
i ) + L&

A(f ′
i)

)
+

(
L&

A(f 0
i ) + L&

A(f ′
i)

)
≤

≤ 2n − 2 +
2

3
· 2n−1 +

1

3
< 2 ·

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

Поэтому выполняется хотя бы одно из неравенств:

L&
A(f 1

i ) + L&
A(f ′

i) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
; L&

A(f 0
i ) + L&

A(f ′
i) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

Тогда, по лемме 6.1, найдется пучок B ∈ K(d . . .d), такой что

L&
B(f) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

⊳

Лемма 6.10 Пусть n четное. Тогда

L&
K(d...d)(p̄n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
; L&

K(d...d)(q̄n) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

⊲ Доказательство. Введем в рассмотрение множество упорядоченных

наборов целых чисел Vn Множеству Vn принадлежат те и только те набо-

ры вида (v1, v2, v3, v4, v5, v6), для которых найдется пучок A ∈ K(d . . .d)

размерности n, такой что

L&
A(pn) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
+v1, L&

A(qn) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
+v2, L&

A(rn) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
+v3,

L&
A(p̄n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
+v4, L&

A(q̄n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
+v5, L&

A(r̄n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
+v6.

Сейчас мы докажем, что если n — четное, то множество Vn содержит

только наборы

(0, 1, 1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0,−1, 2), (1, 1, 0, 0, 2,−1).

Доказательство проведем индукцией по четным n.
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Базис индукции. При n = 0 существует только один пучок: {6o}.

Тогда V0 = {(0, 1, 1, 1, 0, 0)}.

Шаг индукции будем доказывать для n + 2, где n ≥ 0 — четное

число. Пусть A ∈ K(d . . .d) — пучок размерности n + 2. По определе-

нию класса K(d . . .d) существует оператор u длины n + 2, такой что

A = D(d . . .d,u). Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— естественная нумерация пучка

D(d . . .d,u). Положим C = D(d . . .d,u1 . . .un), и пусть
(
c0̃, . . . , c1̃

)
—

его естественная нумерация. Далее определим пучок B = D(dd, v) раз-

мерности 2, где v = un+1un+2, и пусть
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— естественная нуме-

рация пучка B. Легко видеть, что

aσ̃,τ̃ = cσ̃
1 . . . c

σ̃
nb

τ̃
1b

τ̃
2, σ̃ ∈ En, τ̃ ∈ E2.

Таким образом, A = W (C | B, . . . ,B). Для оператора v возможны 4

варианта: v = ee, v = ep, v = pe, v = pp.

Рассмотрим случай v = ee. Справедливы следующие разложения:

pn+2(x1, . . . , xn+2) = xn+1 · xn+2 · pn(x̃)⊕ xn+2 · rn(x̃)⊕ xn+1 · rn(x̃)⊕ qn(x̃);

qn+2(x1, . . . , xn+2) = xn+1 · xn+2 · qn(x̃)⊕ xn+2 · pn(x̃)⊕ xn+1 · pn(x̃)⊕ rn(x̃);

rn+2(x1, . . . , xn+2) = xn+1 · xn+2 · rn(x̃)⊕ xn+2 · qn(x̃)⊕ xn+1 · qn(x̃)⊕ pn(x̃);

p̄n+2(x1, . . . , xn+2) = xn+1 · xn+2 · pn(x̃)⊕ xn+2 · rn(x̃)⊕ xn+1 · rn(x̃)⊕ q̄n(x̃);

q̄n+2(x1, . . . , xn+2) = xn+1 · xn+2 · qn(x̃)⊕ xn+2 · pn(x̃)⊕ xn+1 · pn(x̃)⊕ r̄n(x̃);

r̄n+2(x1, . . . , xn+2) = xn+1 · xn+2 · rn(x̃)⊕ xn+2 · qn(x̃)⊕ xn+1 · qn(x̃)⊕ p̄n(x̃).

Докажем только первое из них, остальные доказываются аналогично:

pn+2(x1, . . . , xn, xn+1, xn+2) =

= xn+2 · pn+1(x1, . . . , xn, xn+1) ⊕ rn+1(x1, . . . , xn, xn+1) =

= xn+1 · xn+2 · pn(x̃) ⊕ xn+2 · rn(x̃) ⊕ xn+1 · rn(x̃) ⊕ qn(x̃).

Заметим, что

4 ·

⌊
2

3
· 2n

⌋
=

⌊
2

3
· 2n+2

⌋
− 2.
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Используя приведенные выше разложения, легко видеть, что если v ∈ Vn,

то u ∈ Vn+2, где

v = (v1, v2, v3, v4, v5, v6); u = (u1, u2, u3, u4, u5, u6),

u1 = v1 + 2v3 + v2 − 2, u2 = v2 + 2v1 + v3 − 2, u3 = v3 + 2v2 + v1 − 2,

u4 = v1 + 2v3 + v5 − 2, u5 = v2 + 2v1 + v6 − 2, u6 = v3 + 2v2 + v4 − 2.

Приведем значения u соответствующие всевозможным значениям v:

если v = (0, 1, 1, 1, 0, 0), то u = (1, 0, 1, 0,−1, 2);

если v = (1, 0, 1, 0,−1, 2), то u = (1, 1, 0, 0, 2,−1);

если v = (1, 1, 0, 0, 2,−1), то u = (0, 1, 1, 1, 0, 0).

Рассматривая случаи v = ep и v = pe, получим следующие форму-

лы для u:

u1 = 2v1 + v3 + v2 − 2, u2 = 2v2 + v1 + v3 − 2, u3 = 2v3 + v2 + v1 − 2,

u4 = v1+v2+v3+v4−2, u5 = v2+v3+v1+v5−2, u6 = v3+v1+v2+v6−2.

В случае v = pp, имеем:

u1 = v1 + 2v2 + v3 − 2, u2 = v2 + 2v3 + v1 − 2, u3 = v3 + 2v1 + v2 − 2,

u4 = v1 + 2v2 + v6 − 2, u5 = v2 + 2v3 + v4 − 2, u6 = v3 + 2v1 + v5 − 2.

Во всех случаях мы не выходим за пределы множества

{(0, 1, 1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0,−1, 2), (1, 1, 0, 0, 2,−1)}.

Заметим также, что при n ≥ 2 в Vn встречается каждый из этих наборов.

Вид наборов из множества Vn означает, что существуют оператор-

ные пучки A1,A2 ∈ K(d . . .d), такие что

L&
A1

(q̄n) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
, L&

A2
(r̄n) <

⌊
2

3
· 2n

⌋
,

и для любого пучка A ∈ K(d . . .d)

L&
A(p̄n) ≥

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

⊳
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Подытожим полученные результаты. По лемме 6.3 теорема 6 спра-

ведлива при n ∈ {1, 2, 3}. Из предложения 8, леммы 6.10 и неравенств 3.2

следует, что L&
K(d...d) = LK(d...d)(n), если f ∈ M̃♦

n при четном n и f ∈M♦
n

при нечетном n. По леммам 6.8, 6.9, 6.10 L&
K(d...d) < LK(d...d)(n), если

f /∈ M̃♦
n при четном n и f /∈M♦

n при нечетном n.

Таким образом, теорема доказана. ◭

Теорема 7 Если f ∈ Fn, n ≥ 1, то L&
K(f) = LK(n) тогда и только

тогда, когда f ∈M♦
n .

◮ Напомним, что

LK(n) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

В [3] показано, что для любой функции f ∈Mn выполняется:

L&
K(f) =

⌊
2

3
· 2n

⌋
.

Используя это неравенство и предложение 8, получаем, что для любой

функции f ∈M♦
n

L&
K(f) = LK(n).

Пусть теперь f /∈ M♦
n . Поскольку K(d . . .d) ⊂ K, то по лемме 6.2

существует аргумент i ∈ {1, . . . , n} и пучок A ∈ K размерности n − 1,

такие что

L&
A(f 1

i ) + L&
A(f 0

i ) + L&
A(f ′

i) ≤ 2n − 2.

Умножим это неравенство на 2 и получим:
(
L&

A(f 1
i ) + L&

A(f 0
i )

)
+

(
L&

A(f 1
i ) + L&

A(f ′
i)

)
+

(
L&

A(f 0
i ) + L&

A(f ′
i)

)
≤

≤ 2 · (2n − 2) = 3 ·

(
2

3
· 2n −

4

3

)
< 3 · LK(n).

Поэтому выполняется хотя бы одно из неравенств:

L&
A(f 1

xi
) + L&

A(f 0
xi

) < LK(n);

L&
A(f 1

xi
) + L&

A(f ′
xi

) < LK(n);

L&
A(f 0

xi
) + L&

A(f ′
xi

) < LK(n).
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Если выполняется второе или третье неравенство, то по лемме 6.1

существует пучок B ∈ K размерности n, такой что

L&
B (f) < LK(n).

Пусть теперь выполняется неравенство L&
A(f 1

xi
) + L&

A(f 0
xi

) < LK(n). По-

скольку пучок A принадлежит классу K, существуют операторы u, v,

такие что A = D(u, v). Положим

B = D(u1 . . .ui−1eui . . .un−1, v1 . . . vi−1pvi . . . vn−1).

Пусть
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
и

(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— естественные нумерации пучков A и

B, соответственно. Тогда справедливы следующие равенства:

f(x̃) = xi · f
1
xi

(x̃) ⊕ x̄i · f
0
xi

(x̃) =

= xi ·
∑
©

σ̃∈En−1

ασ̃ · aσ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn) ⊕

⊕ x̄i ·
∑
©

σ̃∈En−1

βσ̃ · a
σ̃(x1 · . . . · xi−1 · xi+1 · . . . · xn) =

=
∑
©

σ̃∈En

σi=1

ασ̃ · bσ̃(x1 · . . . · xn) ⊕
∑
©

σ̃∈En

σi=0

βσ̃ · b
σ̃(x1 · . . . · xn)

По определению сложности функции относительно пучка, получаем:

L&
B(f) = L&

A(f 1
i ) + L&

A(f 0
i ) < LK(n).

Таким образом, теорема доказана. ◭

Теорема 8 Если f ∈ Fn, n ≥ 1, то L&
FK

(f) = LFK(n) тогда и только

тогда, когда f ∈M♦
n .

◮ Доказательство. Напомним, что по теореме 4

LFK(n) =
1

2
· 2n.

Из леммы 4.3 и предложения 8 следует, что для функций f ∈ M♦
n вы-

полняется:

L&
FK(f) = LFK(n).
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Для функций f ∈ Fn\M
♦
n индукцией по n покажем, что

L&
FK(f) <

1

2
· 2n.

Базис индукции при n = 1. Поскольку F1\M
♦
1 = {(00)2}, и функ-

ция f = (00)2 имеет нулевую сложность относительно любого пучка, то

LFK(f) < 1
2 · 2

1.

Шаг индукции при n ≥ 2. Пусть f ∈ Fn\M
♦
n . По предложению 7

хотя бы одна из функций f 1
1, f

0
1, f

′
1 не принадлежит множеству M♦

n−1.

Пусть для определенности это функция f 1
1. Тогда по предположению

индукции и теореме 4 существуют пучки A и B размерности n − 1 из

класса FK, такие что

L&
A(f 1

1) <
1

2
· 2n−1; L&

B(f 0
1) ≤

1

2
· 2n−1. (3.12)

По определению класса FK из того что пучок {e,p} лежит в классе FK

следует, что пучок C = W ({e,p} | A,B) тоже принадлежит FK. Пусть(
a0̃, . . . ,a1̃

)
и

(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— нумерации пучков A и B соответственно,(

c0̃, . . . , c1̃
)

— нумерация пучка C, построенная по определению слияния

из нумераций
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
,

(
b0̃, . . . ,b1̃

)
и (e,p). Используя разложение

Шеннона, получим следующую цепочку равенств:

f(x̃) = x1 · f
1
x1

(x̃) ⊕ x̄1 · f
0
x1

(x̃) =

= x1 ·
∑
©

σ̃∈En−1

ασ̃ · a
σ̃(x2 · . . . · xn) ⊕ x̄1 ·

∑
©

σ̃∈En−1

βσ̃ · b
σ̃(x2 · . . . · xn) =

=
∑
©

σ̃∈En−1

ασ̃ · c
0,σ̃(x1 · . . . · xn) ⊕

∑
©

σ̃∈En−1

βσ̃ · c
1,σ̃(x1 · . . . · xn)

По определению сложности функции относительно пучка и неравенствам

(3.12) получаем:

L&
C(f) = L&

A(f 1
1) + L&

A(f 0
1) <

1

2
· 2n−1 +

1

2
· 2n−1 =

1

2
· 2n.

Таким образом, теорема доказана. ◭
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Теорема 9 Если f ∈ Fn, n ≥ 1, то L&
E(d...d)(f) = LE(d...d)(n) тогда и

только тогда, когда

1

2
· 2n ≤

∑

σ̃

f(σ̃) ≤
1

2
· 2n + 1.

◮ Доказательство. По теореме VIII

LE(d...d)(n) =
1

2
· 2n. (3.13)

Пучок размерности n из E(d . . .d) по определению строится из неко-

торого двупорожденного пучка A = D(a0̃,a1̃), в котором операторы a0̃

и a1̃ состоят только из символов e и p. Тогда по определению двупоро-

жденного пучка все операторы в пучке A состоят только из символов

e и p. Всего существует 2n операторов такого вида, и все они входят в

пучок A. Таким образом все пучки размерности n из E(d . . .d) строятся

из одного и того же пучка A = D(p . . .p, e . . . e).

Пусть f — функция размерности n, A = D(p . . .p, e . . .e) — пучок

той же размерности,
(
a0̃, . . . ,a1̃

)
— его естественная нумерация, в кото-

рой компоненты операторов aσ̃ задаются следующим образом:

aσ̃
i =

{
p, если σi = 0,

e, если σi = 1,
σ̃ ∈ En.

Рассмотрим совершенную полиномиальную нормальную форму:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

f(σ̃) · xσ1

1 · . . . · xσn

n =
∑
©

σ̃

f(σ̃) · aσ̃(x1 · . . . · xn).

Далее рассмотрим три случая:
∑

σ̃

f(σ̃) <
1

2
· 2n;

∑

σ̃

f(σ̃) >
1

2
· 2n + 1;

1

2
· 2n ≤

∑

σ̃

f(σ̃) ≤
1

2
· 2n + 1.

Пусть ∑

σ̃

f(σ̃) <
1

2
· 2n.

Очевидно, найдется набор τ̃ , такой что f(τ̃) = 0. Построим расширенный

пучок B по его нумерации
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, операторы в которой определя-
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ются следующим образом:

bσ̃ =

{
aσ̃, если σ̃ 6= τ̃ ;

d . . .d, если σ̃ = τ̃ ;
σ̃ ∈ En.

Тогда получим полиномиальную форму относительно пучка B:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

f(σ̃) · bσ̃(x1 · . . . · xn).

По определению сложности функции относительно пучка, имеем:

L&
B (f) =

∑

σ̃

f(σ̃) <
1

2
· 2n.

Пусть ∑

σ̃

f(σ̃) >
1

2
· 2n + 1.

Очевидно, что существует набор τ̃ , такой что f(τ̃) = 1. Построим рас-

ширенный пучок B, по его нумерации
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, операторы в которой

определяются следующим образом:

bσ̃ =

{
aσ̃, если σ̃ 6= τ̃ ;

d . . .d, если σ̃ = τ̃ ;
σ̃ ∈ En.

Учитывая, что
∑
©

σ̃

aσ̃(x1 · . . . · xn) =
∑
©

σ̃

xσ1

1 · . . . · xσn

n = 1 и

bτ̃ (x1 · . . . · xn) = d . . .d(x1 · . . . · xn) = 1,

получим:

f(x̃) =
∑
©

σ̃

f(σ̃) · aσ̃(x1 · . . . · xn)⊕
∑
©

σ̃

aσ̃(x1 · . . . · xn)⊕ bτ̃ (x1 · . . . · xn) =

=
∑
©

σ̃ 6=τ̃

f̄(σ̃) · aσ̃(x1 · . . . · xn) ⊕ f̄(τ̃) · aτ̃(x1 · . . . · xn) ⊕ bτ̃ (x1 · . . . · xn).

Так как f̄(τ̃) = 0, то

f(x̃) =
∑
©

σ̃ 6=τ̃

f̄(σ̃) · bσ̃(x1 · . . . · xn) ⊕ bτ̃ (x1 · . . . · xn).
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Получили полиномиальную форму для функции f относительно пучка

B. Тогда

L&
B (f) =

∑

σ̃

f̄(σ̃)+1 = 2n−
∑

σ̃

f(σ̃)+1 < 2n−

(
1

2
· 2n + 1

)
+1 =

1

2
· 2n.

Наконец, рассмотрим случай
1

2
· 2n ≤

∑

σ̃

f(σ̃) ≤
1

2
· 2n.

Пусть B ∈ E(d . . .d), и
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
— его естественная нумерация, по-

строенная на основе естественной нумерации двупорожденного пучка

D(e . . . e,p . . .p). По определению, существует набор τ̃ , такой что

bσ̃ =

{
aσ̃, если σ̃ 6= τ̃ ;

d . . .d, если σ̃ = τ̃ ;
σ̃ ∈ En.

Возможны два случая: f(τ̃) = 0 и f(τ̃) = 1. В первом случае

f(x̃) =
∑
©

σ̃

f(σ̃) · bσ̃(x1 · . . . · xn);

L&
B (f) =

∑

σ̃

f(σ̃) ≥
1

2
· 2n.

Во втором случае

f(x̃) =
∑
©

σ̃ 6=τ̃

f̄(σ̃) · bσ̃(x1 · . . . · xn) ⊕ bτ̃ (x1 · . . . · xn);

L&
B(f) = 2n −

∑

σ̃

f(σ̃) + 1 ≥
1

2
· 2n.

Из (3.13) следует, что

L&
E(d...d)(f) =

1

2
· 2n.

Теорема доказана. ◭

§ 10. Функции наибольшей сложности в классах

операторных полиномиальных форм

В представленных выше результатах этой главы найдены функции

наибольшей сложности в некоторых классах полиномиальных форм по
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базисной функции многоместной конъюнкции. Однако возникают два

вопроса.

• Как получить функции наибольшей сложности для полиномиальных

форм, построенных по тем же классам операторных пучков, но по

другим базисным функциям?

• Как найти функции наибольшей сложности в классе C1, если извест-

ны функции наибольшей сложности в ψ-эквивалентном ему классе

C2?

Для ответа на эти вопросы нужно вернуться к теореме 2 и пред-

ложению 3. Из доказательств этих утверждений следует, что что суще-

ствует некоторое невырожденное линейное преобразование пространства

булевых функций фиксированной размерности, при котором прообраз и

образ имеют одну и ту же сложность в соответствующих классах. Та-

ким образом, ответы на поставленные вопросы сводятся к нахождению

соответствующего линейного преобразования.

Опишем метод нахождения наиболее сложных функций в классе

пучков C по базисной функции g ∈ Fn, если известны самые сложные

функции в классе C по функции многоместной конъюнкции. Как и в

доказательстве теоремы 2, рассмотрим пучок

B = D(p . . .p, e . . . e)

размерности n и его естественную нумерацию
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, в которой

компоненты операторов определяются по формулам:

bσ̃
i =

{
p, если σi = 0;

e, если σi = 1;
i ∈ {1, . . . , n}, σ̃ ∈ En.

Базисная функция — это многоместная конъюнкция x1 · . . .·xn. Составим

матрицу [ασ̃τ̃ ] размера 2n × 2n, в которой

ασ̃τ̃ =
(
bσ̃(x1 · . . . · xn)

)τ1...τn

x1...xn
, σ̃, τ̃ ∈ En.
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Пусть g ∈ Fn — произвольная базисная функция. Составим матрицу [βσ̃τ̃ ]

размера 2n × 2n, в которой

βσ̃τ̃ =
(
bσ̃g(x1, . . . , xn)

)τ1...τn

x1...xn
, σ̃, τ̃ ∈ En.

Тогда матрицу A линейного преобразования ϕ, фигурирующего в дока-

зательстве теоремы 2, можно найти из матричного уравнения:

A · [ασ̃τ̃ ] = [βσ̃τ̃ ] .

Но как легко заметить, матрица [ασ̃τ̃ ] — единичная, поэтому [βσ̃τ̃ ] и есть

искомая матрица линейного преобразования ϕ. Построение этой матри-

цы не составляет особого труда.

Теперь для того чтобы найти функции наибольшей сложности в

классе C по базисной функции g, нужно взять функции наибольшей

сложности в классе C по функции многоместной конъюнкции и приме-

нить к ней преобразование ϕ. В матричном виде это выглядит следую-

щим образом: 

f ∗(0̃)

...

f ∗(1̃)


 =



β0̃0̃ · · · β0̃1̃
... . . . ...

β1̃0̃ · · · β1̃1̃


 ·



f(0̃)

...

f(1̃)




.

Здесь f — функция наибольшей сложности в классе C по многоместной

конъюнкции, f ∗ — соответствующая ей функция наибольшей сложности

в классе C по базисной функции g.

Метод нахождения наиболее сложных функций в классе C2 по из-

вестным функциям наибольшей сложности в ψ-эквивалентном ему клас-

се C1 похож на описанный выше метод.

Пусть Ψ — последовательность взаимнооднозначных отображений

из {e,p,d} в {e,p,d}, такая что Ψ(C1) = C2. Как в доказательстве пред-

ложения 3, рассмотрим двупорожденный пучок B = D(p . . .p, e . . . e) и

его естественную нумерацию
(
b0̃, . . . ,b1̃

)
, в которой компоненты опера-

торов bσ̃ определяются по формулам:

bσ̃
i =

{
p, если σi = 0;

e, если σi = 1;
i ∈ {1, . . . , n}, σ̃ ∈ En.
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В качестве базисной функции возьмем многоместную конъюнкцию x1 ·

. . . · xn. Составим матрицу [ασ̃τ̃ ] размера 2n × 2n, в которой

ασ̃τ̃ =
(
bσ̃(x1 · . . . · xn)

)τ1...τn

x1...xn
,

Упорядоченный набор
(
Ψ(b0̃), . . . ,Ψ(b1̃)

)
является нумерацией пуч-

ка Ψ(B). Построим матрицу [γσ̃τ̃ ], в которой

γσ̃τ̃ =
(
Ψ(bσ̃)(x1 · . . . · xn)

)τ1...τn

x1...xn
.

Тогда матрица A линейного преобразования ϕ, фигурирующего в

доказательстве предложения 3, может быть найдена из матричного урав-

нения

A · [ασ̃τ̃ ] = [γσ̃τ̃ ] .

Поскольку [ασ̃τ̃ ] — единичная матрица, то искомой матрицей преобразо-

вания ϕ будет [γσ̃τ̃ ]. По известной последовательности Ψ, точнее по ее

первым n+ 1, членам построить матрицу [γσ̃τ̃ ] не составляет труда.

Теперь если известна функция наибольшей сложности в классе C1 по

многоместной конъюнкции, то легко найти функцию f ∗, наиболее слож-

ную в классе C2 по многоместной конъюнкции: нужно применить преоб-

разование ϕ к функции f . В матричном виде это выглядит следующим

образом: 

f ∗(0̃)

...

f ∗(1̃)


 =



γ0̃0̃ · · · β0̃1̃
... . . . ...

γ1̃0̃ · · · β1̃1̃


 ·



f(0̃)

...

f(1̃)




.

Комбинируя эти два метода, можно из известных функций наиболь-

шей сложности в классе C1 по базисной функции многоместной конъ-

юнкции получить самые сложные функции в любом ψ-эквивалентном

ему классе C2 по любой базисной функции g.

Описанные методы и теоремы 6, 9 позволяют получить самые слож-

ные функции в классах K(a) и E(a) по любой базисной функции для

любого оператора a, а теоремы 7 и 8 — самые сложные функции в клас-

сах K и FK по произвольной базисной функции.
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Заключение

На защиту выносятся следующие результаты.

1. Для полиномиальных форм, построенных по операторным пучкам

доказана независимость функции Шеннона от выбора базисной функ-

ции.

2. Найдены точные оценки сложности для a-кронекеровых и свободно-

кронекеровых классов полиномиальных форм.

3. Найдены все функции наибольшей сложности в d-кронекеровом, кро-

некеровом, свободно-кронекеровом и d-расширенном классах поли-

номиальных форм по базисной функций многоместной конъюнкции.

Разработан метод нахождения функций, имеющих наибольшую слож-

ность в a-кронекеровых, кронекеровых, a-расширенных, свободно-

кронекеровых классов полиномиальных форм по произвольной ба-

зисной функции.

4. Получена экспоненциальная нижняя оценка сложности последова-

тельности эффективно заданных булевых функций в классе полино-

миальных нормальных форм.

5. Получены формулы для вычисления коэффициентов полиномиаль-

ных форм по обратимым операторным пучкам и из свободно-кроне-

керовых классов.

Выражаю благодарность своим научным руководителям, Н.А. Пе-

рязеву и С.Ф. Винокурову, за всестороннюю поддержку во время работы

над диссертацией, а также всем участникам семинара «Теория булевых

функций», который проходит при Иркутском государственном универ-

ситете, за творческую атмосферу, в которой приятно работать.
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