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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàçâèòèå ñèñòåìíîãî àíàëèçà ïðèêëàäíûõ îáúåêòîâ ïðèâîäèò ê íåîá-

õîäèìîñòè èçó÷åíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è îïòèìèçàöèè â ñèñòåìàõ ñëîæ-

íîé ñòðóêòóðû, ê êîòîðûì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Îáùåïðèçíàííî, ÷òî ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè

è ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè â ñèñòåìàõ ñ ðàñ-

ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé ïî

ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìîé â îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèÿõ. Ïðè÷èíû ýòîãî çàêëþ÷àþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàçíî-

îáðàçèè êëàññîâ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òè-

ïîâ íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé, â íåîáõîäèìîñòè ïåðåõîäà ê îáîáùåí-

íûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèé è ñèñòåì â óñëîâèÿõ ðàçðûâíîñòè óïðàâ-

ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé è ò.ä. Â ñèëó ýòîãî íàèáîëüøåå ÷èñëî ðà-

áîò ïî èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìà-

ìè íàïðàâëåíî íà èçó÷åíèå êîíêðåòíûõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ è íà ïîèñê îáùèõ ïðèåìîâ è ìåòîäîâ àíàëèçà òà-

êèõ çàäà÷ (ñì. ìîíîãðàôèè è îáçîðû À.Ã.Áóòêîâñêîãî, Î.Â.Âàñèëüåâà,

Ô.Ï.Âàñèëüåâà, Â.À.Äûõòû, À.È.Åãîðîâà, Ê.À.Ëóðüå, À.È.Ìîñêàëåíêî,

Ì.Ì.Íîâîæåíîâà, Ä.À.Îâñÿííèêîâà, Ò.Ê.Ñèðàçåòäèíîâà, Â.À.Ñðî÷êî,

Â.È.Ñóìèíà, Ì.È.Ñóìèíà, À.Â.Ôóðñèêîâà, N.U.Ahmed, H.O.Fattorini, J.-

L.Lions, X.Li, K.L.Teo, S.Tzafestas, J.Yong è äð. [24, 25, 32, 36, 37, 38, 65,
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68, 69, 88, 99, 100, 101, 103, 121, 122, 126, 128, 129, 130, 148, 168, 173, 190,

192, 222, 234, 249, 251]).

Êðàòêî îõàðàêòåðèçóåì íàèáîëåå âàæíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé â

îáëàñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé îñòàåòñÿ ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ

è, åñëè âîçìîæíî, äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Ðàçíîîáðà-

çèå êëàññîâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìà-

ìè ñòèìóëèðîâàëî âûäåëåíèå íåêîòîðûõ îáùèõ ìîäåëåé îïòèìèçàöèè,

îõâàòûâàþùèõ äîñòàòî÷íî øèðîêèå êëàññû çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ è äîïóñêàþùèõ ïðèìåíåíèå óíèâåðñàëüíûõ (àáñòðàêòíûõ) ìåòî-

äîâ è ñõåì. Â ýòîì íàïðàâëåíèè íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûìè îêàçàëèñü:

• âûïóêëûå ìîäåëè îïòèìèçàöèè è, ñîîòâåòñòâåííî, àïïàðàò âû-

ïóêëîãî àíàëèçà (ìîíîãðàôèè È.Ýêëàíäà, Ð.Òåìàì, Ï.Ï.Ìîñîëîâà,

Â.Ï.Ìÿñíèêîâà [124, 194]);

• îáùèé ïðèíöèï Ëàãðàíæà äëÿ ëîêàëüíî âûïóêëûõ è àï-

ïðîêñèìàòèâíî âûïóêëûõ çàäà÷, îñíîâó êîòîðîãî çàëîæèëè ðàáîòû

À.ß.Äóáîâèöêîãî, À.À.Ìèëþòèíà [53, 55], À.Ä.Èîôôå, Â.Ì.Òèõîìèðîâà

[82] è èõ ïîñëåäîâàòåëåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðèí-

öèïà îòìåòèì ìîíîãðàôèè [99, 101, 114, 192]. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî åñëè

îáû÷íî ðàñøèôðîâêà ïðèíöèïà Ëàãðàíæà ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà, òî â [114, 190] êîìáèíàöèÿ àáñòðàêòíîãî ìåòîäà ñ ìî-

äèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì v�âàðèàöèé ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ñóùåñòâåí-

íî áîëåå ñèëüíûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âèäà âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà;

• ôóíêöèîíàëüíî-îïåðàòîðíûå ìîäåëè îïòèìèçàöèè â ôóíêöèîíàëü-

íûõ ïðîñòðàíñòâàõ [27, 63, 111, 139, 159, 167, 168, 184, 195, 196, 198,

207, 209]. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ðàçâèâàåìûå íèæåãîðîäñêîé øêîëîé ìî-
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äåëè óïðàâëåíèÿ âîëüòåððîâûìè îïåðàòîðíûìè óðàâíåíèÿìè [139, 167,

168]. Ýòè ïîäõîäû îõâàòûâàþò äîâîëüíî øèðîêèé êëàññ óïðàâëÿåìûõ

íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì, ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ïåðåíîñà);

• ìîäåëè óïðàâëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â

ïðîñòðàíñòâàõ C è Lp, êàê â ìîíîãðàôèè Äæ. Âàðãè [26] èëè èññëåäîâà-

íèÿõ Ñ.À.×óêàíîâà, ïðåäñòàâëåííûõ â ãëàâå 6 êíèãè [14] (â ýòèõ èññëå-

äîâàíèÿõ, êñòàòè, ðàçâèòà ñõåìà ïîëó÷åíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, îñíî-

âàííàÿ íà ìåòîäå âàðèàöèé ñêîëüæåíèÿ, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ ðàñøèðåíèåì

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [81]).

Îõàðàêòåðèçóåì òåïåðü ïîäõîäû ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì îï-

òèìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, íå êàñàÿñü êëàññîâ ëèíåéíî-

âûïóêëûõ è âûïóêëûõ çàäà÷, â êîòîðûõ ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìåòîäû

äâîéñòâåííîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìûì è äîñòà-

òî÷íûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè.

Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì ðàáîòû ïî îáðàùåíèþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â äî-

ñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïóòåì íåêîòîðîãî åãî óñèëåíèÿ. Â ïî-

äàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå îíè áàçèðóþòñÿ íà ïðîñòîì îáùåì ôàêòå: åñëè

â çàäà÷å ñ îãðàíè÷åíèÿìè äîïóñòèìûé ïðîöåññ óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöè-

ïó Ëàãðàíæà â íîðìàëüíîé ôîðìå è, êðîìå òîãî, ïðè íåêîòîðîì íàáîðå

ìíîæèòåëåé ëàãðàíæèàí çàäà÷è èìååò ìèíèìóì íà äàííîì ïðîöåññå, òî

ýòîò ïðîöåññ îïòèìàëåí. Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ Â.È.Ïëîòíèêîâà è

åãî ó÷åíèêîâ [126, 138], â îñíîâíîì, äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì; óñëîâèÿ [219, 242] äëÿ íåêîòîðîé "êàíîíè÷åñêîé" ìîäåëè îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðåçóëüòàòû ýòîãî òèïà
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îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ íîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè è òðåáóþò óñëîâèÿ âîãíó-

òîñòè ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà ïî ïàðå "ñîñòîÿíèå � óïðàâëåíèå" èëè âî-

ãíóòîñòè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïî ñîñòîÿíèþ, à òàêæå íåêîòîðûõ óñèëåí-

íûõ óñëîâèé òðàíñâåðñàëüíîñòè. Â óêàçàííûõ äîïóùåíèÿõ õàðàêòåðèçó-

åìûå ðåçóëüòàòû ìîæíî äîâîëüíî ïðîñòî ïîëó÷èòü, îòïðàâëÿÿñü è îò

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè Â.Ô.Êðîòîâà [48, 49, 132] ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ëèíåéíîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, ïîðîæäåííîé ðåøåíèåì

ñîïðÿæåííîé çàäà÷è.

Â ðÿäå ïðèëîæåíèé, îñîáåííî ïðè èññëåäîâàíèè ýêîëîãî-

ýêîíîìè÷åñêèõ è ñîöèàëüíûõ ñèñòåì [242], õàðàêòåðèçóåìûå äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ îêàçàëèñü ïîëåçíûìè. Â öåëîì æå, îíè, êîíå÷íî, îãðàíè÷åíû ïî

ñôåðå ïðèìåíèìîñòè è íå ñëó÷àéíî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîäâåðãëèñü ñóùå-

ñòâåííîé ìîäèôèêàöèè äàæå íà óðîâíå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè [57, 58]. Íàèáîëåå

ñóùåñòâåííûé ìîìåíò ýòîé ìîäèôèêàöèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ (ïî ñîñòîÿíèþ)

ôóíêöèé òèïà Êðîòîâà è, êàê ñëåäñòâèå, îòêàç îò óñëîâèé âîãíóòîñòè

ôóíêöèé Ïîíòðÿãèíà è Ãàìèëüòîíà.

Äàëåå íåîáõîäèìî îòìåòèòü ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ð.Áåëëìàíà [67, 99, 148] è óæå óïîìèíàâøèåñÿ óñëîâèÿ Â.Ô.Êðîòîâà.

Õîòÿ ïðèìåíåíèå ýòèõ ïîäõîäîâ â ïîëíîé îáùíîñòè ñòàëêèâàåòñÿ ñ ñå-

ðüåçíûìè òðóäíîñòÿìè � íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ (â ìåòîäå Áåëëìà-

íà) èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (â ìåòîäå

Êðîòîâà), � òåì íå ìåíåå â ðÿäå ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé îíè îêàçàëèñü ýô-

ôåêòèâíûìè.

Íàêîíåö, âûäåëèì åùå îäíî íàïðàâëåíèå � äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîâ-

ìåñòíîé îïòèìàëüíîñòè (ìåòîä íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé). Ýòîò ïîäõîä
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èñïîëüçóåò èäåîëîãèþ îáùåãî ìåòîäà ñðàâíåíèÿ â äèíàìèêå ñèñòåì [112]

è, ïðèìåíèòåëüíî ê ðàñïðåäåëåííûì ñèñòåìàì, ðàçâèâàëñÿ â ðàáîòàõ

À.È.Ìîñêàëåíêî [121, 122]. Äàííûì ìåòîäîì óäàëîñü èññëåäîâàòü áîëü-

øîå ÷èñëî ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé ñèñòåìíîãî àíàëèçà. Â ïîäàâëÿþùåì

áîëüøèíñòâå ýòè ìîäåëè îêàçàëèñü âûðîæäåííûìè çàäà÷àìè îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ (ïî òåðìèíîëîãèè Â.È.Ãóðìàíà [48]), â êîòîðûõ ðåøå-

íèå ðåàëèçóåòñÿ íà ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ÷òî ñâÿçàíî

ñ îòñóòñòâèåì ìèíèìàëè â ñòàíäàðòíûõ êëàññàõ óïðàâëåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî êàêèå-ëèáî êîíêðåòíûå ðåàëèçàöèè âñåõ óïîìÿíóòûõ

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê êëàññàì çàäà÷,

ðàññìàòðèâàåìûì â äàííîé ðàáîòå, àâòîðó íåèçâåñòíû. Ïîäõîä ê ïîëó-

÷åíèþ äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè íà îñíîâå àíàëèçà ôóíêöè-

îíàëà Ëàãðàíæà ðåàëèçîâàí â ïåðâîé ãëàâå ýòîé êíèãè.

Ïîäàâëÿþùèì áîëüøèíñòâîì èññëåäîâàòåëåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè èçó÷àþòñÿ â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ êàæäîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåé-

ñòâèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñîñòîÿíèå ïðî-

öåññà, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì (ïîíèìàåìîì â òîì èëè èíîì ñìûñëå)

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Ëèøü âåñüìà îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èññëåäîâà-

íèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ íàðóøåíî óêàçàííîå ïðåäïîëîæåíèå

êîððåêòíîñòè (ìîíîãðàôèè Æ.-Ë.Ëèîíñà [101], À.È.Ìîñêàëåíêî [121],

À.Â.Ôóðñèêîâà [192]).

Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîäîëæàåò çà-

íèìàòü îäíî èç öåíòðàëüíûõ ìåñò â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ïðîöåññàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Áîëüøèíñòâî àâòîðîâ èñ-

ñëåäóþò å¼ â ïðåäïîëîæåíèè âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâ-

ëåíèé è âûïóêëîñòè ïî óïðàâëåíèþ ôóíêöèé â öåëåâîì ôóíêöèîíàëå
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[99, 192, 198]. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà è îòäåëüíûõ òèïîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé áåç îáùå-

ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé âûïóêëîñòè äîêàçàíû â [185, 186, 223, 247].

Â òî æå âðåìÿ, â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñ-

ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè îòñóòñòâèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåäêèì ñîáûòèåì [26, 173, 197]. Íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ ðàç-

ðàáîòêîé ìåòîäîâ ñóáîïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ,

â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ êîíñòðóêòèâíûì èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîííîãî

ïðèíöèïà Ýêëàíäà [194, 221]. Ñðåäè ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè óêàæåì

[171, 172, 173, 174, 238].

Âåñüìà íåáîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî âîïðîñàì ìíîãîêðèòåðè-

àëüíîé îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ

ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (ñì., íàïðèìåð, [160, 161]).

Îäíèì èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, âûäåëèì ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ïðèíöèïå ìàê-

ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Ïåðâîèñòî÷íèêîì ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ìåòî-

äîâ â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé È.À.Êðûëîâà, Ô.Ë.×åðíîóñüêî [90, 91], êîòîðûé çàëîæèë îñíîâó äëÿ

ïðîöåäóð èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì

íàïðàâëåíèè ïðèâåëè ê ýôôåêòèâíûì ïðîöåäóðàì âàðüèðîâàíèÿ óïðàâ-

ëåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëèëè îáåñïå÷èòü ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ìåòîäà ïî

ôóíêöèîíàëó è îáîñíîâàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

ïî íåâÿçêå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (ðàáîòû Ð.Ãàáàñîâà, Ô.Ì.Êèðèëëîâîé

[43], Í.Å.Êèðèíà [87], À.À.Ëþáóøèíà, Ô.Ë.×åðíîóñüêî [104, 105, 106],

Î.Â.Âàñèëüåâà, Â.À.Ñðî÷êî, Â.À.Òåðëåöêîãî, À.È.Òÿòþøêèíà [28, 32, 34,

11



187], D.Mayne, E.Polak [237], K.Teo, L.Yeo [248]).

Â ðåçóëüòàòå ñëîæèëñÿ êîìïëåêñ àëãîðèòìîâ èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâà-

íèÿ ñ åäèíîé îïåðàöèåé ïîèñêà âñïîìîãàòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ (íàïðàâëå-

íèå ñïóñêà) èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà. Îïðåäåëåííûé

èòîã ýòîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé ïîäâåäåí â ðàáîòàõ Â.À.Ñðî÷êî

[153, 155], ãäå îáîñíîâàí îïòèìàëüíûé (â ñìûñëå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà)

ñïîñîá âàðüèðîâàíèÿ óïðàâëåíèé â ìåòîäàõ, îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïå

ìàêñèìóìà.

Â ðàáîòàõ [11, 32] ïðåäëîæåí îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ

èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ. Ñòðóêòóðà èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ïðàêòè-

÷åñêè íå çàâèñèò îò òèïà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Äîïóñòèìîñòü ïðèìå-

íåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îï-

òèìàëüíîñòè âèäà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è îáåñïå÷èâàþùèõ

ñõîäèìîñòü îöåíîê îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ â ôîðìóëàõ ïðèðàùåíèÿ öåëåâûõ

ôóíêöèîíàëîâ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû Â.À.Ñðî÷êî è åãî ó÷åíèêàìè [2, 3, 73, 156, 157, 158]

ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ óëó÷øåíèÿ, îñíîâàííûé

íà íåñòàíäàðòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è êîíñòðóê-

òèâíûõ ïðîöåäóðàõ âàðüèðîâàíèÿ óïðàâëåíèé. Ïîñêîëüêó ðåàëèçàöèÿ

ìåòîäîâ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ èíòåãðèðîâàíèåì ðàçðûâíûõ

ïî ñîñòîÿíèþ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èõ ðàñïðîñòðàíå-

íèå íà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè

ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ ïðîáëåìó. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ïðåäëî-

æåí â ãëàâå 1 íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ñëåäóþùóþ ãðóïïó ìåòîäîâ ñîñòàâëÿþò ãðàäèåíòíûå ïðîöåäóðû îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóþùèå êëàññè÷åñêèé ñïîñîá ñëàáîãî âà-

ðüèðîâàíèÿ óïðàâëåíèé. Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ óðàâíå-

íèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ýòè ìåòîäû ðàçâèâàëèñü, íàïðèìåð â
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[198, 218]. Íà íàø âçãëÿä, ìåòîäû èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ èìåþò ñëå-

äóþùèå ïðåèìóùåñòâà:

� íåîáÿçàòåëüíîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïàðàìåò-

ðîâ çàäà÷è ïî óïðàâëåíèþ (â îòëè÷èå îò ãðàäèåíòíûõ ïðîöåäóð);

� äîïóñòèìîñòü äîñòàòî÷íî îáùèõ (íàïðèìåð, íåâûïóêëûõ) îãðàíè÷å-

íèé íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ;

� îòñóòñòâèå êðàåâîé çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà;

� âîçìîæíîñòü êîìáèíàöèè ñ ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè.

Ê íåäîñòàòêàì ìåòîäîâ èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ ñëåäóåò îòíåñòè

ñêà÷êîîáðàçíûé õàðàêòåð âàðüèðîâàíèÿ, ÷òî â ïðîöåññå èòåðàöèé ìîæåò

ïðèâåñòè ê íåîãðàíè÷åííîìó íàêîïëåíèþ òî÷åê (ïîâåðõíîñòåé) ðàçðûâà

óïðàâëåíèÿ.

Â ðàáîòàõ [188, 189] ïðåäëîæåíà ìóëüòèìåòîäíàÿ òåõíîëîãèÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñîâðåìåííûå îïåðàöèîííûå ñèñòå-

ìû ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è ïóòåì îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëü-

íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ äëÿ îäíîâðåìåííîãî ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ

íåñêîëüêèìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ î÷åðåäíîãî

ïðèáëèæåíèÿ êàæäûé èç ìåòîäîâ îöåíèâàåòñÿ, íàïðèìåð, ïî ïîëó÷åí-

íîìó ïðèðàùåíèþ ôóíêöèîíàëà è âûáèðàåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé

ìåòîä äëÿ ïðîäîëæåíèÿ îïòèìèçàöèè. Ïîëó÷åííîå ýòèì ìåòîäîì ïðèáëè-

æåíèå ïåðåäàåòñÿ îñòàëüíûì ìåòîäàì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî äëÿ âûïîë-

íåíèÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Íà íàø âçãëÿä, ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõî-

äà ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ïîêà

÷òî òðåáóåò ñåðüåçíûõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Îòìåòèì òàêæå îáùèå ìåòîäû ñïóñêà â àáñòðàêòíûõ çàäà÷àõ, èìåþ-

ùèõ â êà÷åñòâå àíàëîãîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [37, 227]).

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ïîäõîä â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [60]

13



â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàõîäèò âåñüìà îãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå â óðàâíåíè-

ÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ñì., íàïðèìåð, [61]). Íåäîñòàòêîì ïîäõîäà

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî, ïî-ñóùåñòâó, âñÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ñâÿ-

çàííàÿ ñ íåïðåðûâíûìè ìîäåëÿìè, îñòàåòñÿ â ñòîðîíå.

Ñðåäè "ïðÿìûõ" ìåòîäîâ â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íå èñïîëüçó-

þùèõ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, ìîæíî âûäåëèòü òàêæå ïðèìåíåíèå àïïà-

ðàòà àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà [85, 86].

Â öåëîì, ñïðàâåäëèâ âûâîä î íåäîñòàòî÷íîé ðàçâèòîñòè ýôôåêòèâíûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ ðàñïðå-

äåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Àíàëèç ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè è ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïîçâîëÿåò âûäåëèòü

ñëåäóþùèå õàðàêòåðíûå ÷åðòû.

Âî-ïåðâûõ, òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäå-

ëåííûìè ïàðàìåòðàìè ðàçâèâàëàñü êàê îáîáùåíèå òåîðèè îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàåò òðàäèöèîííîå ðàñïðåäåëåííîå óïðàâëå-

íèå, âõîäÿùåå â ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåì; îòñþäà æå âûòåêàþò è ïîïûòêè

ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìà-

ìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâà-

íèÿ. Íå îòðèöàÿ ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü è çíà÷èìîñòü àíàëèçà ïîäîá-

íûõ çàäà÷, îòìåòèì âìåñòå ñ òåì òåõíè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ðàñ-

ïðåäåëåííûõ óïðàâëåíèé (â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è â êàæäûé ìî-

ìåíò âðåìåíè) è àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ äðóãîãî òèïà çàäà÷ � ïðè ñî-

ñðåäîòî÷åííîì óïðàâëåíèè, âõîäÿùåì â íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåíüøåå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ó

óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ôóíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ òåõíè÷å-
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ñêè óïðîùàåò ðåàëèçàöèþ óïðàâëåíèé, íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòî òðå-

áóåò ïðèìåíåíèÿ íîâûõ ïîäõîäîâ, îòëè÷íûõ îò îáîáùåíèé ðåçóëüòàòîâ,

ïîëó÷àåìûõ â ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ îòñóòñòâóåò àíàëîã îò-

ìå÷åííîãî âûøå óìåíüøåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèé

óïðàâëåíèÿ, òàê êàê óìåíüøåíèå ðàçìåðíîñòè ñâîäèò çàäà÷ó ê êîíå÷íî-

ìåðíîé. Ïîñëåäíåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíî ïîâûñèëñÿ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ

ñîñòàâíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ òåõíîëîãè÷åñêèé, ïðèðîäíûé

èëè ýêîíîìè÷åñêèé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå-

íèÿìè ðàçíîãî òèïà â ðàçíûõ îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ, ëèáî íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàíèöå îáëàñòè

[45, 66, 230] .

Âî-âòîðûõ, â ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

äëÿ ó÷åòà ïîòî÷å÷íûõ (àìïëèòóäíûõ) îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ ñî-

âåðøåííî åñòåñòâåííî ðàñøèðÿòü êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëÿþùèõ ôóíê-

öèé äî èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ ïî åäèíñòâåííîé íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå óïðàâëåíèÿ êàê ôóíêöèè

îäíîé ïåðåìåííîé, òåõíè÷åñêè ðåàëèçóþòñÿ òàêæå ëåãêî, êàê è íåïðå-

ðûâíûå ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò õîðîøî èçâåñòíûå îáîáùåíèÿ

êëàññè÷åñêèõ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷

Êîøè íà êëàññ èçìåðèìûõ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè òàêîå

ðàñøèðåíèå êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé âûçûâàåò äîïîëíèòåëüíûå

òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè èçìåðèìûõ

óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è íåîáõîäèìîñòüþ ïåðåõîäà

ê îáîáùåííûì ðåøåíèÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ê òîìó æå, âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óïðàâëåíèÿ ïî ñìûñëó ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîé èëè
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èíîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, îäíèì èç äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðèåìîâ ðåøå-

íèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå ýòèõ çà-

äà÷ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿ-

ìè ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëÿåìûå êîýôôèöèåíòû, ýëåìåíòû ïðàâûõ ÷à-

ñòåé èëè íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè. Îäíàêî â ðÿäå ðåàëüíûõ ïðîáëåì íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ÿâëÿþò-

ñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Ýòî òðåáîâàíèå âûòåêàåò èç ôèçè÷åñêîé ñó-

òè èññëåäóåìûõ çàäà÷. Âìåñòå ñ òåì, äîñòàòî÷íî ìîùíûå ìåòîäû îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìó-

ìà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà, åãî ñëåäñòâèé è ìîäèôèêàöèé, îðèåíòèðîâàíû íà

êëàññû ðàçðûâíûõ óïðàâëåíèé.

Äðóãèì èíòåðåñíûì òèïîì çàäà÷, äëÿ êîòîðîãî õàðàêòåðíî òðåáî-

âàíèå ãëàäêîñòè óïðàâëåíèé, ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàðÿäó ñ îáðàòíûìè çàäà÷àìè âîññòà-

íîâëåíèÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ïî èçâåñòíîé (ïîëó÷åííîé â ðåçóëü-

òàòå íàáëþäåíèé) òðàåêòîðèè [131], àêòèâíî èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ çàðàíåå çà-

äàííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì [11, 31, 251]. Ïðè ýòîì â öåëîì

ðÿäå ñëó÷àåâ îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðû (ýëåìåíòû ìàòðèö êîýôôèöèåí-

òîâ, ïðàâûõ ÷àñòåé è ò.ï.) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ

ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññå ãëàäêèõ óïðàâëÿþ-

ùèõ âîçäåéñòâèé, ñ ó÷åòîì òàêèõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå

õàðàêòåðíû äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Íàêîíåö, â êà÷åñòâå òðåòüåé õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòè îòìåòèì ÷è-

ñòî òåîðåòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü ìíîãèõ ðàáîò â îáëàñòè îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
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ìè. Ìíîãèå àâòîðû îãðàíè÷èâàþòñÿ ïîëó÷åíèåì óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè

òîãî èëè èíîãî âèäà è, â ëó÷øåì ñëó÷àå, òåîðåòè÷åñêèìè ñõåìàìè ìåòî-

äîâ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé êíèãå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòîò âûáîð âûçâàí, ñ îäíîé ñòîðîíû, ìíîãî÷èñ-

ëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè ïîäîáíûõ çàäà÷, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷è-

åì óäîáíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà (õàðàêòåðèñòèêè, èíòåãðàëüíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé è ò.ï.) äëÿ ýòîãî êëàññà óðàâíåíèé. Ê ðàññìàò-

ðèâàåìûì ñèñòåìàì ñâîäÿòñÿ êëàññè÷åñêîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

âòîðîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ñèñòåìû Ãóðñà-Äàðáó è êàíîíè÷åñêèå ñèñòåìû

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ îðòîãîíàëüíûìè ñåìåéñòâàìè õàðàêòåðèñòèê

[32, 95]. Â ðàìêàõ äàííûõ ñèñòåì îïèñûâàþòñÿ ÿâëåíèÿ âîçáóæäåíèÿ è

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, êðèñòàëëîîïòèêà è ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ

[42, 95, 145, 183, 211, 240, 243], äèíàìèêà ïîïóëÿöèé, ðàñïðîñòðàíåíèå

ýïèäåìèé è íàðêîòèêîâ [199, 200, 208, 213, 215, 216, 224, 225, 235, 236],

ðÿä õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [133, 134, 252].

Äîâîëüíî áîëüøèì ÷èñëîì àâòîðîâ èññëåäîâàëèñü çàäà÷è â óêàçàí-

íîì êëàññå ñèñòåì äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðåäåëåííûõ óïðàâëåíèé, âõîäÿùèõ â

ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåì.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé òèïà

Ãóðñà-Äàðáó áûëà èññëåäîâàíà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè òèïà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà À.È.Åãîðîâûì â [62], êîòîðûé ïîç-

æå [64] îáîáùèë ðåçóëüòàòû íà ñèñòåìû áîëåå îáùåãî âèäà è ïðèìåíèë èõ

ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè èíâàðèàíòíîñòè. Ïî-âèäèìîìó, âïåð-

âûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ è êâàçèëèíåé-

íûõ îäíîìåðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå äëÿ ìíîãîìåðíûõ ëè-

íåéíûõ ñèñòåì è îäíîãî ìíîãîìåðíîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ áûëè
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ïîäðîáíî èññëåäîâàíû Ò.Ê. Ñèðàçåòäèíîâûì â ìîíîãðàôèè [148]. Íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè òèïà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïîëó÷åíî â

ýòîé ðàáîòå ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåïðåðûâíî-

ãî ðåøåíèÿ ñèñòåì äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.

Îäíàêî äëÿ ýòîãî äàæå â îäíîìåðíîì ëèíåéíîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî óïðàâëåíèå íå òåðïèò ðàçðûâîâ âäîëü õàðàêòåðèñòèê ñèñòå-

ìû. Äîñòàòî÷íî æåñòêèì, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðåäïîëîæåíèå

î ñóùåñòâîâàíèè ïî÷òè âñþäó êëàññè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ âåêòîðà ñîñòî-

ÿíèÿ ïî íåçàâèñèìûì àðãóìåíòàì â óñëîâèÿõ ðàçðûâíîñòè óïðàâëåíèé.

Â [32, 33, 176] ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåð-

âîãî ïîðÿäêà òèïà ïîòî÷å÷íîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãè-

íà äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ óïðàâëåíèé, ïîñòðîåí ìåòîä ïîèñêà óïðàâëå-

íèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè. Ñðî÷êî

Â.À. [32, 151, 152, 153] ïîëó÷åíî íåêëàññè÷åñêîå óñëîâèå îïòèìàëüíî-

ñòè äëÿ çàäà÷ â ñïåöèàëüíûõ êëàññàõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (êà-

íîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà è ñèñòåìà Ãóðñà-Äàðáó) ñ äâóìÿ

ñåìåéñòâàìè îðòîãîíàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê è ðàñïðåäåëåííûìè óïðàâ-

ëåíèÿìè. Íà îñíîâå âàðèàöèé óïðàâëåíèÿ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ â îêðåñò-

íîñòÿõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû, â äàííûõ ðàáîòàõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî

îïòèìàëüíîå äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è ðàñïðåäåëåííîå óïðàâëåíèå äîñòàâëÿ-

åò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëàì â äâóõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëåííûõ

íà õàðàêòåðèñòèêàõ òîãî èëè èíîãî ñåìåéñòâà. Ïîëó÷åííîå íåîáõîäèìîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, íàçâàííîå âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì ìàêñèìó-

ìà, îêàçàëîñü áîëåå ñèëüíûì, ÷åì êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Çàìåòèì, ÷òî ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå äëÿ òîé æå çàäà÷è, ÷òî è â [151],

àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [133] ïóòåì ðàñøèôðîâêè óñëîâèÿ

îïòèìàëüíîñòè äëÿ ìîäåëè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
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íîé ñèñòåìîé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî àâòîðû ýòîé ðàáîòû íå

ïðèäàëè ïîëó÷åííîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè ñàìîñòîÿòåëüíîãî çíà÷å-

íèÿ, à èñïîëüçîâàëè åãî êàê âñïîìîãàòåëüíîå íà ïóòè ê äîêàçàòåëüñòâó

êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íà çàâèñèìîñòü

íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ îò âè-

äà âàðèàöèè óïðàâëåíèÿ óêàçûâàåòñÿ â [103]. Â [32] äîêàçàí âàðèàöè-

îííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà â ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

ñ ðàñïðåäåëåííûìè óïðàâëåíèÿìè. Â [178] ýòîò æå ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñ

ïîìîùüþ áîëåå îáùåé òåõíèêè, ïðèìåíèìîé è äëÿ ìíîãîìåðíûõ ãèïåð-

áîëè÷åñêèõ ñèñòåì. Àâòîðû [20, 21, 190] íà îñíîâå ìîäèôèêàöèè ìåòî-

äà [55] óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ äîïîëíèòåëüíûìè

ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, à òàêæå íåôèêñèðîâàííîé ãðàíèöåé

ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Íå î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâàòåëåé çàíèìàëèñü ïðîáëåìàìè ãðà-

íè÷íûõ óïðàâëåíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ. Ïðåæäå âñåãî, îòìå-

òèì, ÷òî äëÿ çàäà÷ ñ óïðàâëÿåìûìè íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè, çà-

äàííûìè â âèäå êîíå÷íîìåðíûõ ñâÿçåé, íåñïðàâåäëèâ àíàëîã êëàññè-

÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà [253]. Â [214, 218] óñòà-

íîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî ëèíåàðèçîâàííîãî ïðèíöè-

ïà ìàêñèìóìà êàê íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ãðàíè÷íûõ óï-

ðàâëåíèé â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðÿä ðàáîò ïî-

ñâÿùåí èññëåäîâàíèþ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â êëàñ-

ñè÷åñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèõ

êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû. Â [74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 143, 144] ïîëó÷åíû

àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé, îáåñïå÷èâàþ-

ùèõ ïåðåâîä ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ïðîñòåéøèì âîëíîâûì óðàâíåíèåì,

â çàäàííîå ñîñòîÿíèå. Â ñòàòüÿõ [39, 142, 212] ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ
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çàäà÷ óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ

óïðàâëÿåìûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà è

îáùèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ ñèñòåì-

íîãî àíàëèçà è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îáúåêòàìè, îïèñûâàåìûìè ñè-

ñòåìàìè ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà; ïî-

ëó÷åíèå íåêëàññè÷åñêèõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ãðàíè÷íûõ è ñòàðòîâûõ

óïðàâëåíèé â ýòèõ ñèñòåìàõ; èññëåäîâàíèå çàäà÷ îïòèìèçàöèè â ñëîæ-

íûõ ñèñòåìàõ, êîãäà íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì

îïðåäåëÿþòñÿ èç óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé; ïîñòðîåíèå íîâûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ óëó÷øåíèÿ äî-

ïóñòèìûõ óïðàâëåíèé; îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ïóòåì ïðîâåäåíèÿ

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ïðèêëàäíûõ ýêîëîãè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè íåêëàññè÷åñêèõ

ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ; íåñòàíäàðòíûõ âàðèàöèé,

îáåñïå÷èâàþùèõ ãëàäêîñòü äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçî-

âàí àïïàðàò ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ÷èñëåííûõ ìåòî-

äîâ.

Óêàæåì ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ ïðåäëàãàåìîé ìîíîãðàôèè.

1) Ñ åäèíûõ ïîçèöèé ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íåñêîëüêèõ òèïîâ äîïó-

ñòèìûõ âàðèàöèé óïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿùèõ ê ðàçëè÷íûì íåîáõîäèìûì

óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè è èòåðàöèîííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññàõ îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ, à òàê-

æå ãëàäêèõ óïðàâëåíèé. Ïðåäëàãàåìûå ïîäõîäû íîñÿò êîíñòðóêòèâíûé

õàðàêòåð: ïîëó÷åíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íå ñàìîöåëüþ, à

ýòàïîì íà ïóòè ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

2) Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå äîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷å ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëå-

íèåì (ãëàâà 2) âîçìîæíî ñèëüíîå (èãîëü÷àòîå) âàðüèðîâàíèå, à íå òîëüêî
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ñëàáîå, ÷òî ñ÷èòàëîñü ñ òåõ ïîð, êàê áûëà óñòàíîâëåíà íåâîçìîæíîñòü ïå-

ðåíåñåíèÿ íà äàííóþ çàäà÷ó êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

3) Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ â íåòðàäèöèîííîì

êëàññå ãëàäêèõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé. Îñíîâíûå ïðåèìóùåñòâà ïîä-

õîäà: äîñòàòî÷íî îáùèé âèä âàðèàöèè, ñîõðàíåíèå ãëàäêîñòè, àâòîìàòè-

÷åñêîå âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé, êîíñòðóêòèâíîñòü â ñìûñëå ïîñòðîåíèÿ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

4) Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå ðÿäà

ïðèêëàäíûõ çàäà÷: îáðàòíûå çàäà÷è âîçáóæäåíèÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí

(öóíàìè), äèíàìèêà ïîïóëÿöèé. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðèâåëè ê âû-

âîäàì, êîòîðûå òðóäíî èëè íåâîçìîæíî áûëî ïðåäóãàäàòü ïóòåì ÷èñòî

òåîðåòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé (âèä íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, íåîáõîäè-

ìîñòü ïðèìåíåíèÿ ñèëüíî îñöèëëèðóþùèõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé â

çàäà÷å ñ ïîòî÷å÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ è

ò.ï.).

Ìîíîãðàôèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãèïåð-

áîëè÷åñêîé ñèñòåìîé, â êîòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ

èç óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ âûáèðàþòñÿ èç êëàññà îãðàíè÷åííûõ è èçìå-

ðèìûõ ôóíêöèé. Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ãëàâû � ïðèìåíåíèå èäåé íåêëàñ-

ñè÷åñêèõ òî÷íûõ (áåç îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà) ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ, ðàçðà-

áîòàííûõ â [2, 156, 157] äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â íà÷àëå ãëàâû äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà çàäà÷ ïîêàçàíà ñïðàâåäëè-

âîñòü ïîòî÷å÷íîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿ-

åòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîãíîçèðóåìûì, ïîñêîëüêó â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíîé

ñâÿçè íà ãðàíèöå ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ, âûçâàííîå èãîëü÷àòîé âàðèà-
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öèåé óïðàâëåíèÿ, ìàëî â íîðìå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà àíàëèçå ôîðìóëû

ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Äàííûé ìåòîä íîñèò êîíñòðóêòèâ-

íûé õàðàêòåð, òàê êàê ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå îïòèìàëüíîñòè, íî è îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýôôåêòèâ-

íûõ ïðîöåäóð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ðàçðàáîòàííûõ â Èðêóò-

ñêîì óíèâåðñèòåòå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Î.Â.Âàñèëüåâà. Ïðèâå-

äåí êðàòêèé îáçîð âàðèàíòîâ ïðîöåäóð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé,

ðàçëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâà-

íèÿ. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î äîñòàòî÷íîñòè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, îñíî-

âàííîå íà àíàëèçå ëàãðàíæèàíà çàäà÷è.

Çíà÷èòåëüíî áîëåå íåñòàíäàðòíûì ðåçóëüòàòàì ïîñâÿùåíà âòîðàÿ

÷àñòü ãëàâû. Ðàññìîòðåí âàðèàíò ëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû

è ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ çàâèñÿùèìè îò óïðàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè ôàçîâûõ

ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî êî-

íå÷íîìåðíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì îïòèìàëüíîñòè äàæå â ñëó÷àå ëèíåéíîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà.

Ñîîòâåòñòâåííî, èñõîäÿ èç òåîðèè îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïå ìàêñèìóìà

ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷

íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü îáùèé ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé äëÿ íåëèíåéíûõ

çàäà÷. Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó, íà êàæäîé èòå-

ðàöèè êîòîðîãî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íåîäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâà-

íèÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Âìåñòå ñ òåì, äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà çàäà÷ îêàçàëîñü âåñüìà ýô-

ôåêòèâíûì èñïîëüçîâàíèå íåêëàññè÷åñêèõ ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ öåëåâî-

ãî ôóíêöèîíàëà [2, 3, 11, 156]. Ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ

äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ è íå ñîäåðæàò îñòàòî÷íûõ
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÷ëåíîâ.

Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïîëó÷åíû äâà ñèììåò-

ðè÷íûõ âàðèàíòà ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ. Îáà âàðèàíòà ïîçâîëèëè ñâåñòè

èñõîäíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðî-

ñòîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Ýòè óñëîâèÿ íîñÿò

âàðèàöèîííûé, à íå êîíå÷íîìåðíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ

[20, 21, 32, 56, 151, 152, 153] îíè íàçâàíû âàðèàöèîííûìè ïðèíöèïà-

ìè ìàêñèìóìà. Íà îñíîâå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïðåäëîæåíà ðåäóê-

öèÿ èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê áîëåå ïðîñòûì çàäà÷àì

îïòèìèçàöèè â ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðè ýòîì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü âñåãî

ëèøü äâà ðàçà - â íà÷àëå ïðîöåññà (ïîñëå âûáîðà íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî

óïðàâëåíèÿ) è â ñàìîì åãî êîíöå.

Èññëåäîâàíèå ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïðèâåëî ê

äâóì óæå íåñèììåòðè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Íåêëàññè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè-

ðàùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîçâîëèëè â îäíîì ñëó÷àå ñâåñòè èñõîäíóþ

çàäà÷ó ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà â ñèñòåìå

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ê

çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûìè

óñëîâèÿìè ïîëóëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè

áîëåå òðàäèöèîííîé êîíå÷íîìåðíîé ôîðìå ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè

âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà ãðàíèöå è óïðàâëåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå íåñïðàâåä-

ëèâ àíàëîã êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà [253].

Ïîïûòêà èññëåäîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ôîðìóëû ïðè-
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ðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïðèâåëà ê íåêëàññè÷åñêîìó óñëîâèþ îï-

òèìàëüíîñòè. Ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà ïðîàíàëèçèðîâàíî íà îáû÷íîé

èãîëü÷àòîé âàðèàöèè ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ãðàíèöå èññëåäóåìîé îáëà-

ñòè óïðàâëåíèÿ. Äàííàÿ âàðèàöèÿ âûçûâàåò òàêîå âîçìóùåíèå ñîñòîÿ-

íèÿ ïðîöåññà, ÷àñòü êîòîðîãî íå óäàåòñÿ îöåíèòü ÷åðåç ìåðó îáëàñòè

èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ â íåêîòîðûõ "óçêèõ" ïîëîñêàõ, âûòÿíóòûõ

âäîëü õàðàêòåðèñòèê. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâ-

ëåíèå ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è óïðàâ-

ëåíèÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííîé íà õàðàêòåðèñòèêàõ èñõîäíîé

ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû. Ôîðìàëüíî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî ðåçóëüòàò íàçâàí âàðèàöèîí-

íûì ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà, ïîñêîëüêó â èäåéíîì ïëàíå îí áëèçîê ê âà-

ðèàöèîííîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, óñòàíîâëåííîìó â [32, 151, 152, 153]

äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ îðòîãîíàëüíûìè ñåìåéñòâàìè

õàðàêòåðèñòèê è ðàñïðåäåëåííûìè óïðàâëåíèÿìè. Â äàííîé ðàáîòå ïî-

êàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì

óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ äèôôåðåíöèàëüíûì ïðèíöèïîì

ìàêñèìóìà, äîêàçàííûì, íàïðèìåð, â [214] ïðè áîëåå æåñòêèõ ïðåäïîëî-

æåíèÿõ íà ïàðàìåòðû çàäà÷è. Ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé ìåòîä, îñíîâàí-

íûé íà ïîëó÷åííîì óñëîâèè îïòèìàëüíîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûìè

óñëîâèÿìè ïîëóëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà èñ-

ñëåäîâàíà â êëàññå ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ïðè êîíå÷íîìåð-

íîé ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè è

óïðàâëåíèåì. Ðàññìîòðåíà îäíà èç íàèáîëåå îáùèõ ôîðì çàäàíèÿ êðà-

åâûõ óñëîâèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãëàäêèå óïðàâëåíèÿ ñòåñíåíû ïîòî-

÷å÷íûìè (àìïëèòóäíûìè) èëè èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Èìåííî
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òàêîé êëàññ ôóíêöèé õàðàêòåðåí äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè.

Íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà

â êëàññå ñëàáûõ âàðèàöèé äîïóñòèìûõ ãëàäêèõ óïðàâëåíèé ïîëó÷åíî áà-

çîâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âàðèàöèîííîãî òèïà. Ñ öåëüþ

êîíñòðóèðîâàíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèìåíåíû ñïåöèàëüíûå âàðè-

àöèè óïðàâëåíèé, îáåñïå÷èâàþùèå ãëàäêîñòü äîïóñòèìûõ ôóíêöèé è âû-

ïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèé.

Èäåÿ çàìåíû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ïðåäëàãà-

åìîãî ïîäõîäà, ñîäåðæèòñÿ åùå â ðàáîòàõ Ì.Â.Îñòðîãðàäñêîãî [98], ãäå

êëàññè÷åñêàÿ âàðèàöèÿ Ëàãðàíæà áûëà äîïîëíåíà ãëàäêîé âàðèàöèåé

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ë.Å.Çàáåëëî èñïîëüçîâàë â [71, 72] "âíóòðåí-

íèå âàðèàöèè" äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â

çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Ñ.Ô.Ìîðîçîâ, Â.È.Ïëîòíèêîâ,

Â.È.Ñóìèí ïðèìåíÿëè â ðàáîòàõ [118, 119] "âàðèàöèè ñäâèãà" â êîì-

áèíàöèè ñ èãîëü÷àòûì âàðüèðîâàíèåì äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ïðîöåññàìè ïåðåíîñà, îïèñûâàåìûìè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè. Îäíàêî, íè îäèí èç ïåðå÷èñëåííûõ àâòîðîâ íå çàíèìàëñÿ

ïîñòðîåíèåì âàðèàöèé, ñîõðàíÿþùèõ ãëàäêîñòü óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àâòîðû âñåõ óêàçàííûõ âûøå ðàáîò îãðàíè÷èëèñü

ëèøü ïîëó÷åíèåì óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè è íå ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé çà-

äà÷ó êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Ïðèìåíåíèå â íàñòîÿùåé ðàáîòå íåêëàññè÷åñêèõ âàðèàöèé ïðèâåëî

â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå çàäà÷ ê íîâûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè. Íà

áàçå äîêàçàííûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïðåäëîæåíû êîí-

ñòðóêòèâíûå âàðèàíòû ìåòîäîâ óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, îá-

îñíîâàíû óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîä-
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õîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-

íûìè ïðîèçâîäíûìè.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà îäíà èç çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïîïóëÿöèåé,

ðàñïðåäåëåííîé ïî âîçðàñòó. Ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è íåñòàíäàðòíûì

êðàåâûì óñëîâèåì, çàäàþùèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òîëüêî ÷òî ðî-

äèâøèõñÿ ÷ëåíîâ ïîïóëÿöèè. Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîä÷èíåííàÿ èí-

òåãðàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ òèïà ðàâåíñòâà è óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè,

çàäàåò âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðîæàþùèõ îñîáåé. Íà îñíîâå ìåòîäèêè

ãëàâû 3 ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ âàðèàöèÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ, îáåñ-

ïå÷èâàþùàÿ âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé. Ïîëó÷åíî íåêëàññè÷åñêîå íåîáõî-

äèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ÷èñëåííîãî ìå-

òîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû

÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé, ïÿòîé ãëàâå ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìå-

òîäîâ, òåîðåòè÷åñêèå ñõåìû êîòîðûõ îïèñàíû â ãëàâå 3. Â êà÷åñòâå èëëþ-

ñòðàòèâíîãî ïðèìåðà âûáðàíà îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëü-

íîãî ïðîôèëÿ ãðàâèòàöèîííîé âîëíû ïî èçâåñòíûì äàííûì íàáëþäåíèé

â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïðîâåäåíà èíòåðïðåòàöèÿ ýòîé îáðàòíîé

çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

â êëàññå ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ïîä÷èíåííûõ àìïëèòóä-

íûì îãðàíè÷åíèÿì èëè âûòåêàþùèì èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èíòåãðàëü-

íûì îãðàíè÷åíèÿì. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà àëãîðèòìè÷å-

ñêîì ÿçûêå Ñ++ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû MATLAB 5.2/6.1. Äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷ ïðåäëîæåíà ñïå-

öèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Ñïåöèôèêà çà-

äà÷è ïîçâîëèëà ïîñòðîèòü ïðÿìîóãîëüíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ðàçíîñò-
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íóþ ñåòêó. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ âõîä-

íûõ äàííûõ, íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ è âèäàõ îãðàíè÷åíèé ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíû ñåðèåé òàáëèö è ðèñóíêîâ. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ âûáîðà

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà, ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû è ïîäõîäû îòêðûâà-

þò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé è ññûëîê. Âñå

âåêòîðû â ôîðìóëàõ ñ÷èòàþòñÿ ñòîëáöåâûìè. Äëÿ çàïèñè ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ x è y ïðèìåíÿþòñÿ óãëîâûå ñêîá-

êè: 〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi. Â êàæäîé ãëàâå ôîðìóëû, óòâåðæäåíèÿ, òåîðåìû è

ò.ä. èìåþò äâîéíóþ íóìåðàöèþ: ïåðâîå ÷èñëî � íîìåð ïóíêòà, âòîðîå �

ïîðÿäêîâûé íîìåð ôîðìóëû, óòâåðæäåíèÿ, òåîðåìû è ò.ä. â ýòîì ïóíê-

òå. Òàêàÿ äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ âíóòðè ãëàâû. Ïðè ññûëêàõ

íà ôîðìóëû èç äðóãîé ãëàâû ïðèìåíÿåòñÿ òðîéíàÿ íóìåðàöèÿ: ïåðâîå

÷èñëî � íîìåð ãëàâû, âòîðîå � íîìåð ïóíêòà â ýòîé ãëàâå, òðåòüå � íî-

ìåð ôîðìóëû â ýòîì ïóíêòå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå

âûíåñåí â êîíåö ðàáîòû.

Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â ìîíîãðàôèþ, ïîëó÷åíû àâòîðîì

ïðè ðàáîòå â êà÷åñòâå èñïîëíèòåëÿ ïî ñëåäóþùèì ïðîåêòàì:

� èíèöèàòèâíûå íàó÷íûå ïðîåêòû ÐÔÔÈ 94-01-01559, 96-01-00359, 99-

01-00400, 02-01-00243, 05-01-00187;

� ïðîåêòû ìåæäóíàðîäíîãî êîíêóðñà ÐÔÔÈ-Áåëîðóññêîãî ôîíäà

ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 00-01-81130-Áåë2000, 2000-2001 ãã.; 02-

01-81001-Áåë2002, 2002-2004 ãã.;

� ïðîåêò ðåãèîíàëüíîãî êîíêóðñà ÐÔÔÈ-Êàì÷àòêà 97-01-96011-ï "Èñ-

ñëåäîâàíèå îáðàòíîé ïðîáëåìû ïðîãíîçèðîâàíèÿ âîëí öóíàìè ìåòîäàìè
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îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ", 1997-1999 ãã.;

� ïðîãðàììà "Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè"(ïðîåêòû 990345, 2000-2001 ãã.;

ÓÐ03.01.008, 2002-2003 ãã.; óð.03.01.002, 2004 ã.; óð.03.01.064, 2005 ã.);

� ãðàíò Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ ÌÄ-

989.2005.1.

Àâòîð ïîñâÿùàåò ýòó ðàáîòó ïàìÿòè îñíîâàòåëÿ èðêóòñêîé øêîëû îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïåðâîãî çàâåäóþùåãî êàôåäðîé ìåòîäîâ îïòè-

ìèçàöèè Èðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïðîôåññîðà Î.Â.Âà-

ñèëüåâà, ñêîðîïîñòèæíî ñêîí÷àâøåãîñÿ 24 îêòÿáðÿ 2002 ã. Îëåã Âëàäè-

ìèðîâè÷ Âàñèëüåâ èíèöèèðîâàë èññëåäîâàíèÿ àâòîðà â îáëàñòè çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè,

îêàçûâàë ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó ñâîèìè ñîâåòàìè è âíèìàíèåì.

Àâòîð ñ÷èòàåò ñâîèì äîëãîì ïîáëàãîäàðèòü çàâåäóþùåãî êàôåäðîé

ìàòåìàòèêè Áàéêàëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ýêîíîìèêè è

ïðàâà ïðîôåññîðà Â.À.Äûõòó, âçÿâøåãî íà ñåáÿ òðóä ïðî÷åñòü ïåðâî-

íà÷àëüíóþ ðóêîïèñü ðàáîòû è ñäåëàâøåãî öåëûé ðÿä êîíñòðóêòèâíûõ

ïðåäëîæåíèé ïî åå èçìåíåíèþ. Àâòîð ïðèçíàòåëåí äèðåêòîðó Èíñòèòóòà

ìàòåìàòèêè è ýêîíîìèêè, çàâåäóþùåìó êàôåäðîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòå-

ìàòèêè è ìåõàíèêè Èðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïðîôåñ-

ñîðó Â.À. Ñðî÷êî, äîöåíòó êàôåäðû ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè Èðêóòñêîãî

ãîñóíèâåðñèòåòà Â.À. Òåðëåöêîìó çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è ïî-

ëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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Ãëàâà 1

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÌÈ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌÈ ÑÂßÇßÌÈ ÍÀ
ÃÐÀÍÈÖÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñè-

ñòåìîé, â êîòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óïðàâëÿå-

ìûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîïóñòèìûå

óïðàâëåíèÿ âûáèðàþòñÿ èç êëàññà îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà çàäà÷ ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ïîòî÷å÷íîãî

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà àíàëèçå ëàãðàíæèàíà

çàäà÷è, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè. Îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìå-

íåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîöåäóð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ðàçðà-

áîòàííûõ â Èðêóòñêîì óíèâåðñèòåòå. Ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð âàðèàí-

òîâ ïðîöåäóð ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ðàçëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáà-

ìè ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ.

Èññëåäóåòñÿ âàðèàíò ëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû è ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

çàâèñÿùèìè îò óïðàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ïîëó÷åíû äâà ñèììåòðè÷íûõ âàðèàíòà íåêëàññè÷åñêèõ òî÷íûõ (áåç îñòà-

òî÷íîãî ÷ëåíà) ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà. Íà èõ îñíîâå

äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âàðèàöè-
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îííîãî òèïà è îñóùåñòâëåíà ðåäóêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê çíà÷èòåëüíî

áîëåå ïðîñòûì çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Èññëåäîâàíèå ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïðèâåëî ê

äâóì óæå íåñèììåòðè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Íåêëàññè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè-

ðàùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîçâîëèëè â îäíîì ñëó÷àå ñâåñòè èñõîäíóþ

çàäà÷ó ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà â ñèñòåìå

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à âî âòîðîì ñëó÷àå � ê

çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà â ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

1.1. ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÎÉ
ÇÀÄÀ×È

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ âî âñåé êíèãå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè

â ñèñòåìàõ ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x, s, t), (1.1)

(s, t) ∈ Π = (s0, s1)× (t0, t1).

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: S =

[s0, s1], T = [t0, t1], Π̄ = [s0, s1] × [t0, t1] = S × T. Ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî x = x(s, t) � n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ñèñòåìà (1.1) çàïèñàíà â èíâàðèàíòíîì âèäå, òî åñòü ìàòðèöà êîýôôè-

öèåíòîâ A(s, t) ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî íåâûðî-

æäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ïîëóëèíåé-

íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èíâàðèàíòíîé

ôîðìå [145]. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

ai = ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n, ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ çíàêîïîñòîÿííû â
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ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè:

ai(s, t) > 0, i = 1, 2, . . . ,m1;

ai(s, t) = 0, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2;

ai(s, t) < 0, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n.

Ñîñòàâèì äâå äèàãîíàëüíûå ïîäìàòðèöû: A+(s, t) ðàçìåðíîñòè m1 ×m1

è A−(s, t) ðàçìåðíîñòè (n−m2)× (n−m2) èç ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-

òåëüíûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöûA ñîîòâåòñòâåííî. Èç âåêòîðà

ñîñòîÿíèÿ x = x(s, t) âûäåëèì äâà ïîäâåêòîðà: x+ = (x1, x2, . . . , xm1
) è

x− = (xm2+1, xm2+2, . . . , xn), ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöà-

òåëüíûì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A.

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ è ñòàð-

òîâûõ óïðàâëåíèé, âõîäÿùèõ â íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ ñèñòåìû (1.1)

ïðè ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è

óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè íà ãðàíèöå îáëàñòè Π.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïîñòàíîâêå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ îïèñàòü èñïîëüçóåìîå ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøå-

íèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷.

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé íàèáîëåå

îáùàÿ ôîðìà ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé, ê êîòîðîé ñâîäÿòñÿ

âñå âèäû íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå,

èìååò âèä

x(s, t0) = p(s), s ∈ S, (1.2)

x+(s0, t) = M(t)x−(s0, t) + g(1)(t), t ∈ T,

x−(s1, t) = N(t)x+(s1, t) + g(2)(t), t ∈ T. (1.3)

ÇäåñüM(t) è N(t) � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè m1× (n−m2)

è (n−m2)×m1 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå ìû áóäåì íàêëàäûâàòü íà ïàðàìåòðû çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íå òîëüêî

êëàññè÷åñêîãî (íåïðåðûâíîãî è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî) ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.3) [145], íî è äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøå-

íèÿ èç êëàññà W 1
2 (Π) [141, 149].

Â îñíîâó ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëîæåíû ðàçëè÷-

íûå ïîäõîäû: èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ìåòîäû èñêóññòâåííîé

âÿçêîñòè, ñïîñîá ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ,

àïïàðàò òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ïîíÿòèå ïîòåíöèàëà ðåøåíèé è

äð. [1, 44, 46, 89, 110, 111, 115, 135, 145, 226, 241]. Îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿ

èñïîëüçóåìûõ â äàííîé ðàáîòå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ, íàèáîëåå ïðèåìëåì èçëàãàåìûé íèæå ïîäõîä ê ïîíÿòèþ

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòèêè ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà,

îïðåäåëÿåìûå èç îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ds

dt
= ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n. (1.4)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîçíà÷íî çàôèêñèðîâàòü õàðàêòåðèñòèêó äîñòàòî÷íî

óêàçàòü òî÷êó (η, α) ∈ Π̄, ÷åðåç êîòîðóþ îíà ïðîõîäèò. Ïîýòîìó äàëåå äëÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.4) ïðèìåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå s = s(i)(η, α; t).

Î÷åâèäíî, ÷òî s(i)(η, α;α) = η. Â ñèëó ãëàäêîñòè ai(s, t) òàêèå ôóíêöèè

ñóùåñòâóþò, åäèíñòâåííû, íåïðåðûâíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

â Π̄. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå óðàâíåíèå (1.4) ïîðîæäàåò â Π̄ ñåìåéñòâî

èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ s = s(i)(η, α; t), êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ i�ûì ñåìåé-

ñòâîì õàðàêòåðèñòèê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû (1.1).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ïî Ñîáîëåâó âåêòîð-

ôóíêöèè x(s, t) ∈ L1,loc(Π) (ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé â Π) ïî ïîëþ íà-

ïðàâëåíèé, çàäàâàåìîìó ñåìåéñòâîì èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñèñòåìû
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(1.4), íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ DAx(s, t) ∈ L1,loc(Π), óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫
Π

∫
〈x, rt + (Ar)s〉 ds dt = −

∫
Π

∫
〈DAx, r〉 ds dt

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è ôèíèòíîé â Π̄ n�ìåðíîé

âåêòîð-ôóíêöèè r(s, t).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ x(s, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â

Π̄, òî ó íåå ñóùåñòâóåò è îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ DAx = xt + Axs, i

�àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ïðî-

èçâîäíóþ âäîëü i�îé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé. Òàêîé æå âèä èìååò è

îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè x ∈ W 1
2 (Π).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç HA(Π) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé x èç

L2(Π), îáëàäàþùèõ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé DAx èç L2(Π), ñî ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì

〈x, y〉HA(Π) =
∫
Π

∫
(〈x, y〉+ 〈DAx,DAy〉) ds dt.

Ïðîñòðàíñòâà òàêîãî òèïà áûëè ââåäåíû Â.Ñ.Âëàäèìèðîâûì â ðàáîòå

[41]. Èõ ñâîéñòâà èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [120, 141]. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè,

÷òî ìíîæåñòâî C1(Π̄) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Π̄ ôóíêöèé âñþ-

äó ïëîòíî â HA(Π).

Îïðåäåëåíèå 1.2.Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1)�(1.3) áó-

äåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ x ∈ HA(Π), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïî÷òè âñþäó â

Π ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

DAx = f(x, s, t) (1.5)

è èìåþùóþ ñëåäû x|t=t0, x|s=s0, x|s=s1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

(1.2), (1.3).

Â ðàáîòå [141] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ â êëàññå HA(Π) ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
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1) Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai(s, t) ìàòðèöû A(s, t) íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìû â Π̄.

2) Ýëåìåíòû ìàòðèö M(t) è N(t) â (1.3) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå T .

3) p ∈ L2(s0, s1), g(1) ∈ L2(t0, t1), g(2) ∈ L2(t0, t1).

4) Ôóíêöèÿ f(x, s, t) äëÿ âñåõ x ∈ En êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìà ïî

(s, t) íà Π è äëÿ ïî÷òè âñåõ (s, t) ∈ Π óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

ïî x ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà x ∈ En è (s, t) ∈ Π.

5) Ôóíêöèÿ f äëÿ êàæäîãî R > 0 íåïðåðûâíà ïî t â ñðåäíåì êâàäðà-

òè÷íîì íàΠ ðàâíîñòåïåííî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ôóíêöèé z ∈ L2(Π),

‖z‖L2(Π) ≤ R, òî åñòü äëÿ êàæäîãî R > 0 âåëè÷èíà

max
‖z‖L2(Π)≤R

max
|α|≤γ

∫
Π

∫
‖f(z(s, t), s, t+ α)− f(z(s, t), s, t)‖2

En ds dt

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè γ −→ 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â [141] èñïîëüçóåòñÿ ìå-

òîä àïïðîêñèìàöèè âõîäíûõ äàííûõ p, g(1), g(2), f,M(t), N(t) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòÿìè áîëåå ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ òåì, ÷òîáû îòâå÷àþùèå èì ðå-

øåíèÿ xn ïðèíàäëåæàëè êëàññó W 1
2 (Π). Ðåøåíèå èç HA(Π) ïîëó÷àåòñÿ

êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn â ïðîñòðàíñòâå HA(Π). Îòìåòèì, ÷òî

íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ 5, ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàíà òîëüêî ñ òåõíèêîé äîêà-

çàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ðàáîòû [110, 111, 117, 179, 180] ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è (1.1)�(1.3) ïðè âõîäíûõ äàííûõ èç ïðîñòðàíñòâ L∞.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó (s, t) ∈ Π è âûïóñòèì èç íåå âñå õàðàêòåðèñòèêè

ξ = s(i)(s, t; τ), i = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü (ξ(i)(s, t), τ (i)(s, t)) � íà÷àëüíûå

òî÷êè õàðàêòåðèñòèê, òî åñòü ïðèíàäëåæàùèå ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà

Π òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà τ õàðàêòåðèñòèêè ïî-

ïàäàþò âíóòðü îáëàñòè Π. Ñîîòâåòñòâåííî, ïóñòü (ξ̄(i)(s, t), τ̄ (i)(s, t)) � êî-
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íå÷íûå òî÷êè õàðàêòåðèñòèê, à Ti(s, t) = [τ (i)(s, t), τ̄ (i)(s, t)]. Îáîçíà÷èì

÷åðåç A∞(Π) ïðîñòðàíñòâî n�ìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé x ∈ L∞(Π), êîòî-

ðûå ìîæíî òàê èñïðàâèòü íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû, ÷òî ïîñëå ýòîãî

äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n ôóíêöèÿ xi(s(i)(s, t; τ), τ) àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íà ïî τ íà Ti(s, t) è îáëàäàåò îáîáùåííîé ïî Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíîé

Dixi =
∂xi
∂τ

∈ L∞(Ti(s, t))

âäîëü õàðàêòåðèñòèê i-ãî ñåìåéñòâà.

Òåîðåìà 1.1 ([110, 111, 117, 179, 180]). Ïóñòü â íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷å (1.1)�(1.3)

1) äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai(s, t) ìàòðèöû A(s, t) íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìû â Π̄;

2) ýëåìåíòû ìàòðèö M(t), N(t) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå T ;

3) p ∈ L∞(S), g(1) ∈ L∞(T ), g(2) ∈ L∞(T );

4) f(x, ., .) ∈ L∞(Π) ïðè ôèêñèðîâàííûõ x ∈ En;

5) ñóùåñòâóþò íåóáûâàþùèå ôóíêöèè K1(β) è K2(β) äåéñòâè-

òåëüíîãî ïåðåìåííîãî β, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Xβ =

{x ∈ En : ‖x‖En < β} , β < ∞ ïðè ïî÷òè âñåõ (s, t) ∈ Π ñïðàâåäëè-

âû îöåíêè

‖f(x, s, t)‖ ≤ K1(β) <∞; ‖fx(x, s, t)‖ ≤ K2(β) <∞ (1.6)

(íîðìû â (1.6) � åâêëèäîâû).

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ x ∈ A∞(Π), êîòîðàÿ:

à) èìååò â Π îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ

DAx = (D1x1, D2x2, . . . , Dnxn);

á) óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó â Π ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (1.5);
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â) èìååò ñëåäû x|t=t0 ∈ L∞(S), x|s=s0 ∈ L∞(T ), x|s=s1 ∈ L∞(T ),

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.2), (1.3);

ã) èìååò ñëåäû x|t=t̄ ∈ L∞(S), x|s=s̄ ∈ L∞(T ) ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

âñåõ t̄ ∈ T, s̄ ∈ S;

ä) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

xi(s, t) = xi(ξ
(i)(s, t), τ (i)(s, t)) +

t∫
τ (i)(s,t)

fi(x(ξ, τ), ξ, τ)|ξ=s(i)(s,t;τ) dτ (1.7)

(s, t) ∈ Π; i = 1, 2, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.7)

ñàìà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

[32, 145, 176, 180]. Åñëè ñèñòåìà (1.1) èìååò êëàññè÷åñêîå (íåïðåðûâíîå è

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå), òî ê (1.7) ïðèõîäèì ïðîñòûì

èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé (1.1) íà îòðåçêàõ [τ (i), t] âäîëü ñîîòâåòñòâó-

þùèõ õàðàêòåðèñòèê ξ = s(i)(s, t; τ). Îáðàòíî, íåïîñðåäñòâåííûì äèô-

ôåðåíöèðîâàíèåì ãëàäêèõ ðåøåíèé (1.7) ìîæíî ïîëó÷èòü (1.1). Òàêèì

îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ (1.1) è èíòåãðàëüíàÿ (1.7) ñèñòåìû ýêâè-

âàëåíòíû â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè èìåþò êëàññè÷åñêîå (íåïðåðûâíîå è

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå) â Π ðåøåíèå x = x(s, t).

Â äàííîé êíèãå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (1.7) ðåøåíèÿ áóäåò òðå-

áîâàòüñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âîçìóùåíèé ñîñòîÿ-

íèÿ ïðîöåññà, âûçâàííûõ âàðèàöèÿìè óïðàâëåíèÿ òîãî èëè èíîãî âèäà.

Ïðè ïîëó÷åíèè óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå îáîá-

ùåííûé âàðèàíò ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Òåîðåìà 1.2 ([141, 180]). Ïóñòü x è y � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ïðî-

ñòðàíñòâà A∞(Π), ∂Π � ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà Π. Òîãäà
∫
Π

∫
〈y(s, t), DAx(s, t)〉 ds dt =
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=
∫
∂Π

〈y(s, t), x(s, t)〉 ds− 〈y(s, t), A(s, t)x(s, t)〉 dt−

−
∫
Π

∫
〈DAy(s, t) + As(s, t)y(s, t), x(s, t)〉 ds dt. (1.8)

1.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Äëÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1.1) ðàññìîòðèì óïðàâëÿå-

ìûå íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëî-

âèÿ ïðè t = t0 è s = s1 ôèêñèðîâàíû:

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S, (2.1)

x−(s1, t) = q(t), t ∈ T. (2.2)

Êðàåâûå óñëîâèÿ íà äðóãîé áîêîâîé ãðàíèöå (s = s0) ïðÿìîóãîëüíèêà

îïðåäåëÿþòñÿ èç óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé

∂x+(s0, t)

∂t
= g(x+(s0, t), u(t), t), t ∈ T,

x+(s0, t0) =
(
x0(s0)

)+
. (2.3)

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé âûáåðåì ñîâîêóïíîñòü

îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ íà îòðåçêå T r-ìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé

u = u(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî÷òè âñþäó íà ýòîì îòðåçêå îãðàíè÷åíèþ

òèïà âêëþ÷åíèÿ

u(t) ∈ U, t ∈ T, (2.4)

ãäå U � êîìïàêò èç ïðîñòðàíñòâà Er.

Öåëüþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ

ôóíêöèîíàëà

J(u) =
∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt, (2.5)
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îïðåäåëåííîãî íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1.1), (2.1)�(2.3) ïðè äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2.4).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó óïðàâëåíèþ u = u(t), íåîáõîäè-

ìî:

� ïîäñòàâèòü óïðàâëåíèå u â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.3) è ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó

Êîøè äëÿ îïðåäåëåíèÿ x+(s0, t);

� ðåøèòü ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (1.1) ñ èçâåñòíûìè çíà-

÷åíèÿìè x+(s0, t), t ∈ T ; x(s, t0), s ∈ S; x−(s1, t), t ∈ T ; ôàêòè÷åñêè,

ìû èìååì ÷àñòíûé ñëó÷àé óñëîâèé (1.2)�(1.3) ñM(t) = 0, N(t) = 0; êîì-

ïîíåíòû ôóíêöèè x çàêðåïëÿþòñÿ â íà÷àëüíûõ òî÷êàõ ("òî÷êàõ âõîäà")

õàðàêòåðèñòèê.

Çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1), (2.1)�(2.5) ðàññìîòðèì ïðè

ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

1) äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

â Π̄;

2) âåêòîð-ôóíêöèè x0(s) è q(t) íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî íà S è T

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ:

q(t0) =
(
x0(s1)

)−
;

3) âåêòîð-ôóíêöèè f(x, s, t), g(x+, u, t) è ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ϕ(x, s),

F (x, s, t) íåïðåðûâíû ïî ñâîèì àðãóìåíòàì è èìåþò íåïðåðûâíûå è îãðà-

íè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x ñîîòâåòñòâåííî íà En × S × T ,

Em1 × U × T , En × S, En × S × T .

Îòìåòèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿåìûå èç ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (2.3), ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè íà T ôóíêöèÿìè. Â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò
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åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1), (2.1)�

(2.3) èç êëàññà íåïðåðûâíûõ â Π ôóíêöèé, îáëàäàþùåå îáîáùåííîé ïðî-

èçâîäíîé DAx = (D1x1, D2x2, . . . , Dnxn), êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé

Dixi íåïðåðûâíà âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî i�ãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê

[145, 95]. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ êîìïîíåíòà xi = xi(s, t) îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ x íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà âäîëü ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè

i�ãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå 3 äàííîãî ïóíêòà íà âåêòîð-

ôóíêöèþ f(x, s, t) ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå æåñòêèì, ÷åì ïðåäïîëî-

æåíèå 5 òåîðåìû 1.1. Ýòî òðåáóåòñÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà

ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èçëîæåííîãî â ïóíêòå 1.5 íà-

ñòîÿùåé ãëàâû.

Ïàðó ôóíêöèé {u, x} áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì ïðîöåññîì, åñëè

óïðàâëåíèå u = u(t) äîïóñòèìî, à x = x(s, t) � ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó

óïðàâëåíèþ îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (2.1)�(2.3).

1.3. ÔÎÐÌÓËÀ ÏÐÈÐÀÙÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ

Èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1), (2.1)�(2.5) ïðî-

âåäåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ

öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà íà äâóõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññàõ {u, x} è {ũ =

u + ∆u, x̃ = x + ∆x}. Ñòàâøèé óæå êëàññè÷åñêèì ìåòîä ïðèðà-

ùåíèé Ë.È.Ðîçîíîýðà [146] ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â ðàññìàòðèâàåìîé çà-

äà÷å íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè òèïà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííà ëîêàëüíîñòü ôîðìó-

ëû ïðèðàùåíèÿ � îñòàòî÷íûå ÷ëåíû îöåíèâàþòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíó, õàðàê-

òåðèçóþùóþ ìàëîñòü ìåðû îáëàñòè èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ óïðàâëå-

íèÿ. Äëÿ äâóõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â õîäå äàëüíåé-
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øåãî èçëîæåíèÿ áóäóò ïîëó÷åíû íåñòàíäàðòíûå òî÷íûå (áåç îñòàòî÷íûõ

÷ëåíîâ) ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ.

Íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêîãî âàðèàíòà ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ. Îáîçíà÷èì

∆J(u) = J(ũ)− J(u). Î÷åâèäíî, ÷òî

∆J(u) =
∫
S

∆ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
Π

∫
∆F (x, s, t) ds dt. (3.1)

Ôóíêöèÿ ∆x = ∆x(s, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è:

DA∆x = ∆f(x, s, t), (s, t) ∈ Π; (3.2)

∆x(s, t0) = 0, s ∈ S; ∆x−(s1, t) = 0, t ∈ T ;

∆x+
t (s0, t) = ∆g(x+(s0, t), u(t), t), t ∈ T, (3.3)

∆x+(s0, t0) = 0.

Çäåñü

∆f(x, s, t) = f(x̃, s, t)− f(x, s, t),

∆g(x+(s0, t), u(t), t) = g(x̃+(s0, t), ũ(t), t)− g(x+(s0, t), u(t), t).

Ïðîäåëàåì ðÿä äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé, îáû÷íî èñïîëüçóå-

ìûõ ïðè âûâîäå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Â ôîðìóëå (3.1)

� äîáàâèì íóëåâûå ñëàãàåìûå
∫
T

〈p(t),∆x+
t (s0, t)−∆g(x+(s0, t), u(t), t)〉 dt

è ∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x−∆f(x, s, t)〉 ds dt,

ãäå ψ(s, t) = (ψ1(s, t), ψ2(s, t), . . . , ψn(s, t)); p(t) = (p1(t), p2(t), . . . , pm1
(t))

� íåêîòîðûå, ïîêà íåîïðåäåëåííûå âåêòîð-ôóíêöèè, èìåþùèå òàêèå æå
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àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà, êàê è ôóíêöèè (s, t) → x(s, t), t → x+(s0, t)

ñîîòâåòñòâåííî; ýòà îïåðàöèÿ ðàâíîñèëüíà ââåäåíèþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà

â ðàññìàòðèâàåìîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å;

� ïðèìåíèì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê ñëàãàåìûì
∫
T

〈p(t),∆x+
t (s0, t)〉 dt,

∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x〉 ds dt;

ïðè ýòîì îáîáùåííàÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (1.8) äëÿ âòî-

ðîãî èíòåãðàëà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x〉 ds dt =

=
∫
S

(〈ψ(s, t1),∆x(s, t1)〉 − 〈ψ(s, t0),∆x(s, t0)〉) ds−

−
∫
T

(〈ψ(s0, t), A(s0, t)∆x(s0, t)〉 − 〈ψ(s1, t), A(s1, t)∆x(s1, t)〉) dt−

−
∫
Π

∫
〈DAψ + As(s, t)ψ(s, t),∆x(s, t)〉 ds dt, (3.4)

� ââåäåì ôóíêöèè Ïîíòðÿãèíà

H(ψ, x, s, t) = 〈ψ(s, t), f(x, s, t)〉 − F (x, s, t),

h(p, x+, u, t) = 〈p(t), g(x+(s0, t), u(t), t)〉;

� ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå ∆ϕ(x, s) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà;

� çàìåòèâ, ÷òî

∆h(p, x+, u, t) = ∆ũh(p, x
+, u, t) + ∆x̃+h(p, x+, ũ, t),

ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèÿ ∆x̃+h(p, x+, ũ, t) è ∆H(ψ, x, s, t) =

H(ψ, x̃, s, t) − H(ψ, x, s, t) òàêæå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà,

âûäåëèâ ëèíåéíóþ ÷àñòü îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà;
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� ïîòðåáóåì, ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèè ψ = ψ(s, t) è p = p(t) ÿâëÿ-

ëèñü ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (óñëîâèå ñòàöèîíàðíî-

ñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî ñîñòîÿíèþ):

DAψ + As(s, t)ψ = −Hx(ψ, x, s, t), (s, t) ∈ Π,

ψ(s, t1) = −ϕx(x(s, t1), s), s ∈ S, (3.5)

ψ−(s0, t) = 0, ψ+(s1, t) = 0, t ∈ T ;

ṗ = −hx(p, x+(s0, t), u, t)− A+(s0, t)ψ
+(s0, t), t ∈ T,

p(t1) = 0. (3.6)

Òîãäà ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ïðèìåò âèä

∆J(u) = −
∫
T

∆ũh(p(t), x
+(s0, t), u(t), t) dt+ η, (3.7)

ãäå

η =
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds−
∫
T

[
oh(‖∆x+(s0, t)‖) +

+ 〈∆ũhx+(p(t), x+(s0, t), u(t), t),∆x
+(s0, t)〉

]
dt− (3.8)

−
∫
Π

∫
oH(‖∆x(s, t)‖) ds dt.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (3.2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

γ(t) = max
(ξ,τ)∈Π(t)

‖∆x(ξ, τ)‖ ≤ K
∫
T

‖∆ũg(x
+(s0, t), u(t), t)‖ dt, (3.9)

Π(t) =
{
(ξ, τ) ∈ Π̄ : τ ≤ t

}
.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé âàðèàíò (1.7) ñèñòåìû (1.1)

∆xi(s, t) = ∆xi(ξ
(i)(s, t), τ (i)(s, t)) +

t∫
τ (i)(s)

∆fi(x(ξ, τ), ξ, τ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ=s(i)(s,t;τ)

dτ,

(3.10)
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ãäå (ξ(i)(s, t), τ (i)(s, t)) � íà÷àëüíàÿ òî÷êà õàðàêòåðèñòèêè ξ = s(i)(s, t; τ),

è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

γ+(t) = max
t0≤τ≤t

‖∆x+(s0, τ)‖. (3.11)

Òàê êàê ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (3.2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà

ïî x ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé L > 0, òî ñ ó÷åòîì (3.10), (3.11) è óñëîâèé

∆x−(s1, t) = 0, ∆x−(s, t0) = 0, èìååì îöåíêè

|∆xi(s, t)| ≤ γ+(t) + L
t∫

t0

γ(τ) dτ, i = 1, 2, . . . ,m1;

|∆xi(s, t)| ≤ L
t∫

t0

γ(τ) dτ, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n.

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ íåðàâåíñòâ íå çàâèñÿò îò íîìåðîâ i è îò ïåðåìåííîé

s, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

γ(t) ≤
√
n γ+(t) + L

√
n

t∫
t0

γ(τ) dτ. (3.12)

Äàëåå, èç (3.3) ñëåäóåò, ÷òî

‖∆x+(s0, t)‖ ≤ L1

t∫
t0

‖∆x+(s0, τ)‖ dτ+

+
t∫

t0

‖∆ũg(x
+(s0, τ), u(τ), τ)‖ dτ,

ãäå L1 � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèè g(x+, u, t). Èç ýòîãî íåðàâåí-

ñòâà ïîëó÷èì

γ+(t) ≤ L1

t∫
t0

γ+(τ) dτ +
t∫

t0

‖∆ũg(x
+(s0, τ), u(τ), τ)‖ dτ.

Îòñþäà ïî ëåììå Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà èìååì

γ+(t) ≤ L2

t∫
t0

‖∆ũg(x
+(s0, τ), u(τ), τ)‖ dτ, L2 = eL1 (t1−t0).
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Ïîäñòàâèì ýòî íåðàâåíñòâî â (3.12) è ïîâòîðíî ïðèìåíèì ëåììó Ãðîíó-

îëëà � Áåëëìàíà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó (3.9), â êîòîðîé

K =
√
nL2 e

(
√
nL(t1−t0)).

Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ (3.7)�(3.8) è îöåíêà ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (3.9)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíûå ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ïîèñêà

óïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè.

1.4. ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà íà èãîëü÷à-

òîé âàðèàöèè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âàðèàöèè

âûáåðåì òî÷êó τ ∈ (t0, t1], ÷èñëî ε ∈ (0, τ − t0], âåêòîð ū ∈ U . Îòðå-

çîê âàðüèðîâàíèÿ (τ − ε, τ ] öåëèêîì ëåæèò â T . Èãîëü÷àòóþ âàðèàöèþ

óïðàâëåíèÿ u = u(t) çàäàäèì â âèäå:

∆u(t) =

 ū− u(t), t ∈ (τ − ε, τ ],
0, t ∈ T \ (τ − ε, τ ].

(4.1)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.9) äëÿ îöåíêè ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, âû-

çâàííîãî äàííîé âàðèàöèåé óïðàâëåíèÿ, è îöåíèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí (3.8)

â ôîðìóëå (3.7) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

| η | ≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫
S

o(ε)ds

∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣
∫
T

o(ε)dt

∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Π

∫
o(ε) ds dt

∣∣∣∣∣∣∣+

+
τ∫

τ−ε
‖∆ũgx+(x+(s0, t), u(t), t)‖ · ‖p(t)‖ · ‖∆x+(s0, t)‖ dt.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè gx+(x+(s0, t), u(t), t) è p(t) îãðàíè÷åíû íà îòðåçêå

T , òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî

η ∼ o(ε).
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Òîãäà îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà íà

èãîëü÷àòîé âàðèàöèè óïðàâëåíèÿ (4.1) èìååò âèä

∆J(u) = J(u+ ∆u)− J(u) =

= −
τ∫

τ−ε
∆ũh(p(t), x

+(s0, t), u(t), t) dt+ o(ε). (4.2)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà òèïà êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü {u∗, x∗} � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å (1.1),

(2.1)�(2.5). Òîãäà ýòîò ïðîöåññ óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó íà T óñëî-

âèþ ìàêñèìóìà

h(p∗(t), x+∗(s0, t), u
∗(t), t) = max

u∈U
h(p∗(t), x+∗(s0, t), u, t), (4.3)

ãäå p∗(t) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (3.5)�(3.6) ïðè x = x∗(s, t),

u = u∗(t).

Çàìå÷àíèå 4.1. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êðà-

åâûå óñëîâèÿ íà ïðàâîé áîêîâîé ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà Π ôèêñèðîâà-

íû. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ

êðàåâûå óñëîâèÿ íà ïðàâîì êîíöå òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ èç óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

x−t (s1, t) = q(x−(s1, t), w(t), t), t ∈ T,

x−(s1, t0) = [x0(s1)]
−,

w(t) ∈ W, t ∈ T.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [32] äëÿ çàäà÷è (1.1),

(2.1)�(2.5), â êîòîðîé ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) ñîäåðæàò ðàñïðåäåëåí-

íûå óïðàâëåíèÿ, ïðèíöèï ìàêñèìóìà íåòðóäíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó-

÷àé ðàñïðåäåëåííîãî óïðàâëåíèÿ è ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíîå ïîòî÷å÷íîå

óñëîâèå ìàêñèìóìà ôóíêöèè H.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíî-âûïóêëûé âàðèàíò çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ (1.1), (2.1)�(2.5), â êîòîðîì ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåì (1.1) è (2.3) ëè-

íåéíû ïî ñîñòîÿíèþ:

f(x, s, t) = B(s, t)x+ d(s, t),

g(x+(s0, t), u(t), t) = G(t)x+(s0, t) + ḡ(u(t), t),

à ôóíêöèè F (x, s, t), ϕ(x, s) âûïóêëû ïî x.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ëèíåéíî-âûïóêëîãî âàðèàíòà çàäà÷è îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ (1.1), (2.1)�(2.5) óñëîâèå ìàêñèìóìà (4.3) ÿâëÿåòñÿ íåîá-

õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà {u∗, x∗}.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíî: äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ (3.7) íà ïðîöåññå, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ ìàê-

ñèìóìà è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí (3.8) â ýòîé ôîðìóëå

íåîòðèöàòåëåí â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Ýòè äîâîëüíî ñòàíäàðòíûå äëÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü ïî ñôåðå ïðèìåíèìî-

ñòè, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåííûì â [57] ïîäõîäîì ê îáðàùåíèþ

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïóñòèìûé ïðîöåññ {u∗, x∗} óäîâëåòâîðÿåò óñè-

ëåííûì óñëîâèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷å

(1.1),(2.1)� (2.5).

Óñëîâèå MH. Äëÿ ïî÷òè âñåõ (s, t) ∈ Π̄ âåêòîð x∗(s, t) ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì çàäà÷è

H(ψ∗(s, t), x, s, t)− 〈Hx(ψ
∗(s, t), x∗(s, t), s, t), x〉 → max, x ∈ En.

1Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Â.À.Äûõòå, îáðàòèâøåìó âíèìàíèå íà ýòó âîçìîæíîñòü ïîëó-

÷åíèÿ áîëåå òîíêèõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.
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Óñëîâèå Mh. Äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ T ïàðà âåêòîðîâ (u∗(t), x∗
+

(s0, t))

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

h(p∗(t), x+, u, t)−
〈
hx(p

∗(t), x∗
+

(s0, t), u
∗(t), t), x+

〉
→ max,

x+ ∈ Em1, u ∈ U.

Óñëîâèå MB (ãðàíè÷íîå óñëîâèå). Äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ S âåêòîð

x∗(s, t1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

ϕ(x, s) + 〈ψ(s, t1), x〉 → min, x ∈ En.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ψ∗(s, t), p∗(t) � ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷

(3.5), (3.6) ïðè x = x∗(s, t), u = u∗(t).

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ Mh ñëåäóåò âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

(4.3) íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèç-

âîëüíîñòüþ x+ ∈ Em1 è ïîëîæèòü x+ = x∗
+

(s0, t).

Òåîðåìà 4.3. Åñëè äîïóñòèìûé ïðîöåññ {u∗, x∗} óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì MH, Mh è MB, òî îí îïòèìàëåí â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷å.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí çàäà÷è (1.1),(2.1)� (2.5) â

åñòåñòâåííîé ôîðìå:

L(x, u, ψ∗, p∗) = J(u) +
∫
Π

∫
〈ψ∗(s, t), DAx− f(x, s, t)〉 ds dt+

+
∫
T

〈
p∗(t), ẋ+(s0, t)− g(x+(s0, t), u, t)

〉
dt.

Íà ëþáîì äîïóñòèìîì ïðîöåññå îí ñîâïàäàåò ñ J(u), à ñ ïîìîùüþ èí-

òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì L ëåãêî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó

âèäó:

L(x, u, ψ∗, p∗) =
∫
S

[ϕ(x(s, t1), s) + 〈ψ∗(s, t1), x(s, t1)〉] ds−
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−
∫
T

[
h(p∗(t), x+(s0, t), u(t), t) +

〈
ṗ∗(t), x+(s0, t)

〉]
dt−

−
∫
Π

∫
[H(ψ∗(s, t), x(s, t), s, t) + 〈DAψ

∗ + As(s, t)ψ
∗(s, t), x(s, t)〉] ds dt+

+
〈
p∗(t1), x

+(s0, t1)
〉
−
〈
p∗(t0), x

+(s0, t0)
〉
−

−
∫
S

〈ψ∗(s, t0), x(s, t0)〉 ds+
∫
T

[〈ψ∗(s1, t), A(s1, t)x(s1, t)〉 −

− 〈ψ∗(s0, t), A(s0, t)x(s0, t)〉] dt.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèè ψ∗(s, t) è p∗(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ (3.5), (3.6). Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå êàæäîå èç ñêà-

ëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

〈ψ∗, Ax〉 =
〈
ψ∗

+

, A+x+
〉

+
〈
ψ∗

−
, A−x−

〉
.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

L(x, u, ψ∗, p∗) =
∫
S

[ϕ(x(s, t1), s) + 〈ψ∗(s, t1), x(s, t1)〉] ds−

−
∫
T

[
h(p∗(t), x+(s0, t), u(t), t)−

〈
hx(p

∗(t), x∗
+

(s0, t), u
∗(t), t), x+(s0, t)

〉]
dt−

−
∫
Π

∫
[H(ψ∗(s, t), x(s, t), s, t)− 〈Hx(ψ

∗(s, t), x∗(s, t), s, t), x〉] ds dt−

−
〈
p∗(t0), (x

0(s0))
+
〉
−
∫
S

〈
ψ∗(s, t0), x

0(s)
〉
ds+

+
∫
T

〈
ψ∗

−
(s1, t), A

−(s1, t)q(t)
〉
dt.

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè òðè ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ íà âñåõ äîïóñòèìûõ

ïðîöåññàõ ñîâïàäàþò, à âûïîëíåíèå óñèëåííûõ óñëîâèé ìàêñèìóìà ãà-

ðàíòèðóåò, ÷òî ñóììà òðåõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà

òðîéêå ôóíêöèé (u∗(t), x∗(s, t), x∗
+

(s0, t)), åñëè ýòó ñóììó ðàññìàòðèâàòü

íà âñåâîçìîæíûõ òðîéêàõ ôóíêöèé (u(t), x(s, t), x+(s0, t)) ñî ñâîéñòâàìè

êîìïîíåíò äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ (äàæå áåç ó÷åòà äèôôåðåíöèàëüíûõ
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ñâÿçåé çàäà÷è). Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà L = J íà äîïóñòèìûõ ïðî-

öåññàõ, è âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 4.3. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû çäåñü èñïîëüçîâàëè ïîäõîä

èç [57] íå â ïîëíîé îáùíîñòè, èáî, êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, íàèáîëåå

ãèáêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìó-

ìà èñïîëüçóþò öåëîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû, íå îáÿ-

çàòåëüíî óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè. Â ïðèâåäåííîé

âåðñèè òåîðåìó 4.3 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîäõîäÿùèì îáðàçîì

àäàïòèðîâàííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ Â.Ô.Êðîòîâà [48, 49, 57, 132], â

êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ïàðà ëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ (x(s, t) è x+(s0, t))

âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé òèïà Êðîòîâà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3 íå èñïîëüçóþò ïðåäïîëîæåíèé âîãíóòîñòè

ôóíêöèé Ïîíòðÿãèíà H, h ïî ñîñòîÿíèþ è óïðàâëåíèþ (èëè ïðåäïîëî-

æåíèé âîãíóòîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ ïî ñîñòîÿíèþ), êàê

òîãî òðåáóåò ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïî ñõåìå ðàáîòû [219]. Êàê

ñëåäñòâèå, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå ãèá-

êèìè.

1.5. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ

Èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû: ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíê-

öèîíàëà (3.7)� (3.8), îöåíêà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.9) îñòàòî÷íîãî

÷ëåíà â ýòîé ôîðìóëå ÷åðåç ìåðó îáëàñòè èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ è,

íàêîíåö, ïîòî÷å÷íûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà (4.3), ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü

â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè-

áëèæåíèé, ðàçðàáîòàííûå äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìà-

ìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [28, 30, 32, 34, 87, 90,

91, 104, 105, 106, 113, 127, 177, 237]. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ìî-

äèôèêàöèé ìåòîäîâ, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ âîçìîæíî â ðàññìàòðèâàåìîé
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çàäà÷å, èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå êîíñòðóêöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

wu(v, t) = ∆vh(p(t), x
+(s0, t), u(t), t) =

= h(p(t), x+(s0, t), v(t), t)− h(p(t), x+(s0, t), u(t), t),

ū(t) : wu(ū(t), t) = max
v∈U

wu(v, t), (5.1)

w̄u(t) = wu(ū(t), t) ≥ 0, t ∈ T, (5.2)

θu =
1

(t1 − t0)

∫
T

w̄u(t) dt. (5.3)

Î÷åâèäíî, åñëè θu = 0, òî äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t) óäîâëåòâîðÿåò

ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Íà áàçå óïðàâëåíèÿ u(t) ñòðîèòñÿ îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîå ñåìåéñòâî óïðàâëåíèé

uε(t) = u(t) + χε(t)(ū(t)− u(t)), t ∈ T, (5.4)

ãäå χε(t) ∈ L∞(T ) � ôóíêöèÿ âàðüèðîâàíèÿ, ïðèíèìàþùàÿ ëèøü äâà

çíà÷åíèÿ 0 èëè 1:

χε(t) =

 1, t ∈ Tu(ε),
0, t ∈ T \ Tu(ε).

Çäåñü Tu(ε) � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ èç îòðåçêà T ,

ìåðà êîòîðûõ ëèíåéíî çàâèñèò îò ε ∈ [0, 1].

Âîçìîæíîñòü óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðèíöèïó

ìàêñèìóìà, îñíîâàíà íà íåðàâåíñòâå

J(uε)− J(u) ≤ −
∫

Tu(ε)

w̄u(t)dt+M ε1+γ,

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

∆J(u) ≤ −
∫

Tu(ε)

∆uε
h(p(t), x+(s0, t), u(t), t)dt+M · ε1+γ, (5.5)

M ≥ 0, γ > 0.
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Óòâåðæäåíèå 5.1. Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê ïðåäïîëîæåíèÿì íà âõîä-

íûå äàííûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1), (2.1)�(2.5), ñôîð-

ìóëèðîâàííûì â ïóíêòå 1.2, ôóíêöèè fx(x, s, t), ϕx(x(s, t1), s),

Fx(x, s, t), gx(x
+(s0, t), u(t), t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x

ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò âûáîðà äîïóñòèìîãî

ïðîöåññà è ïåðåìåííûõ (s, t). Òîãäà äëÿ ëþáûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

u(t) è uε(t) âèäà (5.4) íåðàâåíñòâî (5.5) âûïîëíÿåòñÿ ïðè γ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà J(uε) −

J(u). Îáîçíà÷èì xε = xε(s, t) ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (2.1)�(2.3) ïðè óïðàâ-

ëåíèè uε = uε(t), ∆x(s, t) = xε(s, t)− x(s, t).

Òîãäà äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà (3.8) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ:

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) = 〈ϕx(x+ θ1 ∆x, s)− ϕx(x(s, t1), s),∆x(s, t1)〉,

oh(‖∆x+(s0, t)‖) = 〈hx+(p(t), x+ + θ2 ∆x+, uε(t), t)−

−hx+(p(t), x+(s0, t), uε(t), t),∆x
+(s0, t)〉,

oH(‖∆x(s, t)‖) = 〈Hx(ψ, x+ θ3 ∆x, s, t)−Hx(ψ, x, s, t),∆x(s, t)〉,

0 ≤ θi ≤ 1, i = 1, 2, 3.

Ïðèìåíèì óñëîâèÿ Ëèïøèöà è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ p(t)

îãðàíè÷åíà íà T . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà (3.8)

â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ

|η| ≤M ε2,

ãäå êîíñòàíòà M íå çàâèñèò îò âûáîðà äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ {u, x} è

{uε, xε}. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåð-

æäåíèÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáîâ âûáîðà ïàðàìåòðà ε, ìîãóò áûòü ïðåäëî-

æåíû äâà âàðèàíòà ìåòîäà.
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Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èç êëàññà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé

u0 = u0(t). Îïèøåì k�óþ èòåðàöèþ ìåòîäà, òî åñòü ïåðåõîä îò uk(t) ê

uk+1(t), k = 0, 1, 2, . . ..

Øàã 1. Ïî óïðàâëåíèþ uk íàéäåì ôóíêöèè x+k(s0, t) è pk(t), ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (2.3) è (3.5)�(3.6).

Øàã 2. Ðåøèâ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó (5.1) ïðè x+ = x+k(s0, t), p =

pk(t), íàéäåì óïðàâëåíèå ūk = ūk(t).

Øàã 3. Ïî óïðàâëåíèþ ūk(t), âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (5.2),

(5.3), âû÷èñëèì ôóíêöèþ w̄k(t) è ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè � ÷èñ-

ëî θk. Åñëè θk = 0, òî óïðàâëåíèå uk óäîâëåòâîðÿåò êîíå÷íîìåðíîìó

ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, è ðåøåíèå çàäà÷è äàííûì ìåòîäîì ïðåêðàùàåòñÿ.

Åñëè æå θk > 0, òî ñòðîèì ñåìåéñòâî óïðàâëåíèé ukε ïî ïðàâèëó (5.4), â

êîòîðîì ū = ūk, Tu(ε) = Tk(ε).

Øàã 4. Â ïåðâîì âàðèàíòå ìåòîäà ïàðàìåòð εk îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðå-

øåíèå çàäà÷è îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè

J(ukεk
) = min

ε∈[0,1]
J(ukε);

âî âòîðîì âàðèàíòå ìåòîäà øàã îïðåäåëÿåòñÿ èç ìåíåå æåñòêîãî óñëîâèÿ:

εk = δl, l = 0, 1, . . . ,

J(ukδl)− J(uk) ≤ −Nk θ
σ
k γ

γ + 1
δl. (5.6)

Çäåñü δ ∈ (0, 1) � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ïàðàìåòðîì ìåòîäà;

l � ìèíèìàëüíûé íîìåð, ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5.6); Nk

è σ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé

âàðüèðîâàíèÿ Tk(ε). Âòîðîé ñïîñîá ÷àñòî áûâàåò óäîáíåå ïðè ïðàêòè÷å-

ñêîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà.

Èòåðàöèÿ ìåòîäà çàâåðøàåòñÿ âûáîðîì â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðè-

áëèæåíèÿ óïðàâëåíèÿ uk+1 = ukεk
.
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà íà ñõîäèìîñòü àíàëîãè÷íû

ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòàõ [30, 32, 34, 113, 177], è ìîãóò áûòü

ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1), (2.1)�

(2.5):

1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5.5);

2) ôóíêöèîíàë J(u) îãðàíè÷åí ñíèçó íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèé;

3) îáëàñòè èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ Tk(ε) ïîäîáðàíû òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ìåòîäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
∫

Tk(ε)

w̄k(t)dt ≥ Nk θ
σ
k ε, ε ∈ [0, 1], (5.7)

Nk ≥ N > 0, k = 0, 1, . . . , σ ≥ 1.

Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîì äîïóñòèìîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè u0 =

u0(t) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé, ãåíåðèðóåìàÿ ìåòîäîì, ÿâëÿåò-

ñÿ ðåëàêñàöèîííîé è ñõîäèòñÿ â ñìûñëå

θk → 0, k →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî (5.5), ïîëîæèâ u = uk,

uε = ukε , Tu(ε) = Tk(ε). Óñèëèâ ýòî íåðàâåíñòâî çà ñ÷åò (5.7), áóäåì

èìåòü

J(ukε)− J(u) ≤ −
∫

Tk(ε)

w̄k(t) dt+M ε1+γ ≤

≤ −Nk θ
σ
k ε+M ε1+γ. (5.8)

Ôóíêöèÿ rk(ε) = −Nkθ
σ
kε + M ε1+γ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé ïîëî-

æèòåëüíîãî àðãóìåíòà ε è äîñòèãàåò ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â òî÷êå

ε∗k =

 Nk θ
σ
k

M (1 + γ)

1/γ

.
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (0,0) è (ε∗k, rk(ε
∗
k)), èìååò âèä

zk(ε) = −Nk θ
σ
k γ

1 + γ
· ε.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî õîðäà, ñòÿãèâàþùàÿ äâå òî÷êè ãðàôèêà âû-

ïóêëîé ôóíêöèè, ëåæèò íå íèæå ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè, óñèëèâàåì (5.8):

J(ukε)− J(u) ≤ −Nk θ
σ
k γ

1 + γ
ε, ε ∈ (0, ε∗k]

⋂
(0, 1].

Ðàññìîòðèì ïåðâûé âàðèàíò ìåòîäà, êîãäà âåëè÷èíà εk â øàãå 4 ìå-

òîäà âûáèðàåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè. Òîãäà

J(uk+1)− J(uk) ≤ −Nk θ
σ
k γ

1 + γ
min{1, ε∗k}. (5.9)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ðåëàêñàöèîííîñòü ìåòîäà: J(uk+1) ≤ J(uk). Èç

îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà âûòåêàåò ñõîäèìîñòü

lim
k−→∞

[
J(uk+1)− J(uk)

]
= 0.

Ïåðåõîäÿ â (5.9) ê ïðåäåëó ïðè k −→∞, ïîëó÷èì

θk −→ 0, k −→∞.

Äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà âûáîðà εk íà øàãå 4 ìåòîäà èçìåíåíèÿ â äî-

êàçàòåëüñòâå íåçíà÷èòåëüíû. Ïîñêîëüêó l � ìèíèìàëüíûé íîìåð, ïðè

êîòîðîì ñïðàâåäëèâî (5.6), òî äëÿ (l− 1) ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî.

Äàííûé ñëó÷àé âîçìîæåí ëèøü, åñëè

δl−1 > min{1, ε∗k},

à, ñëåäîâàòåëüíî,

δl > δ min{1, ε∗k}.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî â (5.6), èìååì

J(ukε)− J(u) ≤ −δ Nk θ
σ
k γ

1 + γ
min{1, ε∗k}.
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Äàííîå íåðàâåíñòâî îòëè÷àåòñÿ îò(5.9) ëèøü ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì δ

â ïðàâîé ÷àñòè, ÷òî íå âëèÿåò íà äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ.

Òåì ñàìûì òåîðåìà 5.1 äîêàçàíà.

Ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèÿ

ìíîæåñòâ Tk(ε), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (5.7). Äàäèì

êðàòêèé îáçîð ýòèõ ñïîñîáîâ.

Â [28, 113] ïðåäëîæåíî ñòðîèòü ìíîæåñòâî Tk(ε) â âèäå îáúåäèíåíèÿ

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îòðåçêîâ, âïèñàííûõ âî ìíîæåñòâî

Ωk(β) = {t ∈ T : w̄k(t) ≥ β θk},

ãäå β ∈ (0, 1] � ïàðàìåòð ìåòîäà. Â ñòàòüå [28] âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíî

íåðàâåíñòâî, îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî Tk(ε) â âèäå, ìåíåå îáùåì,

÷åì (5.7) ∫
Tk(ε)

w̄k(t) dt ≥ N θk ε. (5.10)

Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ëèáî ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà h > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò íîìåðà èòåðàöèè, ïðè êîòîðîì äëÿ

îáúåäèíåíèÿ îòðåçêîâ Tk(1) ⊂ Ωk(β) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåmesTk(1) ≥ h,

ëèáî â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèè w̄k(t) îãðàíè÷åíû ñâåðõó [32, 177].

Â ñòàòüå [177] ïðèâåäåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáëàñòåé âàðüèðîâàíèÿ

Tk(ε) ïóòåì âûäåëåíèÿ îòðåçêîâ íåâîçðàñòàíèÿ è íåóáûâàíèÿ ôóíêöèè

w̄k(t). Èäåÿ òàêîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà áûëà âûñêàçàíà â [34].

Â [104] ïðåäëîæåíà ñõåìà ìåòîäà ñ äâóìåðíîé âíóòðåííåé çàäà÷åé.

Â êà÷åñòâå îáëàñòåé âàðüèðîâàíèÿ âûáèðàëîñü äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî ìíîæåñòâ

Tk(τ, ε) = [τ − ε, τ + ε] ∩ T, τ ∈ T.

Â [105] ðåàëèçîâàíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.
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Àâòîðû ðàáîòû [237] ðàññìîòðåëè àêñèîìàòè÷åñêèé ïóòü ïîñòðîåíèÿ

ìíîæåñòâ Tk(ε). Ïðè ýòîì âûïîëíåíèå àêñèîì, èçëîæåííûõ â ðàáîòå,

âëå÷åò âûïîëíåíèå îïðåäåëÿþùåãî íåðàâåíñòâà (5.7). Îáðàòíîå âûïîë-

íÿåòñÿ íå âñåãäà.

Îïðåäåëåííîå çàâåðøåíèå ýòèì èññëåäîâàíèÿì ïîäâåäåíî â ðàáîòàõ

Â.À. Ñðî÷êî [153, 155], ãäå îáîñíîâàí îïòèìàëüíûé ñïîñîá âàðüèðîâàíèÿ

óïðàâëåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ âûáîðà ôóíêöèè χε(t) â (5.4), îáåñïå÷èâà-

þùåãî íàèñêîðåéøåå óáûâàíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Ìåðó ìíîæåñòâà

âàðüèðîâàíèÿ ε (t1 − t0) çàäàäèì â âèäå îãðàíè÷åíèÿ
∫
T

χε(t) dt = ε (t1 − t0), ε ∈ [0, 1]. (5.11)

Èç ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (3.7)�(3.8) è îöåíêè

îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, ïîëó÷åííîé íà îñíîâå íåðàâåíñòâà (3.9), ñëåäóåò, ÷òî

J(uε)− J(u) = δJ(u, uε, χε) + o(ε),

ãäå âàðèàöèÿ

δJ(u, uε, χε) = −
∫
T

χε(t) ∆uε
h(p(t), x+(s0, t), u(t), t) dt (5.12)

èìååò ïîðÿäîê ε. Â [153, 155] ðàññìîòðåíà çàäà÷à íà ìèíèìóì (5.12) ïî

ū ∈ U , χε = χε(t), ñëóæàùèõ ïàðàìåòðàìè èãîëü÷àòîé âàðèàöèè (5.4).

Ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ ū = ū(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

(5.1), è õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëîâèÿ

χε(t) =


0, w̄u(t) < λ,

1, w̄u(t) > λ,

0 èëè 1, w̄u(t) = λ.

Çäåñü λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, îïðåäåëÿåìûé èç óðàâíåíèÿ (5.11), êî-

òîðîå, êàê ïîêàçàíî â [153], ðàçðåøèìî ïðè ëþáûõ ε èç îòðåçêà [0, 1].

Ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ âàðüèðîâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëÿ-

þùåìó íåðàâåíñòâó â ôîðìå (5.10).
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Çàìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.11) â îáùåì ñëó-

÷àå íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå èçëîæåííîãî âûøå ðåçóëüòàòà ïðè

ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè áîëüøèíñòâà çàäà÷ íîñèò õàðàêòåð ðåêîìåíäàöèè

íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà ïî ïàðàìåòðó λ ∈ [ess inf
t∈T

w̄(t), ess sup
t∈T

w̄(t)]

óïðàâëåíèé

uλ(t) =


u(t), w̄u(t) < λ,

ū(t), w̄u(t) > λ,

u(t) èëè ū(t), w̄u(t) = λ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å âîçìîæíî òàêæå ïðèìå-

íåíèå àëãîðèòìîâ óëó÷øåíèÿ, îñíîâàííûõ íà êîíñòðóêòèâíîì èñïîëüçî-

âàíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå Â.Ô.Êðîòîâà [17].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1),

(2.1)� (2.5) ìîæíî ïðèìåíÿòü âåñü íàáîð äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ ìå-

òîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.6. ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ ÄËß
ÇÀÄÀ×, ËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÎ ÑÎÑÒÎßÍÈÞ

Ïîëó÷åííûé âûøå ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîãíî-

çèðóåìûì â çàäà÷å (1.1), (2.1)� (2.5). Èãîëü÷àòàÿ âàðèàöèÿ óïðàâëåíèÿ,

áëàãîäàðÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñâÿçè íà ãðàíèöå, âûçûâàåò ìàëîå ïî íîð-

ìå ïðîñòðàíñòâà C(T ) âîçìóùåíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå çàòåì

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî îáëàñòè Π. Ê çíà÷èòåëüíî áîëåå ïîëíûì è íåñòàí-

äàðòíûì ðåçóëüòàòàì ïðèâîäèò ðàññìîòðåíèå ÷àñòíîãî êëàññà çàäà÷ òèïà

(1.1), (2.1)� (2.5) ñ ëèíåéíûìè ïî ñîñòîÿíèþ ïðàâûìè ÷àñòÿìè äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è çàâèñÿùèìè îò óïðàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòàìè

ïðè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé

òîãî, ÷òî â çàäà÷å äàæå â ñëó÷àå ëèíåéíîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà íå

áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîñòàòî÷íîñòè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ñôîðìó-
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ëèðîâàííûå â òåîðåìå 4.2. Íåýôôåêòèâíûìè çäåñü îêàçûâàþòñÿ è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3. Êðîìå òîãî, ïðèìåíåíèå äëÿ òàêîé çàäà÷è

îáùèõ àëãîðèòìîâ ïóíêòà 1.5 ïðèâîäèò ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó, íà

êàæäîì øàãå êîòîðîãî íåîáõîäèìî íåîäíîêðàòíî èíòåãðèðîâàòü ñèñòå-

ìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íèæå äëÿ òàêîé, â öåëîì, íåëèíåéíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè äîêàçûâà-

þòñÿ íåîáõîäèìûå è îäíîâðåìåííî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

â ôîðìå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåò-

ñÿ íà äâóõ íåñòàíäàðòíûõ òî÷íûõ (áåç îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà) ôîðìóëàõ ïðè-

ðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, èñïîëüçóþùèõ ïðîâàðüèðîâàííîå ôà-

çîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èëè ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è. Ñëåäñòâèåì

âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ÿâëÿþòñÿ äâà âàðèàíòà ðåäóêöèè

ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷è ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îáûêíîâåí-

íûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.

1.6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1), (2.1)� (2.5) ôóíê-

öèè f(x(s, t), s, t), ϕ(x(s, t1), s), g(x+(s0, t), u(t), t) è F (x, s, t) ëèíåé-

íû ïî ñîñòîÿíèþ:

f(x, s, t) = B(s, t)x+ d(s, t),

g(x+(s0, t), u, t) = C(u(t), t)x+(s0, t) + b(u(t), t),

ϕ(x(s, t1), s) = 〈c(s), x(s, t1)〉,

F (x, s, t) = 〈b0(s, t), x(s, t)〉.

Çäåñü B(s, t) è C(u(t), t) � ìàòðè÷íûå ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè n × n è

m1 × m1 ñîîòâåòñòâåííî; d(s, t), c(s), b0(s, t) � n - ìåðíûå, b(u, t) � m1

- ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ:

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= B(s, t)x+ d(s, t), (6.1)
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(s, t) ∈ Π = S × T, S = [s0, s1], T = [t0, t1];

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S; (6.2)

x−(s1, t) = q(t), t ∈ T ; (6.3)
∂x+(s0, t)

∂t
= C(u(t), t)x+(s0, t) + b(u(t), t), t ∈ T ; (6.4)

x+(s0, t0) =
(
x0(s0)

)+
;

u(t) ∈ U, t ∈ T, U ⊂ Er; (6.5)

J(u) =
∫
S

〈c(s), x(s, t1)〉 ds+
∫
Π

∫
〈b0(s, t), x(s, t)〉 ds dt. (6.6)

Çàäà÷à (6.1)� (6.6) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèÿõ ïóíêòà 1.2.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à íå îòíîñèòñÿ ê êëàññó ëèíåéíî-âûïóêëûõ çà-

äà÷, äëÿ êîòîðûõ â ñèëó òåîðåìû 4.2 ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ íåîá-

õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ çàäà÷è (6.1)� (6.6) òðèâèàëüíî âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ MH è MB òåîðåìû 4.3, îäíàêî óñëîâèå Mh, âîîáùå ãîâîðÿ,

íå âûïîëíåíî.

1.6.2. Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ìàêñèìóìà. Ïîñòðîèì îòëè÷-

íûé îò êëàññè÷åñêîãî òî÷íûé âàðèàíò ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî

ôóíêöèîíàëà. Ðàññìîòðèì äâà äîïóñòèìûõ ïðîöåññà {u, x = x(s, t, u)},

{ũ = u + ∆u, x̃ = x(s, t, ũ) = x + ∆x}. Òîãäà ñèñòåìà äëÿ ïðèðàùåíèé

ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

DA∆x = B(s, t)∆x, (s, t) ∈ Π; (6.7)

∆x(s, t0) = 0, s ∈ S; ∆x−(s1, t) = 0, t ∈ T.

∆x+
t (s0, t) = C(ũ(t), t)x̃+(s0, t)− C(u(t), t)x+(s0, t)−

−∆b(u(t), t), t ∈ T, (6.8)

∆x+(s0, t0) = 0,
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ãäå ∆b(u(t), t) = b(ũ(t), t)− b(u(t), t).

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (6.8), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

C(ũ, t) x̃+(s0, t)− C(u, t)x+(s0, t) =

= ∆ũC(u(t), t)x̃+(s0, t) + C(u(t), t)∆x+(s0, t) (6.9)

è ñ ó÷åòîì (6.7) ïîëó÷èì ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà

∆J(u) = J(ũ)− J(u) =
∫
S

〈c(s),∆x(s, t1)〉 ds+

+
∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x−B(s, t)∆x(s, t)〉 ds dt+

+
∫
Π

∫
〈b0(s, t),∆x(s, t)〉 ds dt+

∫
T

〈p(t),∆x+
t (s0, t)−

−∆ũC(u(t), t)x̃+(s0, t)− C(u(t), t)∆x+(s0, t)−

−∆b(u(t), t)〉 dt, (6.10)

ãäå ψ(s, t) = (ψ1(s, t), ψ2(s, t), . . . , ψn(s, t)); p(t) = (p1(t), p2(t), . . . , pm1
(t))

� ïîêà ïðîèçâîëüíûå âåêòîð-ôóíêöèè, èìåþùèå òàêèå æå àíàëèòè÷åñêèå

ñâîéñòâà, êàê è ôóíêöèè (s, t) → x(s, t), t→ x+(s0, t) ñîîòâåòñòâåííî.

Â (6.10) ïðèìåíèì ê ñëàãàåìûì
∫
T

〈p(t),∆x+
t (s0, t)〉 dt;

∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x〉 ds dt

îáû÷íóþ è îáîáùåííóþ (1.8) ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïîëó÷èì

∆J(u) =
∫
S

〈c(s),∆x(s, t1)〉 ds+
∫
S

〈ψ(s, t1),∆x(s, t1)〉 ds−

−
∫
Π

∫
〈DAψ + Asψ +BTψ,∆x〉 ds dt+

+
∫
Π

∫
〈b0(s, t),∆x(s, t)〉 ds dt+

∫
T

[
〈A+(s1, t)ψ

+(s1, t),∆x
+(s1, t)〉−

−〈A+(s0, t)ψ
+(s0, t),∆x

+(s0, t)〉 − 〈A−(s0, t)ψ
−(s0, t),∆x

−(s0, t)〉−
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−〈ṗ(t),∆x+(s0, t)〉 − 〈p(t),∆ũC(u(t), t)x̃+(s0, t)+

+C(u(t), t)∆x+(s0, t) + ∆b(u(t), t)〉
]
dt+ 〈p(t1),∆x+(s0, t1)〉.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå îòêàæåìñÿ îò òðàäèöèîííîãî ïåðåõîäà ê íåâîç-

ìóùåííîìó çíà÷åíèþ ñîñòîÿíèÿ x+ = x+(s0, t, u) è ïîòðåáóåì, ÷òîáû

ôóíêöèè ψ(s, t) è p(t) = p(t, u) ÿâëÿëèñü ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñîïðÿ-

æåííîé çàäà÷è:

DAψ + Asψ = −BT (s, t)ψ + b0(s, t), (s, t) ∈ Π; (6.11)

ψ(s, t1) = −c(s), s ∈ S;

ψ+(s1, t) = 0, ψ−(s0, t) = 0, t ∈ T.

ṗ = −CT (u(t), t)p(t)− A+(s0, t)ψ
+(s0, t), t ∈ T ; (6.12)

p(t1) = 0.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà â

âèäå

∆J(u) = −
∫
T

〈p(t, u),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, ũ) + ∆b(u(t), t)〉 dt. (6.13)

Âòîðàÿ ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëó÷àåòñÿ â

ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ â (6.8) ñëåäóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ

C(ũ, t) x̃+ − C(u, t)x+ = ∆ũC(u(t), t)x+ + C(ũ, t)∆x+. (6.14)

Òîãäà

∆J(u) = −
∫
T

〈p(t, ũ),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, u) + ∆b(u(t), t)〉 dt. (6.15)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u(t) è ũ(t) ôîðìóëà

(6.15) ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíà èç (6.13) ôîðìàëüíîé çàìåíîé u íà ũ

è ũ íà u.
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Îòìåòèì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ôîðìóë (6.13), (6.15) îò ñòàíäàðò-

íîé ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (3.7)�(3.8), èñïîëüçîâàííîé ðàíåå ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà: ôîðìóëû (6.13), (6.15) ÿâëÿþòñÿ òî÷íû-

ìè (áåç îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ). Îäíàêî ïðè ýòîì ñèñòåìà (6.4) èëè ñèñòåìà

(6.12) èíòåãðèðóþòñÿ íà âîçìóùåííûõ óïðàâëåíèÿõ. Êàæäàÿ èç ôîðìóë

(6.13), (6.15) íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì

óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûå ñâîäÿò èñõîäíóþ çàäà÷ó ê ëèíåéíûì

ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â (6.13)

âñå ïàðû (ũ, x̃+) ñâÿçàíû ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (6.4), à â (6.15) ñèñòåìîé (6.12) ñâÿçàíû ïàðû (ũ, p(t, ũ)). Ñî-

îòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû åñòåñòâåííî íàçâàòü âàðèàöèîííûìè ïðèíöè-

ïàìè ìàêñèìóìà äëÿ ëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ãèïåð-

áîëè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, âûòåêàþùèõ èç

ôîðìóëû (6.13), ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ LP (y) ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé:

I(v) = −
∫
T

〈p(t, u), (C(v(t), t)− C(u(t), t))y(t, v)+

+ b(v(t), t)− b(u(t), t)〉 dt→ min,

ẏ = C(v(t), t)y + b(v(t), t), t ∈ T, (6.16)

y(t0) =
(
x0(s0)

)+
,

v(t) ∈ U, t ∈ T.

Çäåñü u(t), p(t, u) � ôèêñèðîâàííûå ôóíêöèè, y = y(t) � m1-ìåðíàÿ

ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ, v(t) � óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå òåì æå îãðà-

íè÷åíèÿì, ÷òî è óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ.
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Àíàëîãè÷íî, ôîðìóëà (6.15) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ñëåäó-

þùåé çàäà÷å LP (p):

Φ(v) = −
∫
T

〈p(t, v), (C(v(t), t)− C(u(t), t))x+(s0, t, u)+

+b(v(t), t)− b(u(t), t)〉 dt→ min,

ṗ = −CT (v(t), t)p− A+(s0, t)ψ
+(s0, t), t ∈ T, (6.17)

p(t1) = 0,

v(t) ∈ U, t ∈ T.

Çäåñü u(t), ψ+(s0, t), � ôèêñèðîâàííûå ôóíêöèè; x+(s0, t, u) � ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè (6.4) ïðè u = u(t); p = p(t) � m1-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿ-

íèÿ.

Òåîðåìà 6.1. (âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ìàêñèìóìà).Äëÿ îï-

òèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ ũ(t) â çàäà÷å (6.1)�(6.6) íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû óïðàâëåíèå ṽ = ũ(t) áûëî îïòèìàëüíûì â êàæäîé èç

çàäà÷ LP (y) è LP (p). Â ÷àñòíîñòè, ýòî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ

îïòèìàëüíîñòè èññëåäóåìîãî óïðàâëåíèÿ u(t).

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ôîðìóë (6.13), (6.15). Èç

ýòèõ æå ôîðìóë âûòåêàåò, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà â çà-

äà÷å (6.1)�(6.6) ðàâíî

J(ũ) = J(u) + I(ũ) = J(u) + Φ(ũ).

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî åñëè óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ýòîé òåîðåìû, ñâÿçàí-

íûå ñ çàäà÷åé LP (y), ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðèíöèïà Ëàãðàíæà (íàïðè-

ìåð, äåòàëèçèðóÿ ëàãðàíæèàí â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.3), òî äëÿ çà-

äà÷è LP (p) ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ è, ïî-âèäèìîìó, íàëè÷èå äâóõ ñèñòåì

îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîÿâëåíèé äâîéñòâåííîñòè â çàäà÷å

(6.1)�(6.6).
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1.6.3. Ðåäóêöèè çàäà÷ è ìåòîäû ðåøåíèÿ. Îáñóäèì êîíñòðóê-

òèâíûå îñîáåííîñòè ðåäóêöèé, âûòåêàþùèõ èç òåîðåìû 6.1, à òàêæå âîç-

ìîæíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû óëó÷øåíèÿ.

Èç ôîðìóëû (6.13) è ñîîòâåòñòâóþùåãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (6.1)-

(6.6) íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè.

1) Çàäàòü ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t). Âû÷èñëèòü ñî-

îòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå p = p(t, u) ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (6.12). Îò-

ìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî òàêæå íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (6.11),

êîòîðîå íå çàâèñèò îò âûáîðà äîïóñòèìîãî ïðîöåññà.

2) Ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6.16).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (6.1)-(6.6) íåîáõîäèìî

âñåãî ëèøü 2 ðàçà ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ïîèñê ψ = ψ(s, t) è ñîñòîÿíèÿ, ñîîò-

âåòñòâóþùåãî îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ).

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (6.1)-(6.6) íà îñíîâå ôîð-

ìóëû (6.15) è ñîîòâåòñòâóþùåãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì îïåðàöèÿì.

1) Çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t). Âû÷èñëÿþòñÿ

x+ = x+(s0, t, u) è ψ = ψ(s, t).

2) Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6.17). Òðóäîåìêîñòü ðåàëèçàöèè

äàííîé ñõåìû òà æå � äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåì äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à òàêæå ðåøåíèå ëèíåéíîé

ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî åñëè áû çàäà÷à (6.1)-(6.6) ðåøàëàñü èòåðà-
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öèîííûìè ïðîöåññàìè êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, èçëîæåííû-

ìè â ïóíêòå 1.4, òî íà êàæäîé èòåðàöèè ïðèõîäèëîñü áû íåîäíîêðàòíî

èíòåãðèðîâàòü ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó (6.1). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ

ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (6.16), (6.17), íà äàííûé ìîìåíò óæå

õîðîøî èçó÷åííûõ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåñü íàáîð äîñòàòî÷íî ýôôåê-

òèâíûõ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîäðîáíåå çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

(6.17). Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî ëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Åå õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ

ñèñòåìû çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü íåñòàíäàðòíûå ïðîöåäóðû, òàêæå îñíîâàííûå íà èäåÿõ òî÷-

íûõ ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ [2, 156, 157].

Äëÿ äâóõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ {v, p} è {ṽ = v + ∆v, p̃ = p + ∆p}

ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà èìååò âèä:

∆I(v) =
∫
T

∆vH(ξ(t, v), p(t, ṽ), v, t) dt, (6.18)

èëè

∆I(v) =
∫
T

∆vH(ξ(t, ṽ), p(t, v), v, t) dt (6.19)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ ξ = ξ(t) óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå óðàâ-

íåíèé

ξ̇ = C(v, t)ξ(t) + (C(v, t)− C(u, t))x+(s0, t, u), t ∈ T,

ξ(t0) = 0; (6.20)

à ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ H = H(ξ, p, v, t) � ýòî ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà äëÿ
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çàäà÷è (6.17):

H(ξ, p, v, t) = 〈ξ(t),−CT (v, t)p(t)− A+ψ+(s0, t)〉−

−〈p(t), (C(v, t)− C(u, t))x+(s0, t, u)〉. (6.21)

Ââåäåì îòîáðàæåíèå v∗(ξ, p, t) ñ ïîìîùüþ ýêñòðåìàëüíîãî ñîîòíîøå-

íèÿ

v∗(ξ, p, t) = arg min
v∈U

H(ξ, p, v, t), (6.22)

ãäå ξ ∈ Em1, p ∈ Em1, t ∈ T. Îáîçíà÷èì çà Dp(t) � ìíîæåñòâî äîñòèæè-

ìîñòè ôàçîâîé ñèñòåìû â ìîìåíò t ∈ T :

Dp(t) = {p(t, v), v ∈ U};

Dξ(t) � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû â ìîìåíò t ∈ T :

Dξ(t) = {ξ(t, v), v ∈ U}.

Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ v(t) â çàäà÷å (6.23) äîñòàòî÷íî

âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ñèììåòðè÷íîé ïàðû óñëîâèé

v(t) = v∗(ξ(t, v), p, t), p ∈ Dp(t), t ∈ T ; (6.23)

v(t) = v∗(ξ, p(t, v), t), ξ ∈ Dξ(t), t ∈ T. (6.24)

Ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû äâå ïðîöåäóðû óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ v.

Íà îñíîâå ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (6.18) (óñëîâèÿ (6.23)) ñòðîèòñÿ ïåð-

âàÿ ïðîöåäóðà óëó÷øåíèÿ:

1) ïî äàííîìó v íàéäåì ξ(t, v), t ∈ T ;

2) ñôîðìèðóåì ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå

ṽ∗(p, t) = v∗(ξ(t, v), p, t);

3) íàéäåì ðåøåíèå p(t), t ∈ T ôàçîâîé ñèñòåìû

ṗ = −CT (ṽ∗(p, t), t)p− A+ψ+(s0, t),
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p(t1) = 0 (6.25)

âìåñòå ñ óïðàâëåíèåì ṽ(t) = ṽ∗(p(t), t), t ∈ T.

Ñâîéñòâî óëó÷øåíèÿ âïîëíå î÷åâèäíî. Ïîñêîëüêó

ṽ(t) = v∗(ξ(t, v), p(t, ṽ), t),

òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ v∗ ïîëó÷àåì

∆ṽ(t)H(ξ(t, v), p(t, ṽ), v(t), t) ≤ 0, t ∈ T.

Îòñþäà íà îñíîâàíèè ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (6.18) çàêëþ÷àåì, ÷òî

∆ṽI(v) ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ v ïåðâàÿ ïðîöå-

äóðà óëó÷øåíèÿ âûðàáàòûâàåò óïðàâëåíèå ṽ ñî ñâîéñòâîì I(ṽ) ≤ I(v).

Ðàâåíñòâî ṽ(t) = v(t), t ∈ T îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíîå óïðàâëåíèå v(t) óäî-

âëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.

Ñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà óëó÷øåíèÿ ïîëó÷èòñÿ íà îñíîâå ôîðìóëû ïðè-

ðàùåíèÿ (6.19) (óñëîâèÿ (6.24)):

1) ïî äàííîìó v íàéäåì p(t, v), t ∈ T ;

2) ñôîðìèðóåì ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå

ṽ∗(ξ, t) = v∗(ξ, p(t, v), t);

3) íàéäåì ðåøåíèå ξ(t), t ∈ T ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ξ̇ = C(ṽ∗(ξ, t), t)ξ(t) + (C(ṽ∗(ξ, t), t)− C(u, t))x+(s0, t, u), t ∈ T,

ξ(t0) = 0 (6.26)

âìåñòå ñ óïðàâëåíèåì ṽ(t) = ṽ∗(ξ(t), t), t ∈ T.

Íà âûõîäå ïðîöåäóðû ïîëó÷èì äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå ñî ñâîéñòâîì

óëó÷øåíèÿ. Ñîâïàäåíèå ṽ(t) = v(t), t ∈ T îçíà÷àåò ïðèíöèï ìàêñèìóìà

äëÿ óïðàâëåíèÿ v = v(t).
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Â öåëÿõ êîððåêòíîñòè ïðîöåäóð åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðå-

øåíèå p(t) = p(t, ṽ) çàäà÷è Êîøè (6.25) â ïåðâîé ïðîöåäóðå è ðåøåíèå

ξ(t) = ξ(t, ṽ) çàäà÷è Êîøè (6.26) âî âòîðîé ïðîöåäóðå ñóùåñòâóþò íà T ,

ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå ṽ(t), t ∈ T â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåò-

ñÿ îãðàíè÷åííîé è èçìåðèìîé âåêòîð-ôóíêöèåé.

Ïî òðóäîåìêîñòè ðåàëèçàöèè âòîðàÿ ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íà ïåðâîé: è

â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå öåíà óëó÷øåíèÿ ñîñòàâëÿåò äâå çàäà÷è Êîøè

(äëÿ ôàçîâîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåì).

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ îáåèõ ïðîöåäóð ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ ðåà-

ëèçàöèÿ ñâÿçàíà ñ èíòåãðèðîâàíèåì ðàçðûâíûõ ïî ôàçîâûì èëè ñîïðÿ-

æåííûì ïåðåìåííûì ñèñòåì (6.25) èëè (6.26). Â ðàáîòàõ Â.À.Ñðî÷êî ñ

ñîàâòîðàìè [2, 156, 157] ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíàÿ íååäèíñòâåííîñòü ðå-

øåíèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàçðûâíûõ ñèñòåì, íå ÿâëÿåò-

ñÿ íåäîñòàòêîì. Íàîáîðîò, íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò â ðÿäå

ñëó÷àåâ óëó÷øàòü óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.

Àíàëîãè÷íàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäëîæåíà è äëÿ çàäà÷è

(6.16). Äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (6.16), (6.17) ìîãóò ïðèìå-

íÿòüñÿ è äðóãèå, ñòàâøèå óæå êëàññè÷åñêèìè, ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèÿ

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé.

1.7. ËÈÍÅÉÍÎ-ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òåïåðü ïî

êâàäðàòè÷íîìó êðèòåðèþ. Â òàêèõ çàäà÷àõ ðåàëèçàöèÿ èäåé ï.1.6 ïîòðå-

áóåò íå òîëüêî âåêòîðíûõ, íî è ìàòðè÷íûõ ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé.

1.7.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïåðâàÿ ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ.

Ïóñòü äîïóñòèìûé ïðîöåññ {u, x} ïîä÷èíåí íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å

(6.1)-(6.4) ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå (6.5). Öåëüþ çàäà÷è áóäåì
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ñ÷èòàòü ìèíèìèçàöèþ êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà

J(u) =
∫
S

(
〈c(s), x(s, t1)〉+

1

2
〈D(s)x(s, t1), x(s, t1)〉

)
ds+ (7.1)

+
∫
Π

∫ (
〈b0(s, t), x(s, t)〉+

1

2
〈Q(s, t)x(s, t), x(s, t)〉

)
ds dt→ min .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöû B(s, t), Q(s, t) è D(s) � äèàãîíàëüíûå,

ïðè÷åì ýëåìåíòû ìàòðèöû Q(s, t) è ôóíêöèÿ b0(s, t) íåïðåðûâíû ïî ñâî-

èì àðãóìåíòàì. Íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé î çíàêîîïðåäåëåííîñòè ìàòðèö

íå äåëàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì äâà äîïóñòèìûõ ïðîöåññà {u, x = x(s, t, u)} è {ũ =

u + ∆u, x̃ = x(s, t, ũ) = x + ∆x}. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

〈Gx̃, x̃〉 − 〈Gx, x〉 = 〈G∆x,∆x〉+ 2〈Gx,∆x〉,

âûïèøåì ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (7.1)

∆J(u) =
∫
S

〈c(s) +D(s)x(s, t1),∆x(s, t1)〉 ds+

+
1

2

∫
S

〈D(s) ∆x(s, t1),∆x(s, t1)〉 ds+

+
∫
Π

∫
〈Q(s, t)x(s, t) + b0(s, t),∆x(s, t)〉 ds dt+

+
1

2

∫
Π

∫
〈Q(s, t)∆x(s, t),∆x(s, t)〉 ds dt.

Äîáàâèì, êàê è ðàíåå, â ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ íóëåâûå ñëàãàåìûå
∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x−B(s, t)∆x(s, t)〉 ds dt,

∫
T

〈p(t),∆x+
t (s0, t)−∆ũC(u(t), t)x̃+(s0, t)−

−C(u(t), t)∆x+(s0, t)−∆b(u(t), t)〉 dt,
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à òàêæå
∫
Π

∫
〈Ψ(s, t)∆x(s, t), DA∆x−B(s, t)∆x(s, t)〉 ds dt,

∫
T

〈P (t)∆x+(s0, t),∆x
+
t (s0, t)−∆ũC(u(t), t)x̃+(s0, t)−

−C(u(t), t)∆x+(s0, t)−∆b(u(t), t)〉 dt,

ãäå ψ(s, t) è p(t) � ïîêà ïðîèçâîëüíûå âåêòîð-ôóíêöèè, Ψ(s, t) � äèàãî-

íàëüíàÿ, à P (t) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöû-ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè n× n è

m1 × m1 ñîîòâåòñòâåííî. Â äàííûõ ôîðìóëàõ ïðàâàÿ ÷àñòü (6.8) ïðåä-

ñòàâëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì (6.9).

Ê ñëàãàåìûì
∫
T

〈p(t),∆x+
t (s0, t)〉 dt,

∫
T

〈P (t)∆x+(s0, t),∆x
+
t (s0, t)〉 dt

ïðèìåíèì îáû÷íóþ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, à ê ñëàãàåìûì
∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x〉 ds dt,

∫
Π

∫
〈Ψ(s, t)∆x(s, t), DA∆x〉 ds dt

� åå îáîáùåííûé âàðèàíò (1.8). Ïîñëå ýòîãî ââåäåì ñîïðÿæåííûå çàäà÷è

DAψ + Asψ = −B(s, t)ψ + b0(s, t) +Q(s, t)x(s, t), (s, t) ∈ Π,

ψ(s, t1) = −c(s)−D(s)x(s, t1), s ∈ S, (7.2)

ψ+(s1, t) = 0, ψ−(s0, t) = 0, t ∈ T ;

ṗ = −A+(s0, t)ψ
+(s0, t)− CT (u(t), t)p,

p(t1) = 0; (7.3)

DAΨ + AsΨ = −2ΨB(s, t) +Q(s, t), (s, t) ∈ Π,

Ψ(s, t1) = −D(s), s ∈ S, (7.4)
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Ψ+(s1, t) = 0, Ψ−(s0, t) = 0, t ∈ T ;

Ṗ (t) = −A+(s0, t)Ψ
+(s0, t)− CT (u(t), t)P − PC(u(t), t),

P (t1) = 0. (7.5)

Ñèñòåìà (7.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé äëÿ äèàãî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ψ(s, t). Êà÷åñòâåííî (7.4) ñîâïàäàåò ñ ñè-

ñòåìîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (6.1) ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé êî-

ýôôèöèåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà íå çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ,

à, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøàåòñÿ âñåãî îäèí ðàç.

Îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

∆J(u) = −
∫
T

〈p(t, u) + P (t, u)(x+(s0, t, ũ)−

−x+(s0, t, u)),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, ũ) + ∆b(u(t), t)〉 dt. (7.6)

Ââîäÿ ôóíêöèè

ζ(t, u, x+(s0, t, ũ)) = p(t, u) + P (t, u) (x+(s0, t, ũ)− x+(s0, t, u)),

h(ζ, x+, u, t) = 〈ζ, C(u(t), t)x+(s0, t, u) + b(u(t), t)〉,

ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå òðàäèöèîííîé ôîðìå

∆J(u) = −
∫
T

∆ũh(ζ(t, u, x
+(s0, t, ũ)), x

+(s0, t, ũ), u(t), t) dt.

Ôîðìóëà (7.6) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû

(6.13). Îíà íå ñîäåðæèò îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ, íî ôèãóðèðóþùèå â íåé

çíà÷åíèÿ x+ = x+(s0, t, ũ) ïîäñ÷èòûâàþòñÿ íà óïðàâëåíèè ũ = u+∆u. Ïî

àíàëîãèè ñ ëèíåéíûì ñëó÷àåì ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè.
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1.7.2. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íóþ çàäà÷ó LQP (y) îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

I(v) = −
∫
T

〈p(t, u) + P (t, u) (y(t, v)− x+(s0, t, u)), (C(v(t), t)−

−C(u(t), t)) y(t, v) + b(v(t), t)− b(u(t), t)〉 dt→ min, (7.7)

ẏ = C(v(t), t)y + b(v(t), t), t ∈ T,

y(t0) =
(
x0(s0)

)+
,

v(t) ∈ U t ∈ T.

Çäåñü u(t) � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè â öåëåâîì ôóíêöèîíàëå çàäà÷è (7.7) âûäåëèì êâàäðà-

òè÷íóþ è ëèíåéíóþ ÷àñòè.

I(v) = −
∫
T

〈(C(v(t), t)− C(u(t), t))TP (t, u)y(t, v), y(t, v)〉 dt−

−
∫
T

〈(C(v(t), t)− C(u(t), t))T (p(t, u)− P (t, u)x+(s0, t, u))+

+P (t, u)(b(v(t), t)− b(u(t), t)), y(t, v)〉 dt−

−
∫
T

〈p(t, u)− P (t, u)x+(s0, t, u), b(v(t), t)− b(u(t), t)〉 dt.

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ â ïåðâîì èíòåãðàëå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà

â ñèììåòðè÷íóþ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé îïåðàöèè ñèììåòðèçàöèè.

Òåîðåìà 7.1. (âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Äëÿ îï-

òèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ ũ(t) â çàäà÷å (6.1)-(6.5), (7.1) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óïðàâëåíèå ṽ = ũ(t) áûëî îïòèìàëüíûì â çàäà÷å

LPQ(y).

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ

(7.6). Èç ýòîé æå ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöè-

îíàëà

J(ũ) = J(u) + I(ũ).
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Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü ñëåäóþ-

ùèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà èäåå ðåäóêöèè èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1) Çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t). Âû÷èñëÿåòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå x = x(s, t, u) íà÷àëüíî - êðàåâîé çàäà÷è

(6.1)-(6.4) äëÿ èñõîäíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðåøàþòñÿ ñîïðÿæåí-

íàÿ çàäà÷à (7.2) äëÿ ôóíêöèè ψ = ψ(s, t, u) è íåçàâèñÿùàÿ îò âûáîðà

óïðàâëåíèÿ çàäà÷à (7.4) äëÿ ôóíêöèè Ψ = Ψ(s, t). Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè (7.3), (7.5) äëÿ âåêòîðíîé è ìàòðè÷íîé ôóíêöèé

p = p(t, u), P = P (t, u).

2) Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà â ëè-

íåéíîé ïî ñîñòîÿíèþ ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (7.7).

Èòàê, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.1)-(6.5), (7.1) íåîáõîäèìî 3�4 ðàçà ïðî-

èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ïîèñê x = x(s, t, u),

ψ = ψ(s, t, u), Ψ = Ψ(s, t) è ïðè íåîáõîäèìîñòè x∗ = x∗(s, t, v∗)) è ðåøèòü

çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà â

ëèíåéíîé ïî ñîñòîÿíèþ ñèñòåìå, ñîäåðæàùåé m1 îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.7.3. Âòîðàÿ ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ. Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà âà-

ðèàíòå ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ, èñïîëüçóþùåì ïðåäñòàâëåíèå (6.14). Â

ñëó÷àå ëèíåéíîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà èñïîëüçîâàíèå äâóõ ñèììåò-

ðè÷íûõ âàðèàíòîâ ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ (6.13) è (6.15) ïðèâåëî ê äâóì,

âîîáùå ãîâîðÿ, ñèììåòðè÷íûì ðåçóëüòàòàì (çàäà÷è (6.16) è (6.17)). Â

ðàññìàòðèâàåìîì âàðèàíòå êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ïðèìåíå-

íèå âòîðîãî âàðèàíòà ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ïðèâîäèò ê àñèììåòðè÷íî-

ìó ðåçóëüòàòó. Ôîðìàëüíî âòîðîé âàðèàíò ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ìîæíî
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ïîëó÷èòü èç (7.6) ïåðåìåíîé ðîëåé u è ũ.

∆J(u) = −
∫
T

〈p(t, ũ) + P (t, ũ)(x+(s0, t, u)−

−x+(s0, t, ũ)),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, u) + ∆b(u(t), t)〉 dt. (7.8)

Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (7.8) çàòðóäíèòåëüíî, ïîñêîëüêó

â íåé ôèãóðèðóþò ðåøåíèÿ êàê èñõîäíîé, òàê è ñîïðÿæåííûõ íà÷àëüíî-

êðàåâûõ çàäà÷, âû÷èñëÿåìûå íà âîçìóùåííîì óïðàâëåíèè. Âûïîëíèì

ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé. Ââåäåì ôóíêöèþ

ζ(t, ũ, x+(s0, t, u)) = p(t, ũ) + P (t, ũ) (x+(s0, t, u)− x+(s0, t, ũ)).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ äàííóþ ôóíêöèþ ïî t ñ ó÷åòîì (7.3), (7.5), èìååì

ζ̇(t) = −A+(s0, t)
(
ψ+(s0, t, ũ)+

+Ψ+(s0, t)(x
+(s0, t, u)− x+(s0, t, ũ))

)
−

−CT (ũ(t), t)ζ − P (t, ũ)(∆ũC(u, t)x+(s0, t, u) + ∆b(u(t), t)),

ζ(t1) = 0.

Ââåäåì ôóíêöèþ

χ(s, t, ũ, u) = ψ(s, t, ũ) + Ψ(s, t)(x(s, t, u)− x(s, t, ũ)).

Ïðèìåíèâ ê äàííîé ôóíêöèè ñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð, ïîëó÷èì

DAχ+ Asχ = −B(s, t)χ+ b0(s, t) +Q(s, t)x(s, t, u),

χ(s, t1) = −c(s)−D(s)x(s, t1, u), (7.9)

χ+(s1, t) = 0, χ−(s0, t) = 0.

Èç (7.9) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ χ ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà èç

ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íå çàâèñèò îò âûáîðà ũ = ũ(t).
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Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äëÿ ôóíêöèè χ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

χ = χ(s, t, u).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïðåîá-

ðàçîâàíà ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∆J(u) = −
∫
T

〈ζ(t, ũ, x+(s0, t, u)),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, u)+

+∆b(u(t), t)〉 dt, (7.10)

ζ̇(t) = −A+(s0, t)χ
+(s, t, u)− CT (ũ(t), t)ζ−

−P (t, ũ)(∆ũC(u, t)x+(s0, t, u) + ∆b(u(t), t)),

ζ(t1) = 0; (7.11)

Ṗ (t) = −A+(s0, t)Ψ
+(s0, t)− CT (ũ(t), t)P − PC(ũ(t), t),

P (t1) = 0.

Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ (7.10) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîå è

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âèäà âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà è ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.1)-(6.5), (7.1).

1) Çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t). Âû÷èñëÿåòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå x = x(s, t, u) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

(6.1)-(6.4) äëÿ èñõîäíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðåøàþòñÿ íà÷àëüíî -

êðàåâàÿ çàäà÷à (7.9) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè χ = χ(s, t, u) è íåçàâèñÿ-

ùàÿ îò âûáîðà óïðàâëåíèÿ çàäà÷à (7.4) äëÿ ôóíêöèè Ψ = Ψ(s, t).

2) Íàõîäèòñÿ ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ëèíåé-

íîãî ïî ñîñòîÿíèþ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (7.10)

I(ũ) = J(ũ)− J(u) → min
ũ

â ëèíåéíîé ïî ñîñòîÿíèþ ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç m2
1 + m1 îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (7.11). Ïóñòü ũ∗ = ũ∗(t) � ðåøåíèå
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ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Èç ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (7.10) ñëåäóåò,

÷òî ýòî óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â èñõîäíîé çàäà÷è, ïðè÷åì

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà

J(ũ∗) = J(u) + I(ũ∗).

Èòàê, ïðèìåíåíèå ôîðìóë (7.6) è (7.8) ïîçâîëèëî ñâåñòè ðàññìàòðèâàå-

ìóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (6.1)-(6.5), (7.1) ê äâóì ðàçëè÷íûì

ïî ñòðóêòóðå çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Èñïîëüçîâàíèå (7.6) ïðèâîäèò ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å ìèíèìèçà-

öèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà â ñèñòåìå èç m1 ëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿ-

íèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðåçóëüòàòîì æå ïðè-

ìåíåíèÿ (7.8) ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîãî

ôóíêöèîíàëà â ñèñòåìå èç m2
1 +m1 ëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðè÷íîé

ôóíêöèè P = P (s, t) ÷èñëî îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé íà ñàìîì äåëå íåñêîëüêî ìåíüøå � (m2
1 + 3m1)/2). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ íåîáõîäèìî òàêæå ðåøèòü 3 íà÷àëüíî-êðàåâûå

çàäà÷è äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è â êîíöå ïðîèíòåãðèðî-

âàòü èñõîäíóþ ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ ïîèñêà ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî íàéäåííîìó îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ.

1.7.4. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Îòìåòèì õàðàêòåðíóþ îñî-

áåííîñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ê êîòîðûì ñâîäèòñÿ èññëåäóå-

ìàÿ çàäà÷à � âñå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ëèíåéíû ïî ñîñòîÿíèþ ñ çàâèñÿùèìè îò óïðàâëåíèÿ ìàòðèöàìè êîýôôè-

öèåíòîâ ïðè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò

èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ýôôåêòèâíûå ïîäõî-

äû, îñíîâàííûå íà íåêëàññè÷åñêèõ òî÷íûõ ôîðìóëàõ ïðèðàùåíèÿ öåëå-
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âûõ ôóíêöèîíàëîâ òåïåðü óæå â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñè-

ñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [73, 154, 156, 158].

Ñóùåñòâåííîé ÷åðòîé ýòèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ðàçðûâ-

íûõ ïî ôàçîâûì èëè ñîïðÿæåííûì ïåðåìåííûì ñèñòåì. Âîçìîæíûå

íååäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò â ðÿäå ñëó÷àåâ óëó÷øàòü íåîïòè-

ìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Äëÿ êâàä-

ðàòè÷íîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâî ìåòîäîâ çíà÷èòåëüíî óëó÷øà-

åòñÿ çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ, "ðåãóëÿðèçóþùèõ" äîáàâîê

[17, 156, 158].

Åñòåñòâåííûì æåëàíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå èçëîæåííîãî âû-

øå ïîäõîäà íà ñëó÷àé íåëèíåéíîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Â êà÷åñòâå

çàìå÷àíèÿ êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùåì ñëó÷àå.

Ïóñòü äîïóñòèìûé ïðîöåññ {u, x} ïîä÷èíåí íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-

÷å (6.1)�(6.4) ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå (2.5). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(u) =
∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt, (7.12)

â êîòîðîì ôóíêöèè ϕ = ϕ(x, s) è F = F (x, s, t) âîãíóòû ïî x.

Àíàëîã ôîðìóëû (6.13) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆J(u) = −
∫
T

〈p(t, u),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, ũ) + ∆b(u(t), t)〉 dt+

+
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds+
∫
Π

∫
oF (‖∆x(s, t)‖) ds dt, (7.13)

ãäå ôóíêöèÿ p = p(t, u) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (6.12), â

êîòîðîé ôóíêöèÿ ψ = ψ(s, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

DAψ + Asψ = −BT (s, t)ψ + Fx(x, s, t), (s, t) ∈ Π;

ψ(s, t1) = −ϕx(x(s, t1), s), s ∈ S; (7.14)
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ψ+(s1, t) = 0, ψ−(s0, t) = 0, t ∈ T.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò (6.11) ðåøåíèå çàäà÷è (7.14) çàâèñèò îò ñî-

ñòîÿíèÿ x = x(s, t), à, ñëåäîâàòåëüíî, è îò óïðàâëåíèÿ u = u(t).

Íàëè÷èå îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ â ôîðìóëå (7.13) íå ïîçâîëÿåò ðàñïðî-

ñòðàíèòü íà èññëåäóåìûé ñëó÷àé âûâîäû î âîçìîæíîñòè ñâåäåíèÿ èñõîä-

íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî íåïîëî-

æèòåëüíîñòü îñòàòêîâ â (7.13), âûçâàííàÿ âîãíóòîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ

èíòåãðàíòîâ (7.12), äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü íåëîêàëüíóþ ïðîöåäóðó

óëó÷øåíèÿ, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò ïðîöåäóðà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîèñêà,

èçëîæåííàÿ â ïóíêòå 1.5.

Îïèøåì îäíó èòåðàöèþ ìåòîäà. Ïóñòü íà k -îì øàãå íàéäåíî óïðàâëå-

íèå uk = uk(t). Îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè xk = x(s, t, uk) è ψk = ψ(s, t, uk),

ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿìè íà÷àëüíî - êðàåâûõ çàäà÷ (6.13)�

(6.3) è (7.14). Âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ pk = p(t, uk), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (6.12) ïðè u = uk(t). Ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

I(v) = −
∫
T

〈p(t, u), (C(v(t), t)− C(uk(t), t))y(t, v)+

+b(v(t), t)− b(uk(t), t)〉 dt→ min;

ẏ = C(v(t), t)y + b(v(t), t), (7.15)

y(t0) =
(
x0(s0)

)+
;

v(t) ∈ U, t ∈ T.

Ðåøåíèå ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ñëåäóþùå-

ãî ïðèáëèæåíèÿ uk+1 = uk+1(t). Íåïîëîæèòåëüíîñòü îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ

â (7.13) ãàðàíòèðóåò ðåëàêñàöèîííîñòü ïðîöåññà: J(uk+1) ≤ J(uk). Âû-

ïîëíåíèå ðàâåíñòâà J(uk+1) = J(uk) îçíà÷àåò, ÷òî óïðàâëåíèå uk(t) óäî-

âëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.
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Çàäà÷à (7.15) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷åé îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ C íå çàâèñèò îò óïðàâëå-

íèÿ, òî çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà. Â îáùåì æå ñëó÷àå äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû ñïåöèàëüíûå ïðîöåäóðû ïóíêòà 1.6.

Â ñëó÷àå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è âòîðîé âàðèàíò ôîðìóëû

ïðèðàùåíèÿ ïðèâåë ê íåñèììåòðè÷íîìó ðåçóëüòàòó. Äëÿ íåëèíåéíîãî

æå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà àíàëîã âòîðîãî âàðèàíòà ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ

(6.15) âîîáùå íå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâíûé âàðèàíò ïðîöåäó-

ðû óëó÷øåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñèììåòðè÷íûé âàðèàíò ôîðìóëû ïðèðà-

ùåíèÿ èìååò âèä:

∆J(u) = −
∫
T

〈p(t, ũ),∆ũC(u(t), t)x+(s0, t, u) + ∆b(u(t), t)〉 dt+

+
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds+
∫
Π

∫
oF (‖∆x(s, t)‖) ds dt.

Ôîðìàëüíî ñõåìà ïðîöåäóðû óëó÷øåíèÿ ñîâïàäàåò ñ èçëîæåííîé âûøå.

Îäíàêî íà êàæäîì øàãå ïðîöåäóðû íåîáõîäèìî ðåøàòü ñëåäóþùóþ âñïî-

ìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:

I(v) = −
∫
T

〈p(t, v), (C(v(t), t)− C(uk(t), t))x+(s0, t, u
k)+

+b(v(t), t)− b(uk(t), t)〉 dt→ min;

ṗ = CT (v(t), t)p(t)− A+(s0, t)ψ
+(s0, t, v),

p(t1) = 0;

v(t) ∈ U, t ∈ T.

Â ñèëó (7.14) ôóíêöèÿ ψ = ψ(s, t, v) çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ v = v(t).

Ïîýòîìó ðåøåíèå ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñîâïàäàåò ïî ñëîæíîñòè
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ñ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé

ñèñòåìîé.

Óêàæåì âîçìîæíûå îáëàñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âèäà (1.1), (2.1)�(2.5) âîçíèêàþò ïðè

èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåíîñîì (íàïðèìåð, çàãðÿçíåíèÿ,

èçëó÷åíèÿ è ò.ï.), ðàçâèòèåì âî âðåìåíè ñèñòåì, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííà

âîçðàñòíàÿ ñòðóêòóðà (íàïðèìåð, ïîïóëÿöèé, îñíîâíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ

ôîíäîâ è ò.ï.) [54, 123, 137, 156, 236]. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàñ-

ïðåäåëåííîé ñèñòåìû ãåíåðèðóþòñÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé îáûêíîâåí-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, îñöèëëÿòîð ýëåêòðîìàã-

íèòíûõ êîëåáàíèé â çàäà÷å ïåðåíîñà èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ [137]).

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê â äàííîé ðàáîòå áûëè ðàññìîòðåíû ïðî-

ñòåéøèå öåëåâûå ôóíêöèîíàëû. Âîçìîæíî èõ óñëîæíåíèå ïóòåì ââåäå-

íèÿ ÷ëåíîâ, çàâèñÿùèõ îò íåçàêðåïëåííûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

íà äðóãîé ãðàíèöå, è èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèõ óïðàâëåíèÿ u(t). Âîçìîæ-

íûìè öåëÿìè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ: äîñòèæåíèå çàäàííûõ çíà÷åíèé ôàçîâûõ

ïåðåìåííûõ â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà èëè íà äðóãîé ãðàíèöå (êâàä-

ðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë), ìèíèìèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé êîì-

ïîíåíò ñîñòîÿíèÿ (íàïðèìåð, óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ) â êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè, â çàäàííîé òî÷êå, èíòåãðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ïî âðåìåíè è ïðî-

ñòðàíñòâó (ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë) è ò.ï.
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Ãëàâà 2

ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ Ñ
ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÌÈ ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÛÌÈ
ÑÂßÇßÌÈ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ïîëóëèíåé-

íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè êîíå÷íîìåðíûõ (ïîòî÷å÷íûõ) ñâÿ-

çÿõ ìåæäó íà÷àëüíî-êðàåâûìè ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû è óïðàâëÿþùèìè

âîçäåéñòâèÿìè. Äîïóñòèìûå ãðàíè÷íûå è ñòàðòîâûå óïðàâëåíèÿ âûáè-

ðàþòñÿ èç êëàññà îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Â îòëè÷èå îò

çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå, â äàííîì ñëó÷àå íåñïðàâåä-

ëèâî óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïîòî÷å÷íîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Äîêàçûâàåòñÿ íåêëàññè÷åñêîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè òèïà âàðèàöèîí-

íîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ñìûñë ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå èëè ñòàðòîâîå óïðàâëåíèå ïî÷òè â

êàæäîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñïåöèàëüíîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, ïîñòðîåííîé íà ñåìåéñòâå õàðàêòåðèñòèê èñõîäíîé ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé ñèñòåìû. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå âàðèàöèîííîãî è äèôôåðåíöèàëü-

íîãî ïðèíöèïîâ ìàêñèìóìà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï

ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíî-

ñòè. Èçëàãàåòñÿ ñõåìà èòåðàöèîííîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà âàðèàöèîí-

íîì ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.
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2.1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé

ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x, s, t), (s, t) ∈ Π. (1.1)

Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà ïðèâåäåíà ê èíâàðèàíòíîìó âè-

äó, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A çíàêîïîñòîÿííû â Π̄, à èç âåê-

òîðà ñîñòîÿíèÿ x = (x1, x2, . . . , xn) âûäåëåíû äâà ïîäâåêòîðà: x+ =

(x1, x2, . . . , xm1
) è x− = (xm2+1, xm2+2, . . . , xn), m1 ≤ m2, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì ìàò-

ðèöû A.

Äëÿ ñèñòåìû (1.1) ïîñòàâèì óïðàâëÿåìûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(s, t0) = p(u(s), s), s ∈ S. (1.2)

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü óñëîâèÿ ïðè s = s0 è s = s1

ôèêñèðîâàííûìè:

x+(s0, t) = g(1)(t), x−(s1, t) = g(2)(t), t ∈ T. (1.3)

Ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü îãðàíè-

÷åííûõ è èçìåðèìûõ íà S âåêòîð-ôóíêöèé u = (u1(s), u2(s), . . . , ur(s)),

óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî÷òè âñþäó íà ýòîì îòðåçêå îãðàíè÷åíèþ

u(s) ∈ U, (1.4)

ãäå U � êîìïàêò èç ïðîñòðàíñòâà Er.

Êà÷åñòâî óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà îöåíèì ôóíêöèîíàëîì

J(u) =
∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
T

(ϕ0(x
−(s0, t), t)+

+ϕ1(x
+(s1, t), t)) dt+

∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt. (1.5)

82



Ïîñòàâèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè äàííîãî ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëåííîãî

íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1.1)�(1.3) ïðè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ òèïà âêëþ÷åíèÿ (1.4).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñü çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé s ÿâëÿåòñÿ îñüþ àáñöèññ, íàïðàâëåííîé âïðàâî, à îñü çíà÷åíèé íåçà-

âèñèìîé ïåðåìåííîé t � îñüþ îðäèíàò, íàïðàâëåííîé ââåðõ (ñì. òàêæå

ðèñóíîê 3.1). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ââåäåì ôóíêöèþ

Φ(x, s, t) =


ϕ0(x

−(s0, t), t), t ∈ T, s = s0;
ϕ(x(s, t1), s), s ∈ S, t = t1;
−ϕ1(x

+(s1, t), t), t ∈ T, s = s1.

(1.6)

Ïóñòü Ω � ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà Π̄, èç êîòîðîé èñêëþ÷åí îòðåçîê

{(s, t) ∈ E2 : s ∈ S, t = t0}. Òîãäà êðèòåðèé êà÷åñòâà (1.5) ìîæíî

çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå

J(u) =
∫
Ω

Φ(x, s, t)(ds+ dt) +
∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt,

ãäå îáõîä Ω â ïåðâîì èíòåãðàëå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1)�(1.5) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ñëå-

äóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

1) äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai(s, t), i = 1, 2, ..., n ìàòðèöû A íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â ïðÿìîóãîëüíèêå Π̄; áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî

ëþáûå äâå ôóíêöèè ai(s, t) è aj(s, t), i 6= j, ëèáî âñþäó ñîâïàäàþò, ëèáî

âñþäó ðàçëè÷íû â Π̄;

2) âåêòîð-ôóíêöèÿ p(u, s) íåïðåðûâíà ïî u ∈ U , îãðàíè÷åíà è èçìå-

ðèìà ïî s ∈ S;

3) âåêòîð-ôóíêöèè g(1)(t), g(2)(t) îãðàíè÷åíû è èçìåðèìû íà T ;

4) âåêòîð-ôóíêöèÿ f(x, s, t) è ñêàëÿðíûå ôóíêöèè F (x, s, t), ϕ(x, s),

ϕ0(x
−, t), ϕ1(x

+, t) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìå-

þò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x ñîîòâåò-

ñòâåííî íà En × S × T, En × S × T, En × S, En−m2 × T, Em1 × T.
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Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü (òåîðåìà 1.1

ïóíêòà 1.1), ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò è åäèí-

ñòâåííî îáîáùåííîå ðåøåíèå x = x(s, t) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1)-

(1.3), ïðèíàäëåæàùåå êëàññó îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ íà Π̄ ôóíêöèé.

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû xi = xi(s, t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíû âäîëü ñîîò-

âåòñòâóþùèõ i-ûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû (1.1).

Â äàëüíåéøåì äëÿ êîìïàêòíîñòè èçëîæåíèÿ ïîíàäîáèòñÿ îïåðàöèÿ

âûäåëåíèÿ èç ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà En êîìïîíåíò, îò-

âå÷àþùèõ ñîâïàäàþùèì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A. Áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.1) óïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì,

÷òî

a1(s, t) = a2(s, t) = . . . = ai1(s, t) > ai1+1(s, t) = ai1+2(s, t) = . . .

= ai2(s, t) > . . . > aiq−1+1(s, t) = aiq−1+2(s, t) = aiq(s, t),

q ≤ n, iq = n.

Ïóñòü b � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà En. Îáîçíà÷èì

b̄l = (bil−1+1, bil−1+2, . . . bil) ∈ Eil−il−1,

b̃l = (b1, b2, . . . , bil−1
, bil+1, . . . bn) ∈ En−il+il−1.

Â ñëó÷àå, åñëè âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A ðàçëè÷íû, ýòà

îïåðàöèÿ ïðåâðàùàåòñÿ ïðîñòî â âûäåëåíèå êîìïîíåíòû âåêòîðà b, ñî-

îòâåòñòâóþùåé âûáðàííîìó äèàãîíàëüíîìó ýëåìåíòó. Îáîçíà÷èì òàêæå

÷åðåç Ãl êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû A âû÷åðêèâàíè-

åì ñòðîê è ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì, ðàâíûì

ail, òî åñòü ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè il−1 + 1, il−1 + 2, . . . , il.

Äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ b, c ∈ En ïîä ïðÿìîé ñóììîé âåê-

òîðîâ b̄l è c áóäåì ïîíèìàòü âåêòîð d = b̄l+̇c ñ êîìïîíåíòàìè dk =

bk+ck, k = il−1+1, il−1+2, . . . , il è dk = ck, k = 1, 2, . . . , il−1, il+1, . . . , n.
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Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è (1.1)-(1.5).

2.2. ÎÖÅÍÊÀ ÏÐÈÐÀÙÅÍÈß ÑÎÑÒÎßÍÈß
ÍÀ ÈÃÎËÜ×ÀÒÎÉ ÂÀÐÈÀÖÈÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ïðèìåíèì êëàññè÷åñêóþ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìûõ óñëîâèé

îïòèìàëüíîñòè, îñíîâàííóþ íà èññëåäîâàíèè ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ öå-

ëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à èìååò, â îòëè÷èå îò çàäà÷è,

ðàññìîòðåííîé â ãëàâå 1, ðÿä îñîáåííîñòåé, êîòîðûå, â êîíå÷íîì ñ÷åòå,

è ïðèâîäÿò ê íîâîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ {u, x}. Çàäàäèì

èãîëü÷àòóþ âàðèàöèþ óïðàâëåíèÿ u = u(s). Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âà-

ðèàöèè âûáåðåì òî÷êó ξ ∈ (s0, s1], ÷èñëî ε ∈ (0, ξ − s0], âåêòîð v ∈ U .

Îòðåçîê âàðüèðîâàíèÿ Sε = [ξ − ε, ξ] öåëèêîì ëåæèò â S. Ïîëîæèì

∆u(s) =

 v − u(s), s ∈ Sε,
0, s ∈ S\Sε.

(2.1)

Ïóñòü ∆x � ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ, âûçâàííîå âàðèàöèåé (2.1). Òîãäà

ïðîöåññ {û = u+ ∆u, x̂ = x+ ∆x} áóäåò äîïóñòèìûì.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé, ñâÿçàííûõ ñ îöåíêîé ïðèðàùåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ, âûçâàííîãî èãîëü÷àòîé âàðèàöèåé óïðàâëåíèÿ, íàì ïîòðåáóåòñÿ

âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ε0 ∈ (0, ξ−s0] è C1 > 0

òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ε ∈ (0, ε0] ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî

tε ∈ T , äëÿ êîòîðîãî tε − t0 ≤ C1ε, è ìíîæåñòâà

Πl(ε) =
{
(s, t) ∈ Π̄ : t > tε, s

(il)(ξ − ε, t0; t) ≤ s ≤ s(il)(ξ, t0; t)
}
,

l = 1, 2, . . . , q,

íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå õàðàêòåðèñòèêè

s = s(i)(ξ, t0; t) è s = s(j)(ξ− ε, t0; t), îòâå÷àþùèå äâóì ðàçëè÷íûì ôóíê-

öèÿì ai = ai(s, t) è aj = aj(s, t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè õàðàêòåðèñòèêè

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (sij, tij), tij > t0. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà

εij > 0, Cij > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ε ∈ (0, εij] âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

tij − t0 ≤ Cijε, tij < t1. (2.2)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ôóíêöèè ai(s, t) çàäàþò â òî÷êå (s, t) òàíãåíñû

óãëîâ íàêëîíà ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè t êàñàòåëüíûõ ê õà-

ðàêòåðèñòèêàì i�ãî ñåìåéñòâà. Ïîýòîìó, åñëè, íàïðèìåð, ai(s, t) > 0, òî

ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (ξ, t0) ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

1

min
(s,t)∈Π

ai(s, t)
= max

(s,t)∈Π

1

ai(s, t)
,

ëåæèò âûøå ãðàôèêà ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêè s = s(i)(ξ, t0; t).

Ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñëåäó-

þùèé ðåçóëüòàò:

Cij =



Ki, aj(s, t) = 0,
Kj, ai(s, t) = 0,
KiKj

Ki+Kj
, ai(s, t)aj(s, t) < 0,

KiKj

|Ki−Kj | , ai(s, t)aj(s, t) > 0.

(2.3)

Ki =
1

min
(s,t)∈Π

|ai(s, t)|
, Kj =

1

min
(s,t)∈Π

|aj(s, t)|
. (2.4)

Çíàìåíàòåëè äðîáåé â (2.3), (2.4) îòëè÷íû îò íóëÿ â ñèëó ñäåëàííîãî â

ïóíêòå 2.1 ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, çíà÷åíèÿ ai(s, t) è aj(s, t) ëèáî âñþ-

äó ñîâïàäàþò, ëèáî âñþäó ðàçëè÷íû â Π̄, à òàêæå èç ïðåäïîëîæåíèÿ î

çíàêîïîñòîÿíñòâå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (2.2) ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

÷èñëàõ εij.
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Íàéäåì òåïåðü ñðåäè âñåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðàññìàò-

ðèâàåìîãî âèäà òî÷êó ñ íàèáîëüøåé êîîðäèíàòîé tij. Îáîçíà÷èâ ýòó òî÷-

êó ÷åðåç tε, âûáðàâ â êà÷åñòâå ε0 íàèìåíüøåå èç ÷èñåë εij, à â êà÷åñòâå

êîíñòàíòû C1 � íàèáîëüøåå èç ÷èñåë Cij, ïîëó÷èì èñêîìîå óòâåðæäå-

íèå. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, â êîòî-

ðîé ïåðåñåêàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëîñêè, îïèðàþùèåñÿ íà îòðåçîê

[ξ − ε, ξ], ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå [s0, s1]× [t0, tε]. Ìåðà ýòîãî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà èìååò ïîðÿäîê ε.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé ai = ai(s, t), i =

1, 2, . . . , n, íè îäíî èç ìíîæåñòâ Πl(ε) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 íå

ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì.

Ïåðåéäåì ê îöåíêå ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, âûçâàííîãî èãîëü÷àòîé âà-

ðèàöèåé (2.1). Îáîçíà÷èì

Π(ε) =
q⋃
l=1

Πl(ε), Gε =
{
(s, t) ∈ Π̄ : t > tε

}
.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

‖∆x(s, t)‖ ≤ K ε ïî÷òè äëÿ âñåõ (s, t) ∈ Gε\Π(ε),
‖∆x̃l(s, t)‖ ≤ K ε ïî÷òè äëÿ âñåõ (s, t) ∈ Πl(ε),

(2.5)

ãäå K � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò âû-

áîðà ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ôóíêöèþ

γ(s, t) =

 ‖∆x̃l(s, t)‖, (s, t) ∈ Πl(ε),
‖∆x(s, t)‖, (s, t) ∈ Gε\Π(ε),

îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå Gε. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

(s, t) ∈ Gε è ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû ∆xi(s, t) âåêòîðà ïðèðàùåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ, èíäåêñû i êîòîðûõ âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: i =

1, 2, . . . , n, åñëè (s, t) ∈ Gε\Π(ε); i = 1, 2, . . . , il−1, il + 1, . . . , n, åñëè

(s, t) ∈ Πl(ε).

87



Ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|∆xi(s, t)| ≤
t∫
τi

|∆fi(x, s(i)(s, t;α), α)| dα,

ãäå τi � ìîìåíò íà÷àëà õàðàêòåðèñòèêè s(i)(s, t;α).

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî τi ≤ tε. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì

Ëèïøèöà ïî x äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.1), ïîëó÷èì

|∆xi(s, t)| ≤
tε∫
τi

|∆fi(x, s(i)(s, t;α), α)| dα+

+L
t∫

tε

γ(s(i)(s, t;α), α) dα+ L
q∑
j=1

t∗j∫
t∗j

‖∆x̄j(s(i)(s, t;α), α)‖ dα. (2.6)

Çäåñü L > 0 � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ôóíêöèé fi(x, s, t), i = 1, 2, . . . , n;

[t∗j, t
∗
j ] � îòðåçîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî õàðàêòåðèñòèêà s(i)(s, t;α)

íàõîäèòñÿ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîëîñêå Πj(ε). Åñëè õàðàêòåðèñòèêà íå

ïåðåñåêàåò ïîëîñêó Πj(ε), òî áóäåì ñ÷èòàòü t∗j = t∗j . Â ñèëó óêàçàííîãî

âûøå âûáîðà èíäåêñà i, â ñóììå îòñóòñòâóþò ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå õàðàêòåðèñòèêàì, ñîâïàäàþùèì ñ s(i)(s, t;α).

Ïóñòü òåïåðü τi > tε. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå (2.6) íåðàâåí-

ñòâî

|∆xi(s, t)| ≤ L
t∫
τi

γ(s(i)(s, t;α), α) dα+

+L
q∑
j=1

t∗j∫
t∗j

‖∆x̄j(s(i)(s, t;α), α)‖ dα. (2.7)

Îáîçíà÷èì

β(t) = ess sup
(ξ,τ)∈Gε

τ≤t

γ(ξ, τ).

Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðîâåäåííûì â óòâåðæäåíèè 2.1, ìîæíî

ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû C2 ≥ 0, òàêîé ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ ε â ñóììàõ (2.6), (2.7) t∗j − t∗j ≤ C2 ε.
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Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ‖∆x(s, t)‖, (s, t) ∈ Π è

óòâåðæäåíèÿ 2.1 ìîæíî óêàçàòü òàêóþ êîíñòàíòó C3 ≥ 0, ÷òî ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|∆xi(s, t)| ≤ L
t∫
τi

β(α) dα+ C3 ε,

i = 1, 2, . . . , n äëÿ (s, t) ∈ Gε\Π(ε),

i = 1, 2, . . . , il−1, il + 1, . . . , n äëÿ (s, t) ∈ Πl(ε).

Îòñþäà ïî÷òè äëÿ âñåõ òî÷åê (s, t) ∈ Gε èìååì

γ(s, t) ≤ L
√
n

t∫
tε

β(α) dα+
√
nC3 ε.

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî íåðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé

s, òî

β(t) ≤ L
√
n

t∫
tε

β(α) dα+
√
nC3 ε.

Ïðèìåíèâ ê ýòîìó íåðàâåíñòâó ëåììó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷èì

îöåíêó

γ(s, t) ≤ C4 ε ïî÷òè äëÿ âñåõ (s, t) ∈ Gε,

C4 =
√
nC3 exp(L

√
n (t1 − t0)),

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2.2.

Äëÿ êîìïîíåíò ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ∆xi(s, t), i = il−1 + 1,

il−1 + 2, . . . , il, (s, t) ∈ Πl(ε) óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü îöåíêó âèäà

|∆xi(s, t)| ≤ C5(t− t0), C5 > 0. (2.8)

Çàìå÷àíèå 2.1. Îöåíêó êîìïîíåíò ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç ìå-

ðó îáëàñòè èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ âñåãî ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà Π̄. Îäíàêî, ïðè t ≤ tε íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ïåðåñå-

÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëîñîê, ÷òî íåèçáåæíî âåäåò ê óñëîæíåíèþ
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îáîçíà÷åíèé. Íåðàâåíñòâ (2.5) âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âàðèà-

öèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ñõåìû ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî

óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè òèïà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, â äàííîé çàäà÷å îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íå óäàåòñÿ óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî, îöåíèâàþùåå

â öåëîì ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ÷åðåç ìåðó îáëàñòè èãîëü÷àòî-

ãî âàðüèðîâàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: â ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íà÷àëüíîå

âîçìóùåíèå ïåðåíîñèòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëîñîê. Â ýòèõ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëîñêàõ (ìíîæåñòâàõ) è ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ îñíîâíàÿ

÷àñòü âîçìóùåíèÿ ðåøåíèÿ, âûçâàííîãî âàðèàöèåé íà÷àëüíûõ óñëîâèé

íà îòðåçêå S.

2.3. ÔÎÐÌÓËÀ ÏÐÈÐÀÙÅÍÈß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ

Èç óòâåðæäåíèÿ 2.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíåíèå îáû÷íîé ìåòîäèêè ïî-

ëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ

ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èìååò ðÿä

îñîáåííîñòåé. Âàðèàöèÿ óïðàâëåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìàëîé ìåðû âûçûâà-

åò òàêîå ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ, ÷àñòü êîòîðîãî (êîìïîíåíòû ∆xi(s, t)

â ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîëîñêàõ) íå çàâèñèò îò ìåðû

îáëàñòè èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ. Ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì, â êîíå÷íîì

ñ÷åòå, è îáúÿñíÿåòñÿ íåñïðàâåäëèâîñòü â äàííîé çàäà÷å íåîáõîäèìîãî

óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè òèïà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáî-

òå [253] ïîñòðîåí ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîñòîé êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé

íåñïðàâåäëèâîñòü êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â ïðîñòåéøåé ãè-

ïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ îðòîãîíàëüíûìè ñåìåéñòâàìè õàðàêòå-

ðèñòèê è óïðàâëåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè, ÿâëÿþùèìñÿ ôóíêöèåé îäíîãî

íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà.
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Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî

ôóíêöèîíàëà ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå êîíñòðóêöèè (ñì. ðèñ. 3.1). Îáî-

çíà÷èì Γl(ε) � ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íûõ òî÷åê õàðàêòåðèñòèê s(i)(s, t0;α),

s ∈ Sε, i = il−1 + 1, il−1 + 2, . . . , il, ò.å. õàðàêòåðèñòèê, ëåæàùèõ â Πl(ε) è

îòâå÷àþùèõ äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A, ðàâíûì ail(s, t).

Ïóñòü Γε =
q⋃
l=1

Γl(ε), Ql(ε) = {(s, t) ∈ Π̄ : t ≤ tε, s(il)(ξ − ε, t0; t) ≤

s ≤ s(il)(ξ, t0; t)}. Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé ìíîæåñòâà

Γl(ε) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ìåðà îáëàñòåé Ql(ε) èìååò ïîðÿäîê ε2, òàê êàê êàæäàÿ

èç ýòèõ îáëàñòåé ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå, âûñîòà êîòîðîãî tε− t0,

à äëèíà îñíîâàíèÿ ðàâíà ε+ |λil(ξ, t0)| (tε − t0) + o(ε).

Îáëàñòü âîçìóùåíèÿ, âûçâàííîãî èãîëü÷àòîé âàðèàöèåé (2.1) óïðàâ-

ëåíèÿ, òî åñòü îáëàñòü, â êîòîðîé ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ îòëè÷íî îò íóëÿ,

îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáëàñòü âëèÿíèÿ îòðåçêà {(s, t) : s ∈ Sε, t = t0}. Ýòà

îáëàñòü âëèÿíèÿ îãðàíè÷åíà êðàéíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè s(n)(ξ−ε, t0; t)

è s(1)(ξ, t0; t). Ïîýòîìó ìåðà Zε = {(s, t) ∈ Π̄ : t ≤ tε, s
(n)(ξ − ε, t0; t) ≤

s ≤ s(1)(ξ, t0; t)} òàêæå èìååò ïîðÿäîê ε2.

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà ∆J(u) = J(u+∆u)−J(u), âû-

÷èñëåííîå íà äâóõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññàõ {u, x} è {û = u + ∆u, x̂ =

x+ +∆x}. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèðàùåíèå ∆x = ∆x(s, t) óäîâëåòâîðÿåò

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å:

DA∆x = ∆f(x, s, t), (s, t) ∈ Π,

∆x(s, t0) = ∆p(u(s), s), s ∈ S,

∆x+(s0, t) = 0, ∆x−(s1, t) = 0, t ∈ T.

Çäåñü

∆f(x, s, t) = f(x̂, s, t)− f(x, s, t),

∆p(u, s) = p(û, s)− p(u, s).
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà:

H(ψ, x, s, t) = 〈ψ, f(x, s, t)〉 − F (x, s, t).

Ñ÷èòàÿ ôóíêöèþ ψ(s, t) ïðèíàäëåæàùåé ïðîñòðàíñòâó A∞(Π) è âîñïîëü-

çîâàâøèñü ãëàäêîñòüþ ôóíêöèé f, F è Φ ïî x, áóäåì èìåòü

∆J(u) =
∫

Ω\Γε

〈Φx(x, s, t),∆x(s, t)〉 (ds+ dt)+

+
∫

Gε\Π(ε)

∫
[〈ψ,DA∆x〉 − 〈Hx(ψ, x, s, t),∆x(s, t)〉] ds dt+

+
q∑
l=1


∫

Γl(ε)

[
Φ(x+̇∆x̄l, s, t)− Φ(x, s, t)

]
(ds+ dt)+

+
∫

Πl(ε)

∫ [
〈ψ̃l, DA∆x̃l〉 − 〈ψ̃l, (f̃ l(x+̇∆x̄l, s, t)− f̃ l(x, s, t))〉

]
dsdt+

+
∫

Πl(ε)

∫ (
F (x+̇∆x̄l, s, t)− F (x, s, t)

)
ds dt

 +R1. (3.1)

Çäåñü

R1 =
∫

Ω\Γε

oΦ(‖∆x(s, t)‖) (ds+ dt)−
∫

Gε\Π(ε)

∫
oH(‖∆x(s, t)‖) ds dt+

+
q∑
l=1


∫

Γl(ε)

[
Φ(x+ ∆x, s, t)− Φ(x+̇∆x̄l, s, t)

]
(ds+ dt)−

−
∫

Πl(ε)

∫ [
〈ψ̃l, (f̃ l(x+ ∆x, s, t)− f̃ l(x+̇∆x̄l, s, t))〉

]
dsdt+

+
∫

Πl(ε)

∫ (
F (x+ ∆x, s, t)− F (x+̇∆x̄l, s, t)

)
ds dt

}
+

+
∫

Π\Gε

∫
∆F (x, s, t) ds dt,

ãäå ∆F (x, s, t) = F (x̂, s, t)− F (x, s, t).

Îñòàíîâèìñÿ íà îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà R1. Â ñèëó íåðàâåíñòâ (2.5)

âíå ìíîæåñòâà Π(ε) ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò ïîðÿäîê ε, òî åñòü
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‖∆x(s, t)‖ ∼ ε, (s, t) ∈ Gε\Π(ε). Ïîýòîìó ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â âûðà-

æåíèè äëÿ R1 èìåþò ïîðÿäîê o(ε). Äàëåå, ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ îòëè÷-

íî îò íóëÿ ïðè t ≤ tε ëèøü â îáëàñòè Zε, êîòîðàÿ èìååò ìåðó ε2. Îòñþäà

è èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè ∆F (x, s, t) èìååì
∫

Π\Gε

∫
∆F (x, s, t) ds dt =

∫
Zε

∫
∆F (x, s, t) ds dt ∼ ε2.

Íàêîíåö, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé, ñäåëàííûõ â ïóíêòå 2.1, ôóíêöèè f, F,Φ

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, íå çà-

âèñÿùåé îò âûáîðà äîïóñòèìîãî ïðîöåññà. Äëÿ îöåíêè ñëàãàåìûõ ïîä

çíàêîì ñóììû â âûðàæåíèè äëÿ R1 âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì Ëèïøèöà,

íåðàâåíñòâàìè (2.5) è òåì, ÷òî îáëàñòè Γl(ε) è Πl(ε) èìåþò ìåðó ïîðÿäêà

ε. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà âèäà

R1 = o(ε). (3.2)

Îáîçíà÷èì

Dl(ε) = {s ∈ S : s(il)(ξ − ε, t0; tε) ≤ s ≤ s(il)(ξ, t0; tε)},

Dε =
q⋃
l=1

Dl(ε).

Ïóñòü τ̄l, ¯̄τ l � ìîìåíòû îêîí÷àíèÿ õàðàêòåðèñòèê s(il)(ξ, t0; t) è

s(il)(ξ − ε, t0; t) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (1.1.8).
∫

Gε\Π(ε)

∫
〈ψ,DA∆x〉 ds dt = −

∫
Gε\Π(ε)

∫
〈DAψ + As(s, t)ψ,∆x(s, t)〉 ds dt+

+
q∑
l=1


τ̄l∫
tε

〈ψ,
[
ds

dt
E − A(s, t)

]
∆x(s, t)

∣∣∣∣∣
s=sil

(ξ,t0;t)
〉 dt−

−
¯̄τ l∫
tε

〈ψ,
[
ds

dt
E − A(s, t)

]
∆x(s, t)

∣∣∣∣∣
s=sil

(ξ−ε,t0;t)
〉 dt

+
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+
∫

Ωε\Γε

〈ψ(s, t),∆x(s, t)〉 ds− 〈ψ(s, t), A(s, t)∆x(s, t)〉 dt−

−
∫

S\Dε

〈ψ(s, tε),∆x(s, tε)〉 ds. (3.3)

Çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n×n, Ωε � ãðàíèöà îáëàñòè

Gε, èç êîòîðîé èñêëþ÷åí îòðåçîê {(s, t) : s ∈ S, t = tε}.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (3.3) ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
∫

S\Dε

〈ψ(s, tε),∆x(s, tε)〉 ds ∼ ε2. (3.4)

Äåéñòâèòåëüíî, äëèíà ó÷àñòêà îòðåçêà S, íà êîòîðîì âîçìóùåíèå

∆x(s, tε) îòëè÷íî îò íóëÿ, íå ïðåâîñõîäèò ðàçíîñòè

s(1)(ξ, t0; t)− s(n)(ξ − ε, t0; t) = ε+

+(a1(ξ, t0)− an(ξ, t0)) (tε − t0) + o(ε) ∼ ε

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Îòñþäà è ñëåäóåò (3.4), åñëè ïðèíÿòü âî âíè-

ìàíèå, ÷òî

‖∆x(s, tε)‖ ≤ C̄ (tε − t0),

ãäå C̄ > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ε.

Â ñèëó òîãî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïîä çíàêîì ñóììû â (3.3) îñóùå-

ñòâëÿåòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåí-

ñòâà:
τ̄l∫
tε

〈ψ(s, t),

[
ds

dt
E − A(s, t)

]
∆x(s, t)

∣∣∣∣∣
s=s(il)(ξ,t0;t)

〉 dt =

=
τ̄l∫
tε

〈ψ̃l(s, t),
[
ds

dt
Ẽl − Ãl(s, t)

]
∆x̃l(s, t)

∣∣∣∣∣
s=s(il)(ξ,t0;t)

〉 dt. (3.5)

l = 1, 2, . . . , q

Çäåñü ÷åðåç Ẽl îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ñîâ-

ïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàòðèöû Ãl. Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà ñïðàâåäëè-

âû òàêæå è äëÿ âòîðûõ ñëàãàåìûõ ïîä çíàêîì ñóììû â âûðàæåíèè (3.3).
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Äàëåå,
∫

Πl(ε)

∫
〈ψ̃l, DA∆x̃l〉 ds dt = −

∫
Πl(ε)

∫
〈
[
DAψ̃

l + Ãl
s(s, t)ψ̃

l
]
,∆x̃l(s, t)〉 ds dt+

+

¯̄τ l∫
tε

〈ψ̃l(s, t),
[
ds

dt
Ẽl − Ãl(s, t)

]
∆x̃l(s, t)

∣∣∣∣∣
s=s(il)(ξ−ε,t0;t)

〉 dt−

−
τ̄l∫
tε

〈ψ̃l(s, t),
[
ds

dt
Ẽl − Ãl(s, t)

]
∆x̃l(s, t)

∣∣∣∣∣
s=s(il)(ξ,t0;t)

〉 dt+

+
∫

Γl(ε)

〈ψ̃l(s, t),∆x̃l(s, t)〉 ds− 〈ψ̃l(s, t), Ãl(s, t)∆x̃l(s, t)〉 dt−

−
∫

Dl(ε)

〈ψ̃l(s, tε),∆x̃l(s, tε)〉 ds, l = 1, 2, . . . , q. (3.6)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â âûðàæåíèè (3.6) ìîæíî îöåíèòü, ïîëüçóÿñü òå-

ìè æå ðàññóæäåíèÿìè, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè

(3.4). ∫
Dl(ε)

〈ψ̃l(s, tε),∆x̃l(s, tε)〉 ds ∼ ε2, l = 1, 2, . . . , q. (3.7)

Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ = ψ(s, t) óäîâëåòâîðÿëà

ñîïðÿæåííîé çàäà÷å

DAψ + As(s, t)ψ = −Hx(ψ, x, s, t), (s, t) ∈ Π;

ψ(s, t1) = −∂ϕ(x(s, t1), s)

∂x
, s ∈ S; (3.8)

ψi(s0, t) =
1

ai(s0, t)

∂ϕ0(x
−(s0, t), t)

∂xi
, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n;

ψi(s1, t) = − 1

ai(s1, t)

∂ϕ1(x
+(s1, t), t)

∂xi
, i = 1, 2, . . . ,m1;

t ∈ T.

Òîãäà ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ (3.1) ñ ó÷åòîì (3.3), (3.5), (3.6) ïðèìåò âèä

∆J(u) =
q∑
l=1


∫

Γl(ε)

[
Φ(x+̇∆x̄l, s, t)− Φ(x, s, t)

]
(ds+ dt)−
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−
∫

Πl(ε)

∫ [
〈ψ̃l(s, t), (f̃ l(x+̇∆x̄l, s, t)− f̃ l(x, s, t))〉 −

− F (x+̇∆x̄l, s, t) + F (x, s, t)
]
ds dt

}
+R2,

ãäå

R2 = R1 −
∫

S\Dε

〈ψ(s, tε),∆x(s, tε)〉 ds−
q∑
l=1

∫
Dl(ε)

〈ψ̃l(s, tε),∆x̃l(s, tε)〉 ds.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.2), (3.4), (3.7), à òàêæå òîò ôàêò, ÷òî îáëàñòè Ql(ε)

èìåþò ìåðû ïîðÿäêà ε2, ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

∆J(u) =
q∑
l=1


∫

Γl(ε)

[
Φ(x+̇∆x̄l, s, t)− Φ(x, s, t)

]
(ds+ dt)−

−
∫

Πl(ε)
⋃
Ql(ε)

∫ [
〈ψ̃l(s, t), (f̃ l(x+̇∆x̄l, s, t)− f̃ l(x, s, t))〉 − (3.9)

− F (x+̇∆x̄l, s, t) + F (x, s, t)
]
ds dt

}
+ o(ε).

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà ïîçâîëÿåò ïåðåéòè íåïî-

ñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.
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2.4. ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïðî-

âåäåì â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ (3.9) ïåðåéäåì ê èí-

òåãðèðîâàíèþ ïî îòðåçêó èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ Sε; çàòåì ïîêàæåì

âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ ëèøü ïðè

ïîìîùè äàííûõ çàäà÷è íà ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèêàõ.

Ïóñòü (ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η)) - êîíå÷íûå òî÷êè õàðàêòåðèñòèê s(il)(η, t0; t),

l = 1, 2, . . . , q; η ∈ Sε. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè òî÷êè îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿþòñÿ çàäàíèåì ïàðàìåòðà η. Íà âåðõíåé ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà

Π̄, òî åñòü ïðè τ̄ (l)(η) = t1, êîîðäèíàòà ξ̄(l)(η) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

ξ̄(l)(η) = s(il)(η, t0; t1).

Íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà ìîìåíòû τ̄ (l)(η) îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

s0 = s(il)(η, t0; τ̄
(l)(η)) ïðè ξ̄(l)(η) = s0,

s1 = s(il)(η, t0; τ̄
(l)(η)) ïðè ξ̄(l)(η) = s1.

Ýòà çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò êîíå÷íûõ òî÷åê õàðàêòåðèñòèê îò âûáîðà íà-

÷àëà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êðèâûõ ïîçâîëÿåò â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ (3.9)

ïåðåéòè îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ó÷àñòêàì Γε ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî îòðåç-

êó Sε. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå dξ̄(l)(η)/dη, dτ̄ (l)(η)/dη, íåîáõîäèìûå äëÿ

ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî

dξ̄(l)(η)

dη
=
∂s(il)(η, t0; t1)

∂η
.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå è ÿâíûé âèä ïðîèçâîäíîé

∂s(il)(η, t0;α)/∂η.
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Èç îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ñëåäóåò, ÷òî

∂

∂α

∂s(il)(η, t0;α)

∂η
=
∂ail(s

(il)(η, t0;α), α)

∂s
· ∂s

(il)(η, t0;α)

∂η
.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

s(il)(η, t0;α) = η +
α∫
t0

ail(s
(il)(η, t0; τ), τ) dτ,

à, ñëåäîâàòåëüíî,
∂s(il)(η, t0; t0)

∂η
= 1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂s(il)(η, t0;α)

∂η
= exp

 α∫
t0

∂ail(s
(il)(η, t0; τ), τ)

∂s
dτ,

 . (4.1)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ∂τ̄ (l)(η)/∂η ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå

τ̄ (l)(η2)− τ̄ (l)(η1), ãäå η1, η2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè èç Sε. Íà áîêîâûõ ãðà-

íèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà Π̄ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

s(il)(η, t0; τ̄
(l)(η1)) = s(il)(η, t0; τ̄

(l)(η2)).

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

τ̄ (l)(η2)− τ̄ (l)(η1) = − 1

ail(ξ̄
(l)(η1), τ̄ (l)(η1))

· ∂s
(il)(η1, t0; τ̄

(l)(η1))

∂η
×

×(η2 − η1) + o(|η2 − η1|),

ãäå ξ̄(l)(η1) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ s0, ëèáî s1. Êîýôôèöèåíò ïðè ïåðâîé

ñòåïåíè ïðèðàùåíèÿ (η2 − η1) è åñòü èñêîìàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂τ̄ (l)(η)/∂η.

Ñëåäîâàòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè, èíòå-

ãðàëû ïî ó÷àñòêàì Γl(ε) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫
Γl(ε)

[
Φ(x+̇∆x̄l, s, t)− Φ(x, s, t)

]
(ds+ dt) =
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=
∫

S(ε)

[
Φ(x+̇∆x̄l, ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η))− Φ(x, ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η))

]
×

×∂s
(il)(η, t0; τ̄

(l)(η))

∂η
µ(ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η)) dη.

Çäåñü ââåäåíà ôóíêöèÿ

µ(ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η)) =

=


1, (ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η)) ∈ {(s, t) : t = t1, s0 < s ≤ s1} ,

−a−1
il (s0, τ̄

(l)(η)), (ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η)) ∈ {(s, t) : t0 < t ≤ t1, s = s0} ,
−a−1

il (s1, τ̄
(l)(η)), (ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η)) ∈ {(s, t) : t0 < t ≤ t1, s = s1} .

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ çàìåíó äëÿ èíòåãðàëîâ ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ïîëîñêàì Πl(ε)
⋃
Ql(ε), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âèäó ôîðìóëû ïðèðà-

ùåíèÿ:

∆J(u) =
∫
Sε

q∑
l=1

{[
Φ(x+̇∆x̄l, ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η))− Φ(x, ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η))

]
×

×∂s
(il)(η, t0; τ̄

(l)(η))

∂η
µ(ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η))−

−
τ̄ (l)(η)∫
t0

[
〈ψ̃l(s, t), f̃ l(x+̇∆x̄l, s, t)− f̃ l(x, s, t)〉 −

− F (x+̇∆x̄l, s, t) + F (x, s, t)
]
s=s(il)(η,t0;t)

×

×∂s
(il)(η, t0; t)

∂η
dt} dη + o(ε). (4.2)

Ïåðåéäåì ê ïîñëåäíåìó ýòàïó äîêàçàòåëüñòâà. Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìó-

ëå ïðèðàùåíèÿ (4.2) êîìïîíåíòû âåêòîðà ∆x̄l(s(il)(η, t0; t), t) íåÿâíî çàâè-

ñÿò îò îñòàëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è, ñëåäîâà-

òåëüíî, íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû òîëüêî èç äàííûõ çàäà÷è íà õàðàêòå-

ðèñòèêå s(il)(η, t0; t). Ýòî î÷åâèäíî èç âèäà èíòåãðàëüíîé ñèñòåìû (1.1.7),

èñïîëüçóåìîé ïðè îïðåäåëåíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1).

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåÿâíîé çàâèñèìîñòè ðàññìîòðèì

âåêòîð-ôóíêöèè yl(t), l = 1, 2, . . . , q, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ
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ðàçìåðíîñòÿìè ïîäâåêòîðîâ x̄l . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå n-ìåðíûå

âåêòîð-ôóíêöèè

zl(t) = x(s(il)(η, t0; t), t)+̇(yl(t)− x(s(il)(η, t0; t), t),

l = 1, 2, . . . , q,

òî åñòü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ zl(t) ïîëó÷åíà èç âåêòîð-

ôóíêöèè x(s(il)(η, t0; t), t) çàìåíîé êîìïîíåíò x̄l(s(il)(η, t0; t), t) íà âåêòîð-

ôóíêöèþ yl(t). Ôóíêöèè yl(t) îïðåäåëèì èç ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẏl(t) = f̄ l(zl(t), s(il)(η, t0; t), t), t ∈ [t0, τ̄
(l)],

yl(t0) = p̄l(v, η).

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøèòü äàííûå ñèñòåìû ïðè âûáðàííîì x = x(s, t) ìîæ-

íî, ïîëüçóÿñü ëèøü äàííûìè çàäà÷è íà ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè-

êàõ s(il)(η, t0; t).

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

‖ (x(s, t)+̇∆x̄l(s, t))
∣∣∣
s=s(il)(η,t0;t)

− zl(t)‖ =

‖ (x̄l(s, t) + ∆x̄l(s, t))
∣∣∣
s=s(il)(η,t0;t)

− yl(t)‖ ≤ C̄ ε,

t ∈ [t0, τ̄
(l)], l = 1, 2, . . . , q, (4.3)

ãäå C̄ > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà ε.

Äåéñòâèòåëüíî, èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (1.1.7) ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ i ∈ {il−1 + 1, il−1 + 2, . . . , il}

|xi(s(il)(η, t0; t), t) + ∆xi(s
(il)(η, t0; t), t)− yli(t)| ≤

≤
t∫

t0

|fi(x+ ∆x, s, α)− fi(x+̇∆x̄l, s, α)|
∣∣∣
s=s(il)(η,t0;α) dα+
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+
t∫

t0

|fi(x+̇∆x̄l, s, α)− fi(z
l(α), s, α)|

∣∣∣
s=s(il)(η,t0;α) dα. (4.4)

Ïåðâûé èíòåãðàë çàïèøåì â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì

[t0, tε] è [tε, t], ïðèìåíèì óñëîâèå Ëèïøèöà íà ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû, à

òàêæå íåðàâåíñòâà (2.2), (2.5) è (2.8). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îöåíêó
t∫

t0

|fi(x+ ∆x, s, α)− fi(x+̇∆x̄l, s, α)|
∣∣∣
s=s(il)(η,t0;α) dα ≤

≤ LC5C1 ε+ LK ε.

Èñïîëüçóåì óñëîâèå Ëèïøèöà äëÿ èíòåãðàíòà âî âòîðîì èíòåãðàëå â

(4.4), çàïèøåì íåðàâåíñòâî (4.4) â âèäå îöåíêè äëÿ íîðìû:

‖x̄l(s(il)(η, t0; t), t) + ∆x̄l(s(il)(η, t0; t), t)− yl(t)‖ ≤ Lε (C1C5 +K)
√
n+

+
√
nL

t∫
t0

‖x̄l(s, α) + ∆x̄l(s, α)− yl(α)‖
∣∣∣
s=s(il)(η,t0;α) dα.

Ïðèìåíèâ ëåììó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå íàì íåðà-

âåíñòâî (4.3), â êîòîðîì

C̄ = Lε (C1C5 +K)
√
n · exp(L

√
n (τl(η)− t0)).

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé, ñäåëàííûõ â ïóíêòå 2.1, ôóíêöèè f, F è Φ óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå âûøå

íåðàâåíñòâî (4.3), à òàêæå òî, ÷òî äëèíà îòðåçêà Sε ðàâíà ε, â ôîðìóëå

ïðèðàùåíèÿ (4.2) ìîæíî çàìåíèòü x(s(il)(η, t0; t), t)+̇∆x̄l(s(il)(η, t0; t), t)

íà zl(t). Îñòàòîê, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû, èìååò ïîðÿ-

äîê ε2. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ (4.2) ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå:

∆J(u) =
∫
Sε

q∑
l=1

{
[ Φ(zl(τ̄ (l)(η)), ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η))−

−Φ(x(ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η)), ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η)) ]
∂s(il)(η, t0; τ̄

(l)(η))

∂η
µ(ξ̄(l)(η), τ̄ (l)(η))−
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−
τ̄ (l)(η)∫
t0

[
〈ψ̃l(s, t), f̃ l(zl(t), s, t)− f̃ l(x, s, t)〉 −

− F (zl(t), s, t) + F (x, s, t)
]∣∣∣
s=s(il)(η,t0;t)

∂s(il)(η, t0; t)

∂η
dt} dη + o(ε). (4.5)

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè òèïà âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ïðîöåññ {u, x} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â çàäà-

÷å (1.1)�(1.5). Òîãäà ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ìàêñèìóìà

I(u(ξ), ξ) = max
v∈U

I(v, ξ), ξ ∈ S, (4.6)

ãäå

I(v, ξ) =
q∑
l=1

−Φ(zl(τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l))
∂s(il)(ξ, t0; τ̄

(l))

∂ξ
µ(ξ̄(l), τ̄ (l))+

+
τ̄ (l)∫
t0

[
〈ψ̃l(s, t), f̃ l(zl(t), s, t)〉 − F (zl(t), s, t)

]∣∣∣
s=s(il)(ξ,t0;t)

×

× ∂s(il)(ξ, t0; t)

∂ξ
dt

 , (4.7)

zl(t) = x(s(il)(ξ, t0; t), t)+̇(yl(t)− x̄l(s(il)(ξ, t0; t), t)), (4.8)

ôóíêöèè yl(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé

ẏl(t) = f̄ l(zl(t), s(il)(ξ, t0; t), t), t ∈ [t0, τ̄
(l)], (4.9)

yl(t0) = p̄l(v, ξ), l = 1, 2, . . . , q,

(ξ̄(l), τ̄ (l)) � êîíå÷íûå òî÷êè õàðàêòåðèñòèê s = s(il)(ξ, t0; t), ψ̃l � êîì-

ïîíåíòû ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (3.8) íà îïòèìàëüíîì ïðîöåññå

{u, x}.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé ïðèðàùå-

íèÿ (4.5) íà îïòèìàëüíîì ïðîöåññå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè v = u(ξ) âû-

ïîëíåíî ðàâåíñòâî zl(t) = x(s(il)(ξ, t0; t), t). Ïîýòîìó íà âàðèàöèè (2.1)

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J(u+ ∆u)− J(u) = −
∫
Sε

[ I(v, η)− I(u(η), η) ] dη + o(ε), (4.10)

ïðè÷åì âñëåäñòâèå îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ u = u(s) äàííîå ïðèðàùå-

íèå íåîòðèöàòåëüíî. Îòñþäà, ïðèìåíèâ òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðà-

ëà è âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîèçâîëüíîñòüþ âûáîðà ïàðàìåòðîâ èãîëü÷àòîãî

âàðüèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå â çàäà÷å (1.1)�(1.5) óïðàâëåíèå äîñòàâ-

ëÿåò ìàêñèìóì ôóíêöèè (4.7) â çàäà÷å, êîòîðàÿ, ôàêòè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè èçëîæåíèÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî êðà-

åâûå óñëîâèÿ íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà ôèêñèðîâàíû. Ðàñ-

ñóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðèâåäåííûì âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü ñïðà-

âåäëèâîñòü âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è, â êîòîðîé

óñëîâèÿ (1.3) òàêæå ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿåìûìè. Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðå-

çóëüòàò.

Âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (1.3) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

x+(s0, t) = g(1)(u(1)(t), t),

x−(s1, t) = g(2)(u(2)(t), t), t ∈ T. (4.11)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè u(1) = u(1)(t), u(2) = u(2)(t) îãðàíè÷åíû è

èçìåðèìû íà îòðåçêå T è óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì òèïà âêëþ÷åíèÿ

u(1)(t) ∈ U (1) ⊂ Er1, u(2)(t) ∈ U (2) ⊂ Er2. (4.12)
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ail > 0, l = 1, 2, . . . , q1; ail < 0, l = q2, q2 +1, . . . , q;

q1 < q2 ≤ q.

Òåîðåìà 4.2.Ïóñòü ïðîöåññ {u, u(1), u(2);x} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì

â çàäà÷å (1.1), (1.2), (4.11) � (4.12), (1.4)�(1.5). Òîãäà

1) ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìàêñèìóìà (4.6)�

(4.9);

2) ïðè ïî÷òè âñåõ τ ∈ T

I(1)(u(1)(τ), τ) = max
v(1)∈U (1)

I(1)(v(1), τ),

ãäå

I(1)(v(1), τ) =
q1∑
l=1

Φ(zl(τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l))
∂s(il)(s0, τ ; τ̄

(l))

∂τ
µ(ξ̄(l), τ̄ (l))−

−
τ̄ (l)∫
τ

[
〈ψ̃l(s, t), f̃ l(zl(t), s, t)〉 − F (zl(t), s, t)

]∣∣∣
s=s(il)(s0,τ ;t)

×

× ∂s(il)(s0, τ ; t)

∂τ
dt

 ,
zl(t) = x(s(il)(s0, τ ; t), t)+̇(yl(t)− x̄l(s(il)(s0, τ ; t), t)),

ẏl(t) = f̄ l(zl(t), s(il)(s0, τ ; t), t), t ∈ [τ, τ̄ (l)],

yl(τ) = ḡl
(1)

(v(1), τ), l = 1, 2, . . . , q1,

3) ïðè ïî÷òè âñåõ τ ∈ T

I(2)(u(2)(τ), τ) = max
v(2)∈U (2)

I(2)(v(2), τ),

ãäå

I(2)(v(2), τ) =
q∑

l=q2

−Φ(zl(τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l))
∂s(il)(s1, τ ; τ̄

(l))

∂τ
µ(ξ̄(l), τ̄ (l))+

+
τ̄ (l)∫
τ

[
〈ψ̃l(s, t), f̃ l(zl(t), s, t)〉 − F (zl(t), s, t)

]∣∣∣
s=s(il)(s1,τ ;t)

×
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× ∂s(il)(s1, τ ; t)

∂τ
dt

 ,
zl(t) = x(s(il)(s1, τ ; t), t)+̇(yl(t)− x̄l(s(il)(s1, τ ; t), t)),

ẏl(t) = f̄ l(zl(t), s(il)(s1, τ ; t), t), t ∈ [τ, τ̄ (l)],

yl(τ) = ḡl
(2)

(v(2), τ), l = q2, q2 + 1, . . . , q.

Çäåñü ψ̃l � êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (3.8), ïîäñ÷èòàí-

íûå íà îïòèìàëüíîì ïðîöåññå {u, u(1), u(2);x}.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà ìîæíî áûëî íå ïðèìåíÿòü çàìåíû ïåðåìåííûõ, ïðèâîäÿùåé ê

èíòåãðèðîâàíèþ ïî îòðåçêó Sε. Ïî÷òè äëÿ êàæäîé òî÷êè ξ ∈ (s0, s1]

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå
∫

Γl(ε)

[
Φ(x+̇∆x̄l, s, t)− Φ(x, s, t)

]
(ds+ dt) =

=
[
Φ(x(ξ̄(l), τ̄ (l))+̇∆x̄l(ξ̄(l), τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l))−

−Φ(x(ξ̄(l), τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l))
]
mesΓl(ε) + o(ε),

mesΓl(ε) =
∂s(il)(ξ, t0; τ̄

(l))

∂ξ
µ(ξ̄(l), τ̄ (l)) + o(ε).

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ èíòåãðàëà ïî õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîé ïîëîñêå Πl(ε)
⋃
Ql(ε) è çàìåíèâ ïîñëå ýòîãî â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ

x(s(il)(ξ, t0; t), t)+̇∆x̄l(s(il)(ξ, t0; t), t) íà zl(t), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò:

J(u+ ∆u)− J(u) = −ε [ I(v, ξ)− I(u(ξ), ξ) ] + o(ε). (4.13)

Ïðåäñòàâëåíèå ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà â ôîðìå (4.13) äî-

ñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Îäíàêî

äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïîèñêà óïðàâëåíèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ýòîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè, íàì ïîòðåáóåòñÿ
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ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ â âèäå (4.10), ò.ê. ôîðìóëû (4.13) íåäîñòàòî÷íî

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìåòîäà, êîòîðûé èçëîæåí â ïóíêòå 2.6.

Ïðîèëëþñòðèðóåì êîíñòðóêöèè òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî óñëîâèÿ îï-

òèìàëüíîñòè íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíèêå S × T , S = [sn, sk], T = [t0, t1],

óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà-

÷åé:

x1t + λx1s = α(s)(x1 − x2),

x2t − λx2s = β(s)(x1 − x2),

x1(s, t0) = u(s) + q(s), x2(s, t0) = u(s)− q(s), s ∈ S.

Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè u(s), óäîâëåòâîðÿþùèå

ïîòî÷å÷íîìó îãðàíè÷åíèþ

u(s) ∈ U ⊂ E1, s ∈ S.

Öåëü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(u) =
∫
S

(x1(s, t1) + x2(s, t1)− η(s))2 ds.

Ôóíêöèè α(s), β(s), q(s), η(s) è ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà λ ñ÷èòàþòñÿ

çàäàííûìè. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

sk − sn > 2λ(t1 − t0), (4.14)

ñìûñë êîòîðîãî áóäåò ïîÿñíåí ÷óòü ïîçæå.

Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà âîçíèêàþò

ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ âîçáóæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãðàâèòàöè-

îííûõ âîëí. Ïîäðîáíîìó ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ îäíîé èç ïîäîáíûõ çàäà÷

ïîñâÿùåíà ãëàâà 5 íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Â ýòîì ïðèìåðå äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíå-

íèÿìè s1 = −λt + const, s2 = λt + const. Èç (4.1) â ñèëó ïîñòîÿíñòâà
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êîýôôèöèåíòîâ λ ñëåäóåò, ÷òî

∂s(1)(ξ, t0;α)

∂ξ
=
∂s(2)(ξ, t0;α)

∂ξ
= 1.

Ïóñòü {u, x} � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, ψ(s, t) � âû÷èñëåííîå íà ýòîì

ïðîöåññå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

ψ1t + λψ1s = −αψ1 − βψ2,

ψ2t − λψ2s = αψ1 + βψ2,

ψ1(s, t1) = ψ2(s, t1) = 2 (η(s)− x1(s, t1)− x2(s, t1)) , s ∈ S,

ψ1(sk, t) = ψ2(sn, t) = 0, t ∈ T.

Èç òåîðåìû 4.1. ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå S âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå ìàêñèìóìà (4.6) ôóíêöèîíàëà I(v, ξ). Âèä ýòîãî ôóíêöèîíàëà è ñî-

îòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(4.9) çàâèñèò â íàøåì ñëó÷àå îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè ξ íà îòðåçêå S.

à) sn + (t1 − t0)λ ≤ ξ ≤ sk − (t1 − t0)λ.

Íåðàâåíñòâî (4.14) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòîò îòðåçîê íåïóñòîé. Óðàâíåíèÿ

õàðàêòåðèñòèê, èñõîäÿùèõ èç òî÷êè (ξ, t0) èìåþò âèä:

s(1) = λ(t0 − t) + ξ, s(2) = λ(t− t0) + ξ.

Êîíå÷íûìè òî÷êàìè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ òî÷êè îòðåçêà {(s, t) :

s ∈ S, t = t1}. Â äàííîì ñëó÷àå

I(v, ξ) = − (y1(t1) + x2(λ(t0 − t1) + ξ, t1)− η(λ(t0 − t1) + ξ))2 +

+
t1∫
t0

ψ2(λ(t0 − t) + ξ, t) β(λ(t0 − t) + ξ)(y1(t)− x2(λ(t0 − t) + ξ, t)) dt−

− (y2(t1) + x1(λ(t1 − t0) + ξ, t1)− η(λ(t1 − t0) + ξ))2 +

+
t1∫
t0

ψ1(λ(t− t0) + ξ, t)α(λ(t− t0) + ξ)(x1(λ(t− t0) + ξ, t)− y2(t)) dt,

108



ẏ1(t) = α(λ(t0 − t) + ξ)(y1(t)− x2(λ(t0 − t) + ξ, t)), t ∈ T, (4.15)

ẏ2(t) = β(λ(t− t0) + ξ)(x1(λ(t0 − t) + ξ, t)− y2(t)), t ∈ T, (4.16)

y1(t0) = v(ξ) + q(ξ), y2(t0) = v(ξ)− q(ξ). (4.17)

á) sn ≤ ξ < sn + (t1 − t0)λ.

Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêà ïåðâîãî ñåìåéñòâà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷-

êó (ξ, t0), èìååò â êà÷åñòâå êîíå÷íîé òî÷êó (sn, t0 +(ξ− sn)/λ). Õàðàêòå-

ðèñòèêà æå âòîðîãî ñåìåéñòâà çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå (λ(t1 − t0) + ξ, t1).

Öåëåâîé ôóíêöèîíàë (4.7) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

I(v, ξ) =

t0+(ξ−sn)/λ∫
t0

ψ2(λ(t0 − t) + ξ, t) β(λ(t0 − t) + ξ)(y1(t)−

−x2(λ(t0−t)+ξ, t)) dt−(y2(t1) + x1(λ(t1 − t0) + ξ, t1)− η(λ(t1 − t0) + ξ))2 +

+
t1∫
t0

ψ1(λ(t− t0) + ξ, t)α(λ(t− t0) + ξ)(x1(λ(t− t0) + ξ, t)− y2(t)) dt.

Ïðè ýòîì ôóíêöèè y1(t), y2(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè (4.15),

(4.16), (4.17). Îäíàêî óðàâíåíèå (4.15) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè t ∈ [t0, t0 +

(ξ − sn)/λ].

â) sk − (t1 − t0)λ < ξ ≤ sk.

Ýòîò ñëó÷àé ñèììåòðè÷åí òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîìó. Õàðàêòåðèñòèêà

âòîðîãî ñåìåéñòâà, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå (ξ, t0), èìååò â êà÷åñòâå êî-

íå÷íîé òî÷êó (sk, t0 + (sk − ξ)/λ). Õàðàêòåðèñòèêà ïåðâîãî ñåìåéñòâà

çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå (λ(t0 − t1) + ξ, t1).

I(v, ξ) = − (y1(t1) + x2(λ(t0 − t1) + ξ, t1)− η(λ(t0 − t1) + ξ))2 +

+
t1∫
t0

ψ2(λ(t0 − t) + ξ, t) β(λ(t0 − t) + ξ)(y1(t)− x2(λ(t0 − t) + ξ, t)) dt+

+

t0+(sk−ξ)/λ∫
t0

ψ1(λ(t− t0)+ ξ, t)α(λ(t− t0)+ ξ)(x1(λ(t− t0)+ ξ, t)−y2(t)) dt.
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Ôóíêöèè y1(t), y2(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è Êîøè (4.15), (4.16),

(4.17). Îäíàêî óðàâíåíèå (4.15) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè t ∈ [t0, t0 + (sk −

ξ)/λ].

Äàííûé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ äèàãîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Ôèãóðèðóþùèå â óñëîâèè

îïòèìàëüíîñòè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìåþò ðÿä îñîáåí-

íîñòåé. Âî-ïåðâûõ, íåñìîòðÿ íà àääèòèâíîñòü öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà,

êàæäàÿ èç çàäà÷ íå ðàñïàäàåòñÿ íà çàäà÷è îïòèìèçàöèè â îòäåëüíûõ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, ïîñòðîåííûõ âäîëü õà-

ðàêòåðèñòèê ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Âî-âòîðûõ, êàæäîå èç óðàâíå-

íèé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìàòðè-

âàåòñÿ íà, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûõ îòðåçêàõ èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé.

Êîíñòðóêöèè òåîðåìû 4.2 ïîÿñíèì ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 4.2. Â ïðÿìîóãîëüíèêå S × T , S = [0, sk], T = [t0, t1] ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

x1t + x1s = α(s, t)x1 + β(s, t)x2,

x2t + x2s = µ(s, t)x1 + γ(s, t)x2;

x1(0, t) = 1− v(t), x2(0, t) = v(t), t ∈ T ;

x1(s, t0) = x̄1(s), x2(s, t0) = x̄2(s), s ∈ S.

Äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè v(t), óäîâëåòâîðÿþùèå

ïîòî÷å÷íîìó îãðàíè÷åíèþ

v(t) ∈ [0, 1], t ∈ T.

Öåëü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(v) =
∫
S

(x1(s, t1) + x2(s, t1)− η(s))2 ds.

110



Ôóíêöèè α(s, t), β(s, t), µ(s, t), γ(s, t), x̄1(s), x̄2(s), η(s) ñ÷èòàþòñÿ

çàäàííûìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî sk > t1− t0. Çàäà÷è ðàññìàò-

ðèâàåìîãî âèäà âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ â ðàñïðåäåëåííûõ

ïî âîçðàñòó ïîïóëÿöèÿõ, èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ áîëåçíåé, íàð-

êîìàíèè è ò.ï. Ïîäðîáíî îäíà èç çàäà÷ òàêîãî òèïà èññëåäîâàíà â ãëàâå

4 íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Â äàííîì ïðèìåðå êîýôôèöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííîé s â

îáîèõ óðàâíåíèÿõ ðàâíû îäíîé è òîé æå êîíñòàíòå 1. Â ñèëó ýòîãî ôàêòà

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè òåîðåìû 4.2 èìååò î÷åíü ïðîñòîé âèä.

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

(0, τ) èìååò âèä s(i) = t− τ, i = 1, 2. Òîãäà

∂s(i)(s0, τ ; t)

∂τ
= −1.

Óñëîâèå sk > t1− t0 ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå õàðàêòåðèñòèêè, âûõîäÿùèå èç

òî÷åê (0, τ), τ ∈ [t0, t1], èìåþò â êà÷åñòâå êîíå÷íûõ òî÷êè èç îòðåçêà

{(s, t) : s ∈ S, t = t1}. Íà îïòèìàëüíîì ïðîöåññå {v∗, x∗} ïî÷òè â

êàæäîé òî÷êå τ ∈ T

I(1)(v∗(τ), τ) = max
v∈[0,1]

I(1)(v, τ),

ãäå

I(1)(v(τ), τ) = − (y1(t1) + y2(t1)− η(t1 − τ))2 ,

ẏ1 = α(t− τ, t)y1(t) + β(t− τ, t)y2(t),

ẏ2 = µ(t− τ, t)y1(t) + γ(t− τ, t)y2(t), t ∈ [τ, t1],

y1(τ) = 1− v, y2(τ) = v.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå âàðèàöèîííûé ïðèíöèï

ìàêñèìóìà âûðîæäàåòñÿ â ïðîñòåéøåå óñëîâèå ìàêñèìóìà âäîëü ñåìåé-

ñòâà õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.

111



2.5. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ È
ÅÃÎ ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ Ñ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÌ

Íàøåé äàëüíåéøåé öåëüþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñðàâíåíèå âàðèàöèîííîãî

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, ïîëó÷åííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ñ èçâåñòíûìè

íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ

çàäà÷è (1.1)� (1.5) ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå â íåé íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îï-

òèìàëüíîñòè âèäà êîíå÷íîìåðíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Â ñâÿçè ñ ýòèì

íåâîçìîæíî ïðèìåíåíèå îäíîãî èç òðàäèöèîííûõ ñïîñîáîâ äîêàçàòåëü-

ñòâà äèôôåðåíöèàëüíîãî (ëèíåàðèçîâàííîãî) ïðèíöèïà ìàêñèìóìà êàê

ñëåäñòâèÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ïî óïðàâ-

ëåíèþ è âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà, çàäàþùåãî îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþ-

ùóþ ôóíêöèþ. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîäèêà, ïðèìåíåííàÿ â ðàáîòàõ [102, 125]

äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñìåøàííûìè ñèñòåìà-

ìè, â êîòîðûõ îäíî èç óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, ïîçâîëÿåò

äîêàçàòü êîíå÷íîìåðíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå

îïòèìàëüíîñòè ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé. Îäíàêî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î

ëèíåéíîñòè çàäà÷è ïî óïðàâëåíèþ êîíå÷íîìåðíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà

â äàííîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëüíûì.

Â ñòàòüå [218] óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà â ëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óïðàâëåíèå âõîäèò ëèíåéíî â

ôóíêöèþ, çàäàþùóþ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, à ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè

â êðèòåðèè êà÷åñòâà âûïóêëû. Â ýòîé æå ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä, îñíî-

âàííûé íà ïîëó÷åííîì ðåçóëüòàòå. Â [214] ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü äîêà-

çàòåëüñòâà äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è îïòè-

112



ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîëóëèíåéíîé ãèïåðáîëè-

÷åñêîé ñèñòåìû. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ñâåäåíèÿ çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê àáñòðàêòíîé çàäà÷å â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è äèôôåðåíöè-

àëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà áóäåò ïîëåçíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëü-

íûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà èññëåäîâàíèè ôîðìó-

ëû ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà. Îãðàíè÷èìñÿ èçëîæåíèåì ñõåìû äîêàçà-

òåëüñòâà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì íà ïàðàìåòðû çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1)� (1.5), ñôîðìóëèðîâàííûì â ïóíêòå 2.1,

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) âåêòîð-ôóíêöèÿ p(u, s) äèôôåðåíöèðóåìà ïî óïðàâëåíèþ è óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u;

2) ìíîæåñòâî U âûïóêëî.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññà {u, x} è

{ û = u + ∆u, x̂ = x + ∆x}. Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (1.5)

ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

∆J(u) = J(û)− J(u) =
∫
Ω

∆Φ(x, s, t) (ds+ dt)+

+
∫
Π

∫
∆F (x, s, t) ds dt+

+
∫
Π

∫
〈ψ(s, t), (DA∆x(s, t)−∆f(x, s, t))〉 ds dt, (5.1)

ãäå ψ = ψ(s, t) � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ n -ìåðíàÿ îãðàíè÷åííàÿ è èçìåðè-

ìàÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Π ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé èìååò ñìûñë îáîáùåííàÿ

ïðîèçâîäíàÿ DAψ.

Ïðèìåíèì ñòàíäàðòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçà-

òåëüñòâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, òî åñòü
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� ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå ∆Φ(x, s, t) = Φ(x̂, s, t) − Φ(x, s, t) ïî ôîð-

ìóëå Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà, âûäåëèâ ëèíåéíóþ ÷àñòü îòíîñèòåëüíî

ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà;

� ââåäåì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ H(ψ, x, s, t) = 〈ψ, f(x, s, t)〉− F (x, s, t);

� ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå ∆H(ψ, x, s, t) = H(ψ, x̂, s, t)− H(ψ, x, s, t)

òàêæå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà;

� ê ïîñëåäíåìó ñëàãàåìîìó â (5.1) ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì (1.3.4);

� ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ = ψ(s, t) óäîâëåòâîðÿëà ñîïðÿæåííîé

çàäà÷å (3.8).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî ïðèðàùåíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

∆J(u) =
∫
S

〈ψ(s, t0),∆ũp(u(s), s)〉 ds+
∫
Ω

oΦ(‖∆x(s, t) ‖) (ds+ dt)−

−
∫
Π

∫
oH(‖∆x(s, t) ‖) ds dt. (5.2)

Ïóñòü òåïåðü ū = ū(s) � ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå. Îöå-

íèì ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ, âûçâàííîå ïðèðàùåíèåì óïðàâëåíèÿ

∆u = α (ū− u), α ∈ (0, 1].

Â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà U óïðàâëåíèå u + ∆u ÿâëÿåòñÿ äîïóñòè-

ìûì.

Ïóñòü (ξ(i), τ (i)) � íà÷àëüíàÿ òî÷êà õàðàêòåðèñòèêè s(i)(s, t; τ). Èç èí-

òåãðàëüíîãî âàðèàíòà (1.1.7) ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî

|∆xi(s, t)| ≤ |pi(u+ α (ū− u), ξi)− pi(u, ξi)|+

+
t∫

τ (i)

|∆fi(x(s, t), s, τ)|

∣∣∣∣∣∣∣
s=s(i)(s,t;τ)

dτ ≤
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≤ L1α ‖ū(ξ(i))− u(ξ(i))‖+ L
t∫

τ (i)

‖∆x(s(i)(s, t; τ)), τ)‖ dτ, (5.3)

i = 1, 2, . . . , n.

Çäåñü L1 è L � êîíñòàíòû Ëèïøèöà ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ôóíêöèè p è fi.

Îáîçíà÷èì

γ(τ) = ess sup
(s,t)∈Π̄

t≤τ

‖∆x(s, t)‖

Èç íåðàâåíñòâà (5.3) â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ‖ū(s) − u(s)‖ ïîëó÷èì, ÷òî

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C1 ≥ 0, òàêàÿ ÷òî

|∆xi(s, t)| ≤ L
t∫

t0

γ(τ) dτ + C1 α, i = 1, 2, . . . , n.

Îòñþäà

γ(t) ≤
√
nL

t∫
t0

γ(τ) dτ +
√
nC1 α, t ∈ [t0, t1].

Ïðèìåíèâ ëåììó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷èì

γ(t) ≤ C2 α, t ∈ [t0, t1],

ãäå

C2 =
√
nC1 exp(L

√
n (t1 − t0)).

Äàííîå íåðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü îöåíêó äëÿ îñòàòî÷íîãî

÷ëåíà â ôîðìóëå (5.2)
∫
Ω

oΦ(‖∆x(s, t) ‖) (ds+ dt)−
∫
Π

∫
oH(‖∆x(s, t) ‖) ds dt = o(α). (5.4)

Ââåäåì ôóíêöèþ

h(ψ, u, s) = 〈ψ(s, t0), p(u(s), s)〉,

îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå S.

Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó äèôôåðåíöèàëü-

íîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.
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Òåîðåìà 5.1.Ïóñòü ïðîöåññ {u∗, x∗} îïòèìàëåí â çàäà÷å (1.1)�(1.5).

Òîãäà ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå s îòðåçêà S ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

〈hu(ψ∗(s, t0), u∗(s), s), (v − u∗(s))〉 ≤ 0, ∀ v ∈ U, (5.5)

ãäå ψ∗(s, t) � ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (3.8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óïðàâëåíèå u∗ = u∗(s) îïòèìàëüíî â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Ïðåäïîëîæåíèå î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè

p ïî óïðàâëåíèþ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ (5.2) ñëàãà-

åìîå, èìåþùåå ïîðÿäîê α. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ū = ū(s)

0 ≤ J(u∗ + α (ū− u∗))− J(u∗) =

= −α
∫
S

〈hu(ψ∗(s, t0), u∗(s), s), (ū(s)− u∗(s))〉 ds+ o(α), α ∈ (0, 1].

Îòñþäà èìååì∫
S

〈hu(ψ∗(s, t0), u∗(s), s), (ū(s)− u∗(s))〉 ds ≤ 0. (5.6)

Îò ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëüíîãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

ìîæíî ëåãêî ïåðåéòè ê ïîòî÷å÷íîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðîèçâîëüíî-

ñòüþ óïðàâëåíèÿ ū = ū(s). Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

ξ ∈ (s0, s1] è ÷èñëî ε ∈ (0, ξ − s0]. Óïðàâëåíèå ū = ū(s) çàäàäèì â âèäå

ū =

 u∗(s), s ∈ S\(ξ − ε, ξ],
v, s ∈ (ξ − ε, ξ],

ãäå v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç U .

Èç íåðàâåíñòâà (5.6) ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå S ñïðàâåäëè-

âî (5.5), ÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñðàâíåíèþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è

äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Íàøà öåëü ñîñòîèò â äîêà-

çàòåëüñòâå òîãî, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ áîëåå

ñèëüíûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè.
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Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ñïðà-

âåäëèâ ïðè áîëåå ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïàðàìåòðû çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå âàðèàöèîííî-

ãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íå áûëî íåîáõîäèìîñòè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-

öèÿ p = p(u, s), çàäàþùàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, äèôôåðåíöèðóåìà ïî

óïðàâëåíèþ, íå òðåáîâàëîñü è âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà U , îïðåäåëÿþùåãî

îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1)�(1.5) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì, ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà. Ïîêàæåì, ÷òî èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âñåãäà

ñëåäóåò äèôôåðåíöèàëüíûé. Íåñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ

ïðîèëëþñòðèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèì êîíòðïðèìåðîì.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u = u(s) óäîâëåòâîðÿ-

åò âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà â çàäà÷å (1.1)�(1.5). Òîãäà äëÿ

íåãî ñïðàâåäëèâ äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x = x(s, t) è ψ = ψ(s, t) � ðåøåíèÿ

ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé çàäà÷è (1.1)�(1.3) è ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (3.8),

îòâå÷àþùèå óïðàâëåíèþ u = u(s).

Ïîñêîëüêó óïðàâëåíèå u = u(s) óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöèîííîìó ïðèí-

öèïó ìàêñèìóìà, òî îíî ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå ξ ∈ S äîñòàâëÿåò ìàêñè-

ìóì ôóíêöèè (4.7).

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âåêòîðà u(ξ) â

çàäà÷å (4.6)�(4.9). Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ∈ U

è ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùå-

íèþ àðãóìåíòà ∆u = α (v − u(ξ)), α ∈ (0, 1].

I(u(ξ) + α (v − u(ξ)), ξ)− I(u(ξ), ξ) =
q∑
l=1

{[
−Φ(zl(τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l)) +

+ Φ(x(ξ̄(l), τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l))
] ∂s(il)(ξ, t0; τ̄

(l))

∂ξ
µ(ξ̄(l), τ̄ (l))+
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+
τ̄ (l)∫
t0

[
〈ψ̃l(s, t), (f̃ l(zl(t), s, t)〉 − 〈ψ̃l(s, t), (f̃ l(x(s, t), s, t)〉−

− F (zl(t), s, t) + F (x(s, t), s, t)
]∣∣∣
s=s(il)(ξ,t0;t)

∂s(il)(ξ, t0; t)

∂ξ
dt+

+
τ̄ (l)∫
t0

〈ζ l(t),
d(yl(t)− x̄l(s, t))

dt
−∆zlf̄ l(x, s, t)

∣∣∣∣∣∣
s=s(il)(ξ,t0;t)

〉 dt }.

Çäåñü ôóíêöèè zl(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç (4.8)�(4.9) ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

yl(t0) = p̄(u(ξ) + α (v − u(ξ)), ξ),

ζ l(t) � íåêîòîðûå ïîêà ïðîèçâîëüíûå ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêàõ [t0, τ̄
(l)]

äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-ôóíêöèè, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ

ðàçìåðíîñòÿìè âåêòîð-ôóíêöèé yl(t).

Âûïîëíèì äàëåå ñòàíäàðòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: ðàçëîæåíèå ïî ôîð-

ìóëå Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà, âûäåëåíèå ëèíåéíîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî

ïðèðàùåíèÿ yl(t)− x̄(s(il)(ξ, t0; t), t), ïðèìåíåíèå ôîðìóëû èíòåãðèðîâà-

íèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïîä÷èíèì âåêòîð-ôóíêöèè ζ l(t) ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ζ̇ l(t) = −f̄ lx̄l(x, s(il)(ξ, t0; t), t)
T ζ l(t)+

+
[
f̃ lx̄l(x, s, t)T ψ̃l(s, t)− Fx̄l(x, s, t)

]∣∣∣
s=s(il)(ξ,t0;t)

∂s(il)(ξ, t0; τ̄
(l))

∂ξ
,

ζ l(τ̄ (l)) = Φx̄l(x, s(il)(ξ, t0; τ̄
(l)), τ̄ (l))

∂s(il)(ξ, t0; τ̄
(l))

∂ξ
µ(ξ̄(l), τ̄ (l)),

t ∈ [t0, τ̄
(l)]; l = 1, 2, . . . , q. (5.7)

Âîñïîëüçîâàâøèñü îãðàíè÷åííîñòüþ ‖v − u(ξ)‖, óñëîâèÿìè Ëèïøèöà

íà ïðàâûå ÷àñòè (1.1) è (1.2), à òàêæå ëåììîé Ãðîíóîëëà - Áåëëìàíà,

ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

‖yl(t)− x̄l(s(il)(ξ, t0; t), t)‖ ≤ C α, C ≥ 0; l = 1, 2, . . . , q.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

h0(ζ, u, ξ) =
q∑
l=1
〈ζ l(t0), p̄(u(ξ), ξ)〉.

Òîãäà ñ ó÷åòîì îïòèìàëüíîñòè âåêòîðà u(ξ) ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

0 ≥ I(u(ξ) + α (v − u(ξ)), ξ)− I(u(ξ), ξ) =

= −〈h0
u(ζ, u(ξ), ξ), (v − u(ξ)) 〉α+ o(α), α ∈ (0, 1].

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè âåêòîðà u(ξ)

â çàäà÷å (4.6)�(4.9), ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

〈h0
u(ζ, u(ξ), ξ), (v − u(ξ)) 〉 ≥ 0 (5.8)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ U .

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé h0
u(ζ, u(ξ), ξ) è ôèãóðèðóþùåé â

äèôôåðåíöèàëüíîì ïðèíöèïå ìàêñèìóìà ôóíêöèåé

h(ψ, u, ξ) = 〈ψ(ξ, t0), p(u(ξ), ξ)〉 =
q∑
l=1
〈ψ̄l(ξ, t0), p̄l(u(ξ), ξ)〉.

Äëÿ ýòîãî íàéäåì ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè ζ l(t) è ψ̄l(s(il)(ξ, t0; t), t). Èç

âèäà ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (3.8) ñëåäóåò, ÷òî

d ψ̄l(s(il)(ξ, t0; t), t)

dt
= {−

f̄ lx̄l(x(s, t), s, t) +
∂ail(s, t)

∂s
Ē

T ψ̄l(s, t)−
− f̃ lx̄l(x(s, t), s, t)T ψ̃l(s, t) + Fx̄l(x(s, t), s, t)

}
s=s(il)(ξ,t0;t)

,

ψ̄l(s(il)(ξ, t0; τl), τl) = −Φx̄l(x(ξ̄(l), τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l)) µ(ξ̄(l), τ̄ (l)),

t ∈ [t0, τ̄
(l)]; l = 1, 2, . . . , q. (5.9)

Çäåñü Ē � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè il − il−1 × il − il−1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A(t) = f̄ lx̄l(x(s(il)(ξ, t0; t), t), s
(il)(ξ, t0; t), t)

T ,
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B(t) = −
{
f̃ lx̄l(x(s, t), s, t)T ψ̃l(s, t)− Fx̄l(x(s, t), s, t)

}
s=s(il)(ξ,t0;t)

.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îáîçíà÷åíèé ñèñòåìû (5.7), (5.9) ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå

êîìïàêòíîé ôîðìå

ζ̇ l(t) = −A(t) ζ l(t)−B(t)
∂s(il)(ξ, t0; τl)

∂ξ
, (5.10)

ζ l(τ̄ (l)) = Φx̄l(x(ξ̄(l), τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l))
∂s(il)(ξ, t0; τ̄

(l))

∂ξ
µ(ξ̄(l), τ̄ (l));

d ψ̄l(s(il)(ξ, t0; t), t)

dt
= −

A(t) +
∂ail(s

(il)(ξ, t0; t), t)

∂s
Ē

T ψ̄l +B(t), (5.11)

ψ̄l(s(il)(ξ, t0; τ̄
(l)), τ̄ (l)) = −Φx̄l(x(ξ̄(l), τ̄ (l)), ξ̄(l), τ̄ (l)) µ(ξ̄(l), τ̄ (l)).

Çàïèøåì ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Êîøè. Ââåäåì

ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû, îïðåäåëÿåìûå èç ñèñòåì ìàòðè÷íûõ óðàâ-

íåíèé

V ζ
t (t, α) = −A(t)V ζ(t, α),

V ζ(α, α) = Ē;

V ψ
t (t, α) = −

A(t) +
∂ail(s

(il)(ξ, t0; t), t)

∂s
Ē

V ψ(t, α),

V ψ(α, α) = Ē.

Òîãäà ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(5.10), (5.11) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

ζ l(t) = −V ζ(t, τ̄ (l)) ψ̄l(s(il)(ξ, t0; τ̄
(l)), τ̄ (l))

∂s(il)(ξ, t0; τ̄
(l))

∂ξ
+

+
τ̄ (l)∫
t

V ζ(t, α)B(α)
∂s(il)(ξ, t0;α)

∂ξ
dα, (5.12)

ψ̄l(s(il)(ξ, t0; τ̄
(l)), τ̄ (l)) = V ψ(t, τ̄ (l)) ψ̄l(s(il)(ξ, t0; τ̄

(l)), τl)
∂s(il)(ξ, t0; τ̄

(l))

∂ξ
−

−
τ̄ (l)∫
t

V ψ(t, α)B(α) dα. (5.13)
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Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çàâèñèìîñòü ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ìàòðèöà-

ìè V ζ(t, α) è V ψ(t, α) ââåäåì ôóíêöèþ

ρ(t, α) = exp

 α∫
t

∂ ail(s
(il)(ξ, t0; τ), τ)

∂s
dτ

 ; t, α ∈ [t0, τ̄
(l)].

Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä

ρt(t, α) = −∂ ail(s
(il)(ξ, t0; τ), τ)

∂s
ρ(t, α).

Îòñþäà è èç óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö ïîëó÷èì ñëåäóþ-

ùóþ çàâèñèìîñòü

V ψ(t, α) = V ζ(t, α) ρ(t, α). (5.14)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4.1), îïðåäåëÿþùåé ÿâíûé âèä ïðîèçâîäíîé

∂s(il)(ξ, t0;α)/∂ξ. Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî

∂s(il)(ξ, t0;α)

∂ξ
=
∂s(il)(ξ, t0; t)

∂ξ
ρ(t, α).

Ïîýòîìó (5.12) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ζ l(t) = −V ζ(t, τ̄ (l)) ρ(t, τ̄ (l)) ψ̄l(s(il)(ξ, t0; τ̄
(l)), τ̄ (l))

∂s(il)(ξ, t0; τ̄
(l))

∂ξ
+

+
τ̄ (l)∫
t

V ζ(t, α) ρ(t, α)B(α)
∂s(il)(ξ, t0; t)

∂ξ
dα.

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñ (5.13) è ó÷èòûâàÿ çàâèñè-

ìîñòü ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ìàòðèöàìè (5.14), ïîëó÷èì

ζ l(t) = −∂s
(il)(ξ, t0; t)

∂ξ
ψ̄l(s(il)(ξ, t0; t), t), t ∈ [t0, τ

(l)].

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî

∂s(il)(ξ, t0; t0)

∂ξ
= 1,

ïîëó÷èì

ζ l(t0) = −ψ̄l(ξ, t0).
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Ïîýòîìó

h(ψ(ξ, t0), u(ξ), ξ) = −h0(ζ(t0), u(ξ), ξ).

Èç (5.8) ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè â êàæäîé òî÷êå ξ ∈ S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî

〈hu(ψ(ξ, t0), u(ξ), ξ), (v − u(ξ)) 〉 ≤ 0, v ∈ U.

À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî óïðàâëåíèå u = u(ξ) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöè-

àëüíîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Ïðèâåäåì

êîíòðïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî

äèôôåðåíöèàëüíîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Òåì ñàìûì ìû çàâåðøèì âòîðîé ýòàï

ñðàâíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî è âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïîâ ìàêñèìóìà.

Ïðèìåð 5.1. Â ïðÿìîóãîëüíèêå Π̄ = S × T, S = [0, 2], T = [0, 1]

ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

xt + xs = 0,

x(s, 0) = u3(s), s ∈ S; x(0, t) = 0, t ∈ T ;

−1 ≤ u(s) ≤ 1, s ∈ S.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J(u) =
∫
S

x(s, 1) ds.

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ãèïåðáîëè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ

s(ξ, τ ; t) = t+ ξ − τ, (ξ, τ) ∈ Π̄.

Ðåøåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

x(s, t) =

 u3(s− t), t ≤ s,

0, t > s.
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Ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à:

ψt + ψs = 0, (s, t) ∈ Π,

ψ(1, t) = 0, t ∈ T ; ψ(s, 1) = −1, s ∈ S

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è íå çàâèñèò îò âûáîðà óïðàâ-

ëÿþùåé ôóíêöèè è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ψ(s, t) =

 0, t < s− 1,
−1, t ≥ s− 1.

Îïòèìàëüíûì â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ óïðàâëåíèå

u∗(s) =

 −1, s ∈ [0, 1],
w, w ∈ [−1, 1], s ∈ (1, 2].

Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, ïîäñ÷èòàííîå íà îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè

J(u∗) = −1.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u∗ óäîâëåòâîðÿåò êàê äèôôåðåíöèàëüíîìó, òàê

è âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïàì ìàêñèìóìà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì ôóíê-

öèþ h(ψ, u, s)

h(ψ(s, t0), u(s), s) = ψ(s, 0)u3(s) =

 0, s > 1,
−u3(s), s ≤ 1.

Ïðè s ≤ 1

hu(ψ, u
∗, s)u∗ = 3 ≥ −3v = hu(ψ, u

∗, s) v, v ∈ U = [−1, 1].

Ïðè s > 1

hu(ψ, u
∗, s) = 0,

òî åñòü äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ

òî÷êàõ îòðåçêà S.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ξ ∈ [0, 1]. Ñèñòåìà äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (4.9) â äàííîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä
dy

dt
= 0, t ∈ [0, 1],
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y(0) = v3(ξ).

Ôóíêöèÿ (4.7):

I(v, ξ) = −y(1) = −v3(ξ). (5.15)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà v ∈ U = [−1, 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

I(u∗, ξ) = 1 ≥ −v3(ξ) = I(v, ξ),

÷òî äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íà îï-

òèìàëüíîì óïðàâëåíèè u∗.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå ū = 0, s ∈ S. Äàííîå

óïðàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, òàê êàê J(ū) = 0. Âûáðàííîå íà-

ìè óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó ïðèíöèïó ìàêñèìó-

ìà, ïîñêîëüêó

hu(ψ(s, t0), ū) = 0, s ∈ S.

Îäíàêî óïðàâëåíèå ū = 0 íå äîñòàâëÿåò ìàêñèìóìà ôóíêöèè (5.15) íà

ìíîæåñòâå U = [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîãî óïðàâëåíèÿ íå âûïîë-

íåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âèäà âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà.

Èòàê, òåîðåìà 5.2 è ðàññìîòðåííûé òîëüêî ÷òî ïðèìåð ïîêàçûâàþò,

÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì íåîáõî-

äèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè, ÷åì äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèíöèï ìàê-

ñèìóìà.

2.6. ÌÅÒÎÄ ÏÎÈÑÊÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÉ, ÓÄÎÂËÅÒÂÎÐßÞÙÈÕ
ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÌÓ ÏÐÈÍÖÈÏÓ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ

Äîêàçàòåëüñòâî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñïîñîáîì, îñíî-

âàííûì íà èññëåäîâàíèè ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà,

ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûé ìåòîä ïîèñêà óïðàâëåíèé, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ ýòîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè.
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Îáùàÿ ñòðóêòóðà ìåòîäà àíàëîãè÷íà ñõåìå, èçëîæåííîé â ïåðâîé ãëà-

âå. Îñíîâíûå îòëè÷èÿ çàêëþ÷àþòñÿ â èñïîëüçîâàíèè èíîé íåâÿçêè âû-

ïîëíåíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è äðóãîé âñïîìîãàòåëü-

íîé çàäà÷è ïîèñêà óïðàâëåíèÿ, ïðèìåíÿåìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà êàæäîì

øàãå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà óïðàâëåíèé.

Èçëîæèì îáùóþ ñõåìó ìåòîäà. Ïóñòü íà k-îé èòåðàöèè âû÷èñëåíî äî-

ïóñòèìîå óïðàâëåíèå uk = uk(s). Ïî ýòîìó óïðàâëåíèþ íàéäåì ôóíêöèè

xk = xk(s, t) è ψk = ψk(s, t), ÿâëÿþùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿìè çà-

äà÷ (1.1)�(1.5) è (3.8). Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ik(v, ξ),

ïîëó÷àåìóþ èç (4.7) çàìåíîé x(s, t) íà xk(s, t), ψ(s, t) íà ψk(s, t). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî èç âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè Ik(v, ξ)

ìîæíî îïðåäåëèòü äîïóñòèìîå îãðàíè÷åííîå è èçìåðèìîå íà S óïðàâëå-

íèå ūk(s), s ∈ S:

Ik(ū
k(ξ), ξ) = max

v∈U
Ik(v, ξ), ξ ∈ S. (6.1)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

w̄k(ξ) = Ik(ū
k(ξ), ξ)− Ik(u

k(ξ), ξ). (6.2)

Òîãäà ÷èñëî

µk = µ(uk) =
1

mes S

∫
S

w̄k(ξ) dξ ≥ 0 (6.3)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåâÿçêó âûïîëíåíèÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà. Åñëè µ(uk) = 0, òî óïðàâëåíèå uk = uk(s) ïî÷òè âñþäó íà S

óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè, è èòåðàöè-

îííûé ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ.

Ïóñòü µk > 0. Ñòðîèì ñåìåéñòâî óïðàâëåíèé ïî ïðàâèëó

ukε(s) =

 ūk(s), s ∈ Sk(ε),
uk(s), s ∈ S\Sk(ε),

ãäå Sk(ε) � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ èç îòðåçêà S, ìåðà

êîòîðûõ ëèíåéíî çàâèñèò îò ε, ε ∈ [0, 1].
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Èç óñëîâèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà íàéäåì ïàðàìåòð εk, èãðàþùèé ðîëü

øàãà âàðüèðîâàíèÿ

εk : Jk(u
k
εk

) = min
ε∈[0,1]

Jk(u
k
ε). (6.4)

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàåòñÿ óïðàâëåíèå

uk+1 = ukεk
.

Ñõîäèìîñòü ìåòîäà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ

ñôîðìóëèðîâàííûì â ãëàâå 1. Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì, êîòîðîìó äîëæ-

íû óäîâëåòâîðÿòü ìíîæåñòâà Sk(ε), ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå îïðåäåëÿþùå-

ãî íåðàâåíñòâà âèäà (1.5.7):
∫

Sk(ε)

w̄k(ξ) dξ ≥ Nk µ
σ
k ε, ε ∈ [0, 1], (6.5)

Nk ≥ N > 0; k = 0, 1, . . . ; σ ≥ 1.

Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (6.5) íà êàæäîì øàãå ìåòîäà ãàðàíòèðóåò åãî

ðåëàêñàöèîííîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (4.10) ñëå-

äóåò, ÷òî

J(ukε)− J(uk) = −
∫

Sk(ε)

w̄k(ξ) dξ + o(ε) ≤ −Nk µ
σ
k ε+ o(ε).

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà âîçìîæíî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ, ãàðàíòèðóþùèõ âîçìîæíîñòü ñëåäóþùåé îöåíêè ïðè-

ðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà

J(ukε)− J(uk) ≤ −
∫

Sk(ε)

w̄k(ξ) dξ +M ε1+γ; M ≥ 0, γ > 0. (6.6)

Èç âèäà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, ïîëó÷åííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû

ïðèðàùåíèÿ (4.5), ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåðàâåíñòâî

(6.6) ñïðàâåäëèâî ïðè γ = 1, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
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ôóíêöèè ϕx(x(s, t1), s), ϕ0x
(x−(s0, t), t), ϕ1x

(x+(s1, t), t), Φx(x, s, t),

fx(x, s, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿ Ëèïøèöà ïî x.

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ïàðàìåòðà εk èç óñëîâèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè (6.4) íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ñëîæåí. Òåîðåìà

î ñõîäèìîñòè ìåòîäà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè εk íàõîäèòñÿ èç áîëåå

óäîáíîãî ïðè ðàñ÷åòàõ òðåáîâàíèÿ ãàðàíòèðîâàííîãî óáûâàíèÿ ïî ôóíê-

öèîíàëó:

εk = δl, l = 0, 1, . . . ,

J(ukδl)− J(uk) ≤ −Nk µ
σ
k δ

l γ

1 + γ
, (6.7)

ãäå δ ∈ (0, 1) � ïàðàìåòð ìåòîäà, l � ìèíèìàëüíûé íîìåð, ïðè êîòîðîì

âûïîëíÿåòñÿ (6.7).

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî

ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1 â ãëàâå 1.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1)�(1.5)

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1) ôóíêöèîíàë J(u) îãðàíè÷åí ñíèçó íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ

óïðàâëåíèé;

2) ñóùåñòâóþò îáëàñòè èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ, íà êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (6.6);

3) îáëàñòè èãîëü÷àòîãî âàðüèðîâàíèÿ Sk(ε) ïîäîáðàíû òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà óäîâëåòâîðÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (6.5).

Òîãäà ïðè ïðîèçâîëüíîì äîïóñòèìîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè u0 =

u0(s) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé, ãåíåðèðóåìàÿ ìåòîäîì, ÿâëÿåò-

ñÿ ðåëàêñàöèîííîé è ñõîäèòñÿ â ñìûñëå µk −→ 0, k −→∞.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-

ñà êîíñòðóêöèé âèäà (1.5.1) � (1.5.7) ïîçâîëÿåò ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî-
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ðåìû î ñõîäèìîñòè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàññóæäåíèÿìè, ïðèìåíÿåìûìè äëÿ

îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîèñêà óïðàâëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

êëàññè÷åñêîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà â ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î ðåàëèçàöèè ìåòîäà. Íàèáîëåå òðóäîåìêèì ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîèñê âñïîìîãàòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ èç óñëîâèÿ (6.1).

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó äëÿ åå

ðåøåíèÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ýòîãî êëàññà çà-

äà÷, íàïðèìåð, ìåòîäû ãðàäèåíòíîãî òèïà.

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ Sk(ε), óäîâëåòâîðÿþùèå

íåðàâåíñòâó (6.5), ìîæíî ñòðîèòü ñïîñîáàìè, ïðåäëîæåííûìè äëÿ ñè-

ñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðàòêèé îáçîð ýòèõ

ñïîñîáîâ ïðèâåäåí â ïåðâîé ãëàâå.
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Ãëàâà 3

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÈÕ
ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÃËÀÄÊÈÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ È
ÑÒÀÐÒÎÂÛÌÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈßÌÈ

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëî-

âèÿìè ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà â êëàñ-

ñå ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ñòåñíåííûõ ïîòî÷å÷íûìè (àì-

ïëèòóäíûìè) èëè èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Èìåííî òàêîé êëàññ

ôóíêöèé õàðàêòåðåí äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïî-

íÿòíî, ÷òî äëÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷ íåïðèìåíèìû ìåòîäû îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ðàçðûâíûå âàðèàöèè (èãîëü÷àòûå, ñêîëüæå-

íèÿ, v�âàðèàöèè). Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñïå-

öèàëüíûõ âàðèàöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ãëàäêîñòü âàðüèðóåìûõ óïðàâëå-

íèé è âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà ïðèâåëî ê

íîâûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè è ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâíûå

âàðèàíòû ìåòîäîâ óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Èñïîëüçîâàííàÿ â íàñòîÿùåé ãëàâå ñõåìà ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé îïòè-

ìàëüíîñòè è îñíîâàííûõ íà íèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîæåò áûòü ðåà-

ëèçîâàíà äëÿ âåñüìà øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìàìè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè è ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.
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3.1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È Ñ ÏÎÒÎ×Å×ÍÛÌÈ
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÍÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ

Êàê è ðàíåå, ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé

ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x, s, t), (1.1)

(s, t) ∈ Π, Π = (s0, s1)× (t0, t1).

Ïîñòàâèì óïðàâëÿåìûå íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1.1):

x(s, t0) = p(u(s), s), s ∈ S, (1.2)

x+(s0, t) = M(t)x−(s0, t) + g(1)(u(1)(t), t), t ∈ T,

x−(s1, t) = N(t)x+(s1, t) + g(2)(u(2)(t), t), t ∈ T. (1.3)

ÇäåñüM(t) è N(t) � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâåí-

íî m1 × (n − m2) è (n − m2) × m1; u = u(s) � ñòàðòîâîå óïðàâëåíèå;

u(1) = u(1)(t), u(2) = u(2)(t) � óïðàâëåíèÿ â êðàåâûõ óñëîâèÿõ.

Ïîäîáíûå óñëîâèÿ íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ âîçíèêàþò ïîñëå ñâåäåíèÿ

ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê èíâàðèàíòíîé ôîðìå. Ñëîæíîñòü

ðàáîòû ñ òàêèìè óñëîâèÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèè â ïðàâûõ

÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (1.3) íå èçâåñòíû çàðàíåå, íî ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû

èíòåãðèðîâàíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû (1.1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñíà-

÷àëà óñëîâèé íà íèæíåé ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà Π ïðè t = t0, à çàòåì

ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ óñëîâèé íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ.

Ââåäåì ïîòî÷å÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ (îãðà-

íè÷åíèÿ â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà):

u(s) ∈ U ⊂ Er, s ∈ S, U − êîìïàêò; (1.4)

u(1)(t) ∈ U (1) ⊂ Er1, t ∈ T, U (1) − êîìïàêò; (1.5)
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u(2)(t) ∈ U (2) ⊂ Er2, t ∈ T, U (2) − êîìïàêò. (1.6)

Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé:

ñòàðòîâîå óïðàâëåíèå u(s) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà îòðåçêå S,

ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ u(1)(t), u(2)(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà

îòðåçêå T .

Öåëü çàäà÷è ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(u, u(1), u(2)) =
∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt, (1.7)

îïðåäåëåííîãî íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1.1)�(1.3) ïðè äîïóñòèìûõ óïðàâëå-

íèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.4)�(1.6).

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1)�(1.7) èññëåäóåòñÿ ïðè ñëåäóþ-

ùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:

1) äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai = ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n, ìàòðèöû A

íåïðåðûâíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â Π̄;

2) âåêòîð-ôóíêöèè p(u, s), g(1)(u(1), t), g(2)(u(2), t) íåïðåðûâíû, íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñâîèì ïåðåìåííûì è èìåþò îãðàíè÷åííûå

ïðîèçâîäíûå ñîîòâåòñòâåííî ïî u, u(1), u(2);

3) âåêòîð-ôóíêöèÿ f = f(x, s, t) è ñêàëÿðíûå ôóíêöèè F = F (x, s, t),

ϕ = ϕ(x, s) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìåþò

íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîìïîíåíòàì âåê-

òîðà ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà En × S × T, En × S × T, En × S;

4) ýëåìåíòû ìàòðèö M(t), N(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà T .

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�

(1.3), îïðåäåëåííîå â ïóíêòå 1.1 ãëàâû 1, áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó

êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ â Π ôóíêöèé. Ðåøåíèå îáëàäàåò îáîáùåííîé ïðî-

èçâîäíîé DAx = (D1x1, D2x2, . . . , Dnxn), êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé

Dixi íåïðåðûâíà âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî i�ãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê

[95, 145]. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ êîìïîíåíòà xi = xi(s, t) îáîáùåííîãî
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ðåøåíèÿ x íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà âäîëü ëþáîé õàðàêòåðèñòèêè

i�ãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê.

Ðåøåíèå áóäåò ñóùåñòâîâàòü â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, åñëè

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2)�(1.3) ñîãëàñîâàíû:

p+(u(s0), s0) = M(t) p−(u(s0), s0) + g(1)(u(1)(t0), t0),

p−(u(s1), s1) = N(t) p+(u(s1), s1) + g(2)(u(2)(t0), t0). (1.8)

Çäåñü êîìïîíåíòû p+ è p− âåêòîð-ôóíêöèè p ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæèòåëü-

íûì è îòðèöàòåëüíûì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A. Òðåáîâàíèå

ñîãëàñîâàííîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé (1.8) íàëàãàåò, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå

íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè âûâîäå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè è ðåàëèçà-

öèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1.1)�(1.3), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, òàê êàê äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-

ìû áîëåå æåñòêèå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîãëàñîâàííîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ

óñëîâèé äî ïåðâîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèÿ â êðàåâûõ óñëîâèÿõ

ôèêñèðîâàíû:

x+(s0, t) = M(t)x−(s0, t) + g(1)(t), t ∈ T,

x−(s1, t) = N(t)x+(s1, t) + g(2)(t), t ∈ T ; (1.9)

à èäåþ ïîäõîäà ñíà÷àëà èçëîæèì ëèøü äëÿ ñòàðòîâûõ óïðàâëåíèé u =

u(s).

Ïóñòü C1(S, U) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé. Ïàðó {u, x} áó-

äåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì ïðîöåññîì, åñëè óïðàâëåíèå u = u(s) äîïó-

ñòèìî, à x = x(s, t) � ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó óïðàâëåíèþ ðåøåíèå

çàäà÷è (1.1), (1.2), (1.9). Äîïóñòèìûé ïðîöåññ áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëü-

íûì, åñëè íà íåì äîñòèãàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.2), (1.4), (1.7),

(1.9).
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3.2. ÔÎÐÌÓËÀ ÏÐÈÐÀÙÅÍÈß È ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ
ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ

3.2.1. Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ.Ðàññìîòðèì íà äîïóñòèìûõ ïðîöåñ-

ñàõ {u, x} è {ũ = u + ∆u, x̃ = x + ∆x} ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî

ôóíêöèîíàëà ∆J(u) = J(ũ)− J(u):

∆J(u) =
∫
S

∆ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
Π

∫
∆F (x, s, t) ds dt. (2.1)

Íà ïåðâîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ ôîðìóëû (2.1) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäèêà,

ðàññìîòðåííàÿ â ãëàâå 1.

Ïðèðàùåíèå ∆x = ∆x(s, t) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å

DA∆x = ∆f(x, s, t), (s, t) ∈ Π; (2.2)

∆x(s, t0) = ∆p(u(s), s), s ∈ S,

∆x+(s0, t) = M(t) ∆x−(s0, t), t ∈ T,

∆x−(s1, t) = N(t) ∆x+(s1, t), t ∈ T.

Çäåñü ∆f(x, s, t) = f(x̃, s, t) − f(x, s, t), ∆p(u(s), s) = p(ũ(s), s) −

p(u(s), s).

Äîáàâèì ê ïðàâîé ÷àñòè (2.1) íóëåâîå ñëàãàåìîå
∫
Π

∫
〈ψ(s, t), DA∆x−∆f(x, s, t)〉 ds dt,

ãäå ψ(s, t) � ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé èìååò

ñìûñë â Π ïðîèçâîäíàÿ DAψ.

Ââåäåì ôóíêöèè

H(ψ, x, s, t) = 〈ψ(s, t), f(x, s, t)〉 − F (x, s, t),

h(ψ(s, t0), u(s), s) = 〈ψ(s, t0), p(u(s), s)〉.
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Ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèÿ ∆ϕ(x(s, t1), s) è ∆H(ψ, x, s, t) =

H(ψ, x̃, s, t) − H(ψ, x, s, t) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðè-

ìåíèâ óñëîâèÿ (2.2), ïîëó÷èì

∆J(u) =
∫
S

〈ϕx(x(s, t1), s),∆x(s, t1)〉 ds+
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds+

+
∫
S

〈ψ(s, t1),∆x(s, t1)〉 ds−
∫
S

∆h(ψ(s, t0), u(s), s) ds−

−
∫
Π

∫
〈DAψ + Asψ,∆x〉 ds dt−

∫
Π

∫
( 〈Hx,∆x〉+ oH(‖∆x(s, t)‖) ) ds dt+

+
∫
T

〈A+(s1, t)ψ
+(s1, t) +NT (t)A−(s1, t)ψ

−(s1, t),∆x
+(s1, t)〉 dt−

−
∫
T

〈A−(s0, t)ψ
−(s0, t) +MT (t)A+(s0, t)ψ

+(s0, t),∆x
−(s0, t)〉 dt.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ = ψ(s, t) óäîâëåòâîðÿëà ñîïðÿæåííîé

çàäà÷å

DAψ + Asψ = −Hx(ψ, x, s, t), (s, t) ∈ Π, (2.3)

ψ(s, t1) = −ϕx(x(s, t1), s), s ∈ S;

ψ+(s1, t) = N1(t)ψ
−(s1, t), t ∈ T,

ψ−(s0, t) = M1(t)ψ
+(s0, t), t ∈ T.

Çäåñü ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû N1(t) è M1(t) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

N1(t) = −(A+(s1, t))
−1NT (t)A−(s1, t),

M1(t) = −(A−(s0, t))
−1MT (t)A+(s0, t).

Çàäà÷à (2.3) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñ òåì æå ñåìåéñòâîì õàðàêòåðèñòèê,

÷òî è (1.1)�(1.2), (1.9). Îáîáùåííîå ðåøåíèå ψ = ψ(s, t) ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííî â òîì æå ñàìîì ñìûñëå, ÷òî è ðåøåíèå x(s, t) çàäà÷è (1.1)�

(1.2), (1.9).
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Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöè-

îíàëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∆J(u) = −
∫
S

∆h(ψ(s, t0), u(s), s) ds+ η, (2.4)

ãäå

η =
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds−
∫
Π

∫
oH(‖∆x(s, t)‖) ds dt. (2.5)

Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ (2.4) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì âèäà (2.5) ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé óäîáíûé ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîá-

õîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè.

3.2.2. Îöåíêà ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ïîëó÷èì îöåíêó ïðèðàùå-

íèÿ ñîñòîÿíèÿ, âõîäÿùåãî â îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû (2.4), à èìåííî

äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé îöåíêè:

max
(ξ,τ)∈Π̄

‖∆x(ξ, τ)‖ ≤ K̄max
s∈S

‖∆u(s)‖, K̄ > 0. (2.6)

(íîðìû â (2.6) åâêëèäîâû).

Ïðè ýòîì ìåòîäèêó ãëàâû 1 ïðèäåòñÿ ñóùåñòâåííî îáðàçîì ìîäèôè-

öèðîâàòü ñ öåëüþ ó÷åòà îáùåãî õàðàêòåðà êðàåâûõ óñëîâèé (1.9).

Âûáåðåì ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ̄ , â òå÷åíèå êîòîðîãî íè îäíà èç õàðàê-

òåðèñòèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ïðÿìîóãîëüíèêà Π1 = S× [t0, t0 + τ̄ ],

íå óñïååò ïåðåñå÷ü ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü îò îäíîé áîêîâîé ãðàíèöû

äî äðóãîé. Â êà÷åñòâå τ̄ ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî

τ̄ =
s1 − s0

max
i

max
(s,t)∈Π̄

|ai(s, t)|
. (2.7)

Ïóñòü Π1(τ) = {(s, t) ∈ Π1 : t ≤ τ}. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

γ1(τ) = max
(s,t)∈Π1(τ)

‖∆x(s, t)‖. (2.8)

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé íà ïàðàìåòðû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x
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ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé L > 0. Â ñâîþ î÷åðåäü ïðàâûå ÷àñòè óñëîâèé

(1.2) òîæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé K.

Âûáåðåì C1 è C2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C1 = max
i=m2+1,m2+2,...,n

j=1,2,...,m1

max
t∈T

Nij(t);

C2 = max
i=1,2,...,m1

j=m2+1,m2+2,...,n

max
t∈T

Mij(t);

Çäåñü Nij(t) è Mij(t) � ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö â (1.9).

Ïðèìåíÿÿ èíòåãðàëüíûé âàðèàíò çàäà÷è (2.2)

∆xi(s, t) = ∆xi(ξ
(i), τ (i)) +

t∫
τ (i)

∆fi(x, ξ, τ)|ξ=s(i)(s,t;τ) dτ,

ãäå òî÷êà (ξ(i), τ (i)) � íà÷àëî i-é õàðàêòåðèñòèêè, îöåíèì ∆x(s, t) íà ãðà-

íèöàõ Π1.

Ïóñòü ñíà÷àëà s = s1. Òîãäà ïðè i = 1, 2, . . . ,m1 âûïîëíåíî íåðàâåí-

ñòâî

|∆xi(s1, t)| ≤ |∆pi(u(ξ(i)), ξ(i))|+ L
t∫

t0

γ1(τ) dτ ≤

≤ Kmax
s∈S

‖∆u(s)‖+ L
t∫

t0

γ1(τ) dτ,

à ïðè i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n

|∆xi(s1, t)| ≤
m1∑
j=1

|Nij(t)| · |∆xj(s1, t)| ≤ C1

m1∑
j=1

|∆xj(s1, t)| ≤

≤ C1

m1∑
j=1

|∆pj(u(ξ(j)), ξ(j))|+ Lm1

t∫
t0

γ1(τ) dτ

 ≤

≤ C1K
m1∑
j=1

‖∆u(ξ(j))‖+ C1Lm1

t∫
t0

γ1(τ) dτ ≤

≤ C1Km1 max
s∈S

‖∆u(s)‖+ C1Lm1

t∫
t0

γ1(τ) dτ.
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Àíàëîãè÷íî, äëÿ s = s0 ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà:

ïðè i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n

|∆xi(s0, t)| ≤ |∆pi(u(ξ(i)), ξ(i))|+ L
t∫

t0

γ1(τ) dτ ≤

≤ Kmax
s∈S

‖∆u(s)‖+ L
t∫

t0

γ1(τ) dτ,

ïðè i = 1, 2, . . . ,m1

|∆xi(s0, t)| ≤
n∑

j=m2+1
|Mij−m2

(t)| · |∆xj(s0, t)| ≤

≤ C2

n∑
j=m2+1

|∆xj(s0, t)| ≤

≤ C2

 n∑
j=m2+1

|∆pj(u(ξ(j)), ξ(j))|+ L (n−m2)
t∫

t0

γ1(τ) dτ

 ≤

≤ C2K
n∑

j=m2+1
‖∆u(ξ(j))‖+ C2L (n−m2)

t∫
t0

γ1(τ) dτ ≤

≤ C2K (n−m2) max
s∈S

‖∆u(s)‖+ C2L (n−m2)
t∫

t0

γ1(τ) dτ.

È, íàêîíåö, åñëè t = t0, òî ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n

|∆xi(s, t0)| ≤ |∆pi(u(s), s)| ≤ Kmax
s∈S

‖∆u(s)‖.

Ââåäåì êîíñòàíòû K1 è L1:

K1 = max{K, C1Km1, C2K (n−m2)},

L1 = max{L, C1Lm1, C2L (n−m2)}.

Òàêèì îáðàçîì, íà íèæíåé è áîêîâûõ ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà Π1

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|∆xi(s, t)| ≤ K1 max
s∈S

‖∆u(s)‖+ L1

t∫
t0

γ1(τ) dτ, (2.9)
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îòêóäà

‖∆x(s, t)‖ ≤
√
nK1 max

s∈S
‖∆u(s)‖+

√
nL1

t∫
t0

γ1(τ) dτ.

Òîãäà âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå Π1

‖∆x(s, t)‖ ≤
√
nK1 max

s∈S
‖∆u(s)‖+ (

√
nL1 + L)

t∫
t0

γ1(τ) dτ

èëè

γ1(t) ≤
√
nK1 max

s∈S
‖∆u(s)‖+ (

√
nL1 + L)

t∫
t0

γ1(τ) dτ.

Ïðèìåíÿÿ ê ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó ëåììó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïî-

ëó÷èì

γ1(t) ≤
√
nK1 max

s∈S
‖∆u(s)‖ exp((

√
nL1 + L)(t− t0)) ≤

≤
√
nK1 max

s∈S
‖∆u(s)‖ exp((

√
nL1 + L)(τ̄ − t0)),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíèêå Π1 (â òîì ÷èñëå è íà âåðõíåé åãî

ãðàíèöå) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖∆x(s, t)‖ ≤ K1 max
s∈S

‖∆u(s)‖, (2.10)

K1 =
√
nK1 exp((

√
nL1 + L)(τ̄ − t0)).

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîâòîðÿÿ óêàçàííûå îïåðàöèè äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Π2 = S × [t0 + τ̄ , t0 + 2τ̄ ], Π3 = S × [t0 + 2τ̄ , t0 + 3τ̄ ] è ò.ä., ïî-

ëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè âèäà (2.10) ñîîòâåòñòâåííî ñ íåêîòîðûìè

êîíñòàíòàìè K2, K3 è ò.ä. äëÿ êàæäîãî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ k (â ñèëó âûáîðà τ̄ ) ìîæíî äîêàçàòü

ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (2.10) âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå Π̄ ñ åäèíîé

êîíñòàíòîé K = max{K1, K2, . . . , Kk}, òî åñòü âûïîëíåíî (2.6).

3.2.3. Èíòåãðàëüíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè. Â

êëàññå âàðèàöèé ∆u(s) = ũ(s) − u(s), ìàëûõ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
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C(S), ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ (2.4) ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü

∆J(u) = −
∫
S

〈hu(ψ(s, t0), u(s), s),∆u(s)〉 ds+ η1, (2.11)

ãäå

η1 = η + o(‖∆u‖C(S)).

Â ñèëó (2.6) η1 = o(‖∆u‖C(S)). Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè

âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà U îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò áàçîâîå èíòåãðàëüíîå

íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â èñõîäíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ u(s) íåîáõîäèìî,

÷òîáû îíî áûëî ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

I(v) =
∫
S

〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), v(s)〉 ds→ max, (2.12)

v(.) ∈ C1(S, U).

Åñëè áû èñõîäíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èññëåäîâàëàñü

â êëàññå îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, òî èç

(2.12) ñðàçó áû âûòåêàëî óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âèäà äèôôåðåíöèàëü-

íîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), u(s)〉 = max
v∈U

〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), v〉 , s ∈ S. (2.13)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì â çàäà÷å (2.12). Îäíàêî,

îíî ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ãðóáûì â ïëàíå íåîáõîäèìîñòè.

Äëÿ áîëåå òîíêîãî àíàëèçà (2.12) åå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü êàê

ëèíåéíî-âûïóêëóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ââåäÿ äèôôåðåí-

öèàëüíóþ ñâÿçü v̇ = w(s). Òîãäà (2.12) ïðåâðàòèòñÿ â çàäà÷ó îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì òèïà âêëþ÷åíèÿ â êëàññå íåïðå-

ðûâíûõ íåîãðàíè÷åííûõ ïî àìïëèòóäå óïðàâëåíèé. Ê ýòîé çàäà÷å ìîæíî
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ïðèìåíèòü ñõåìó Äóáîâèöêîãî-Ìèëþòèíà (êîòîðàÿ ñâåäåòñÿ ê óñëîâèþ

íåïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû êîíóñîâ) â ñî÷åòàíèè ñ îäíèì ïîëåç-

íûì ðåçóëüòàòîì Ð.Ðîêàôåëëàðà èç âûïóêëîãî àíàëèçà [147] îá îïèñàíèè

ìíîæåñòâà îïîðíûõ ôóíêöèîíàëîâ ê âûïóêëîìó ìíîæåñòâó íåïðåðûâ-

íûõ íà îòðåçêå S ôóíêöèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

U . Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîé ñõåìû, âî-ïåðâûõ, â íåîáõîäèìîì óñëî-

âèè ïîÿâèòñÿ ìåðà � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà ïî ôàçîâîìó îãðàíè÷åíèþ

è, âî-âòîðûõ, íåðàâåíñòâî èç äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

äîëæíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íå ïî÷òè âñþäó íà S â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà, à

ëèøü íà ìíîæåñòâå, ãäå ñîñðåäîòî÷åíà ìåðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçîâîìó

îãðàíè÷åíèþ.

Ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñòðóê-

òèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî. Ïîýòî-

ìó äàëåå ìû ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà

ñëàáîé âàðèàöèè, ïîçâîëÿþùåãî ñòðîèòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ â êëàññå

ãëàäêèõ óïðàâëåíèé.

3.3. ÃËÀÄÊÀß ÂÀÐÈÀÖÈß ÓÏÐÀÂËÅÍÈß È
ÏÎÒÎ×Å×ÍÎÅ ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ

Äàëüíåéøèé âàðèàöèîííûé àíàëèç èññëåäóåìîé çàäà÷è îñíîâàí íà èñ-

ïîëüçîâàíèè íåêëàññè÷åñêèõ âàðèàöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ãëàäêîñòü äîïó-

ñòèìûõ óïðàâëåíèé. Ïðîâàðüèðîâàííîå óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó

uε,δ(s) = u(s+ εδ(s)), s ∈ S, (3.1)

ãäå ε ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ìàëîñòü âàðèàöèè, δ(s) �

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

s0 ≤ s+ δ(s) ≤ s1, s ∈ S. (3.2)
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Îòìåòèì ñâîéñòâà ïðîâàðüèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ (3.1).

Âî-ïåðâûõ, îíî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Âî-âòîðûõ, îáëàñòü

çíà÷åíèé ôóíêöèè uε,δ(s) îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé èñõîäíîãî

óïðàâëåíèÿ u(s). Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå uε,δ(s) äîïóñòèìî. Íàêî-

íåö, èìååò ìåñòî ïîòî÷å÷íàÿ (è äàæå ðàâíîìåðíàÿ) ñõîäèìîñòü: ïðè

ε→ 0 uε,δ(s) → u(s) â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà S äëÿ ëþáîé δ(s), óäîâëå-

òâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó (3.2).

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò õàðàêòåðèçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âà-

ðèàöèþ óïðàâëåíèÿ ∆uε,δ(s) = uε,δ(s)− u(s) êàê íåñòàíäàðòíóþ ñëàáóþ

âàðèàöèþ ãëàäêîé ôóíêöèè u(s): ðàâíîìåðíî ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ îòðåçêà

S "ïåðåìåøèâàåò" çíà÷åíèÿ èñõîäíîãî óïðàâëåíèÿ, ñîõðàíÿÿ ðàâíîìåð-

íóþ áëèçîñòü ê íóëþ ôóíêöèè ∆uε,δ(s) è åå ïðîèçâîäíîé d
ds∆uε,δ(s).

Âûáèðàÿ âàðüèðóåìîå óïðàâëåíèå ïî ïðàâèëó (3.1) è èñïîëüçóÿ ðàç-

ëîæåíèå

∆u = u̇(s) ε δ(s) + o(ε),

ïåðåïèøåì ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (2.4)�(2.5):

∆J(u) = −
∫
S

∆h(ψ(s, t0), u(s), s) ds+ η =

= −
∫
S

〈hu,∆u〉 ds−
∫
S

o(‖∆u‖) ds+ η =

= −ε
∫
S

〈hu, u̇(s)〉δ(s) ds+ η1, (3.3)

ãäå

η1 = η −
∫
S

〈hu, o(ε)〉 ds−
∫
S

o(‖∆u‖) ds =

=
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds−
∫
Π

∫
oH(‖∆x(s, t)‖) ds dt−

−
∫
S

〈hu, o(ε)〉 ds−
∫
S

o(‖∆u‖)ds.
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Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2.6), ïîëó÷èì

|η1| ≤

∣∣∣∣∣∣∣
∫
S

o(ε) ds

∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Π

∫
o(ε) ds dt

∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣
∫
S

〈hu, o(ε)〉 ds

∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣
∫
S

o(ε) ds

∣∣∣∣∣∣∣ ,
îòêóäà

∆J(u) = −ε
∫
S

〈hu, u̇(s)〉 δ(s) ds+ o(ε). (3.4)

Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ(s), ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïðîöåññ {u, x} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Òîãäà âñþäó íà îòðåçêå S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), u̇(s)〉 = 0, s ∈ S, (3.5)

ãäå ψ(s, t0) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (2.3) ïðè u = u(s).

Ïóñòü òåïåðü, íàîáîðîò, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ôèêñèðîâàíû, à óñëîâèÿ

íà ëåâîé áîêîâîé ãðàíèöå óïðàâëÿåìû. Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè

ïðèâåäåííûì âûøå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå

îïòèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ïðîöåññ {u(1), x} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â çà-

äà÷å
∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x, s, t), (s, t) ∈ Π,

x(s, t0) = p(s), s ∈ S,

x+(s0, t) = M(t)x−(s0, t) + g(1)(u(1)(t), t), t ∈ T,

x−(s1, t) = N(t)x+(s1, t) + g(2)(t), t ∈ T,

u(1)(t) ∈ U (1) ⊂ Er1, t ∈ T, U (1) − êîìïàêò,

J(u(1)) =
∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt→ min .

Òîãäà âñþäó íà îòðåçêå T âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

〈h(1)
u(1)(ψ

+(s0, t), u
(1)(t), t), u̇(1)(t)〉 = 0, t ∈ T, (3.6)
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ãäå

h(1)(ψ+(s0, t), u
(1)(t), t) = 〈A+(s0, t)ψ

+(s0, t), g
(1)(u(1)(t), t)〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ëèøü îñíîâíûå îòëè÷èÿ îò ñëó÷àÿ ñòàð-

òîâîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíê-

öèîíàëà è îöåíêè ïðèðàùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâà äîïóñòèìûõ ïðîöåññà {u(1), x} è {ũ(1) = u(1) +

∆u(1), x̃ = x+ ∆x}.

Âûïèøåì ñèñòåìó â ïðèðàùåíèÿõ:

DA∆x = ∆f(x, s, t), (s, t) ∈ Π;

∆x(s, t0) = 0, s ∈ S,

∆x+(s0, t) = M(t) ∆x−(s0, t) + ∆g(1)(u(1)(t), t), t ∈ T,

∆x−(s1, t) = N(t) ∆x+(s1, t), t ∈ T.

Â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïðîäåëàåì òå æå âû-

êëàäêè, ÷òî è ðàíåå. Ïîñêîëüêó òåïåðü ∆x(s, t0) = 0, à â ôîðìóëå äëÿ

∆x+(s0, t) ïîÿâèëîñü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå ∆g(1)(u(1)(t), t), òî ôîð-

ìóëà ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà âìåñòî ñëàãàåìîãî

−
∫
S

∆h(ψ(s, t0), u(s), s) ds = −
∫
S

〈ψ(s, t0),∆p(u(s), s)〉 ds

ñîäåðæèò ñëàãàåìîå

−
∫
T

∆h(1)(ψ+(s0, t), u
(1)(t), t) dt =

= −
∫
T

〈A+(s0, t)ψ
+(s0, t),∆g

(1)(u(1)(t), t)〉 dt.

Ïîä÷èíèâ ôóíêöèþ ψ(s, t) ñèñòåìå (2.3), ïîëó÷èì:

∆J(u) = −
∫
T

∆h(1)(ψ+(s0, t), u
(1)(t), t) dt+ η,
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ãäå

η =
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds−
∫
Π

∫
oH(‖∆x(s, t)‖) ds dt.

Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå äëÿ ‖∆x(s, t)‖. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíèê Π1 = S ×

[t0, t0 + τ̄ ], ãäå τ̄ âûáèðàåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.7), è îöåíèì ‖∆x(s, t)‖ íà

ãðàíèöå ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (2.8):

� íà íèæíåé ãðàíèöå Π1, ïðè t = t0

∆xi(s, t0) = 0, s ∈ S, i = 1, 2, . . . , n;

� íà ïðàâîé áîêîâîé ãðàíèöå Π1, ïðè s = s1

|∆xi(s1, t)| ≤ L
t∫

t0

γ1(τ) dτ, i = 1, 2, . . . ,m1,

|∆xi(s1, t)| ≤ C1Lm1

t∫
t0

γ1(τ) dτ, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n;

� íà ëåâîé áîêîâîé ãðàíèöå Π1, ïðè s = s0

|∆xi(s0, t)| ≤ L
t∫

t0

γ1(τ) dτ, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n,

|∆xi(s0, t)| ≤
n∑

j=m2+1
|Mij−m2

(t)| |∆xj(s0, t)|+ |∆g(1)
i (u(1)(τ (i)), τ (i))| ≤

≤ C2

n∑
j=m2+1

|∆xj(s0, t)|+Kmax
t∈T

‖∆u(1)(t)‖ ≤

≤ C2L (n−m2)
t∫

t0

γ1(τ) dτ +Kmax
t∈T

‖∆u(1)(t)‖.

Çäåñü, êàê è ðàíåå, (ξ(i), τ (i)) � òî÷êè íà÷àëà õàðàêòåðèñòèê i�ãî ñåìåé-

ñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà Π1 âåðíî íåðàâåíñòâî âè-

äà (2.9):

|∆xi(s, t)| ≤ K1 max
t∈T

‖∆u(1)(t)‖+ L1

t∫
t0

γ1(τ) dτ,
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ãäå

K1 = K, L1 = max{L, C1Lm1, C2L (n−m2)}.

Äàëåå, ñëåäóÿ ïîëíîñòüþ ìåòîäèêå ïóíêòà 3.2 è èñïîëüçóÿ ëåììó Ãðî-

íóîëëà- Áåëëìàíà, ïîëó÷èì îöåíêó

‖∆x(s, t)‖ ≤ K̄
(1)
1 max

t∈T
‖∆u(1)(t)‖

ñíà÷àëà â ïðÿìîóãîëüíèêå Π1, à çàòåì, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, âî âñåì

ïðÿìîóãîëüíèêå Π.

Ïðîâàðüèðîâàííîå óïðàâëåíèå áóäåì ñòðîèòü ïî ïðàâèëó

u
(1)
ε,δ(1)(t) = u(1)(t+ εδ(1)(t)), t ∈ T,

ãäå ε ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ìàëîñòü âàðèàöèè, δ(1)(t) �

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

t0 ≤ t+ δ(1)(t) ≤ t1, t ∈ T.

Òîãäà îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ èìååò âèä

∆J(u(1)) = −ε
∫
T

〈h(1)
u(1), u̇

(1)(t)〉δ(1)(t) dt+ o(ε),

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè èñïîëüçîâàííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 3.2, ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè äëÿ óïðàâëåíèé, ñîñðåäîòî÷åííûõ íà ïðàâîé ãðàíèöå ïðÿìî-

óãîëüíèêà Π.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ïðîöåññ {u(2), x} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â çà-

äà÷å
∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x, s, t), (s, t) ∈ Π,

x(s, t0) = p(s), s ∈ S,

x+(s0, t) = M(t)x−(s0, t) + g(1)(t), t ∈ T,
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x−(s1, t) = N(t)x+(s1, t) + g(2)(u(2)(t), t), t ∈ T,

u(2)(t) ∈ U (2) ⊂ Er2, t ∈ T, U (2) − êîìïàêò,

J(u(2)) =
∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt→ min .

Òîãäà âñþäó íà îòðåçêå T âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

〈h(2)
u(2)(ψ

−(s1, t), u
(2)(t), t), u̇(2)(t)〉 = 0, t ∈ T, (3.7)

ãäå

h(2)(ψ−(s1, t), u
(2)(t), t) = 〈A−(s1, t)ψ

−(s1, t), g
(2)(u(2)(t), t)〉.

Êîìáèíèðóÿ òåîðåìû 3.1, 3.2, 3.3, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åäèíîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà {u, u(1), u(2), x} â çàäà÷å (1.1)�(1.7).

Êðàòêî îõàðàêòåðèçóåì ïîëó÷åííîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè. Â îòëè-

÷èå îò èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ (2.12) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîòî÷å÷íîãî óñëî-

âèÿ îïòèìàëüíîñòè íå òðåáóåòñÿ ââîäèòü ïðåäïîëîæåíèå î âûïóêëîñòè

ìíîæåñòâà U . Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèíöèï

ìàêñèìóìà â ôîðìå (2.13) äëÿ çàäà÷è â êëàññå ãëàäêèõ óïðàâëåíèé, âî-

îáùå ãîâîðÿ, íå ñïðàâåäëèâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à (1.1),

(1.2), (1.4), (1.7), (1.9) èññëåäóåòñÿ â êëàññå îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ

óïðàâëåíèé, ìíîæåñòâî U âûïóêëî. Âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèÿ (1.4) ïîíè-

ìàåòñÿ â ñìûñëå ïî÷òè âñþäó. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåîáõîäèìîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñè-

ìóìà (2.13) (ñì. ãëàâó 2). Ïóñòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u(s) ÿâëÿåòñÿ,

òåì íå ìåíåå, ãëàäêîé ôóíêöèåé. Òîãäà èç (2.13) ñëåäóåò, ÷òî

〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), v − u(s)〉 ≤ 0, s ∈ S, v ∈ U.

Äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, è ïðè v = u(s + εδ(s)).

Èìååì

〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), u(s+ εδ(s))− u(s)〉 =
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= εδ(s)) 〈hu, u̇(s)〉 ≤ 0, s ∈ S.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ(s) âûïîëíåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà âîçìîæíî

ëèøü, åñëè

〈hu, u̇(s)〉 = 0, s ∈ S,

÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òåîðåìû 3.1.

Çàìå÷àíèå 3.1. Èñïîëüçîâàííàÿ â äàííîì ïóíêòå âàðèàöèÿ ìîæåò

áûòü ïðèìåíåíà òàêæå è äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìíîãî-

ìåðíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, òî åñòü â ñëó÷àå, êîãäà

s = (s1, s2, . . . , sl). Ïðè ýòîì ôîðìàëüíàÿ çàïèñü ïðîâàðüèðîâàííîãî

óïðàâëåíèÿ â âèäå (3.1) îñòàåòñÿ òîé æå (ñì., íàïðèìåð, [?]).

Äîêàçàííûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ñëóæàò îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ï. 3.5 íàñòîÿùåé ãëàâû.

3.4. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÐÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÕ
ÍÀ ÃËÀÄÊÈÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ {u, x} ïîä÷èíåí ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷å:

∂x

∂t
+ A(s, t)

∂x

∂s
= f(x, s, t), (s, t) ∈ Π, (4.1)

x(s, t0) = p(u(s), s), s ∈ S, (4.2)

x+(s0, t) = M(t)x−(s0, t) + g(1)(t), t ∈ T,

x−(s1, t) = N(t)x+(s1, t) + g(2)(t), t ∈ T. (4.3)

Ïîä äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåãðàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì
∫
S

Φj(u(s))ds = Lj, j = 1, 2, . . . , k (4.4)
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ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì îäíîðîäíîñòè ïîäèíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé

Φj(λu) = λαΦj(u), α ≥ 1.

Öåëü çàäà÷è ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(u) =
∫
S

ϕ(x(s, t1), s) ds+
∫
Π

∫
F (x, s, t) ds dt. (4.5)

Ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (4.1)�(4.5), àíà-

ëîãè÷íû ïðåäïîëîæåíèÿì 1�4, ââåäåííûì â ïóíêòå 3.1.

Ïóñòü {u, x} è {ũ = u+ ∆u, x̃ = x+ ∆x} � äâà äîïóñòèìûõ ïðîöåññà.

Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà èìååò âèä (2.4)�(2.5):

∆J(u) = −
∫
S

∆uh(ψ(s, t0), u(s), s) ds+
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds−

−
∫
Π

∫
oH(‖∆x(s, t)‖) ds dt.

Çäåñü H(ψ, x, s, t) = 〈ψ(s, t), f(x, s, t)〉 − F (x, s, t),

h(ψ(s, t0), u(s), s) = 〈ψ(s, t0), p(u(s), s)〉;

ôóíêöèÿ ψ(s, t) óäîâëåòâîðÿåò ñîïðÿæåííîé çàäà÷å:

DAψ + Asψ = −Hx(ψ, x, s, t), (s, t) ∈ Π,

ψ(s, t1) = −ϕx(x(s, t1), s), s ∈ S,

ψ+(s1, t) = N1(t)ψ
−(s1, t), t ∈ T,

ψ−(s0, t) = M1(t)ψ
+(s0, t), t ∈ T,

ãäå

N1(t) = −(A+(s1, t))
−1NT (t)A−(s1, t),

M1(t) = −(A−(s0, t))
−1MT (t)A+(s0, t),

ïðè÷åì ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå:

max
(s,t)∈Π̄

‖∆x(s, t)‖ ≤ K̄max
s∈S

‖∆u(s)‖.
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Ïî àíàëîãèè ñ ïóíêòîì 4.2, ëèíåàðèçîâàâ ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ è ðàñ-

ñìîòðåâ åå â êëàññå âàðèàöèé ∆u(s) = ũ(s) − u(s), ìàëûõ ïî íîðìå

ïðîñòðàíñòâà C(s), ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíòåãðàëüíîå íåîáõîäèìîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè. Îäíàêî âîïðîñ îá åãî êîíñòðóêòèâíîì èñïîëü-

çîâàíèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Âîñïîëüçóåìñÿ ìîäèôèêàöèåé âàðèàöèè ï. 4.3, ïîçâîëÿþùåé ó÷åñòü

èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (4.4).

Ïðîâàðüèðîâàííîå óïðàâëåíèå áóäåì ñòðîèòü ïî ïðàâèëó:

uε,δ(s) = λ(s)u(s+ εδ(s)), λ(s) = (1 + εδ̇(s))
1
α . (4.6)

Çäåñü ε ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ìàëîñòü âàðèàöèè, δ(s) �

îáëàäàþùàÿ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè, ïî ìåíüøåé ìåðå, íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

s0 ≤ s+ δ(s) ≤ s1, s ∈ S,
δ(s0) = δ(s1) = 0,

(4.7)

|δ̇(s)| ≤ 1, s ∈ S. (4.8)

Âûáîð λ(s) â ôîðìå (4.6) îáåñïå÷èâàåò äîïóñòèìîñòü uε,δ(s), òî åñòü

âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (4.4).

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ïóñòü u(s) � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå è ôóíêöèÿ

δ(s) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.7). Òîãäà äëÿ âñåõ ε ∈ [0, 1] óïðàâëåíèå

uε,δ(s) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Äåéñòâèòåëüíî,
∫
S

Φj(uε(s)) ds =
∫
S

Φj (λ(s)u(s+ εδ(s))) ds =

=
∫
S

λα(s)Φj(u(s+ εδ(s)) ds =
∫
S

(1 + εδ̇(s))Φj(u(s+ εδ(s)) ds.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé ξ = s+ εδ(s). Òîãäà

dξ = (1 + εδ̇(s)) ds
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è ∫
S

Φj(uε(s)) ds =
∫
S

Φj(u(ξ)) dξ = Lj, j = 1, 2, . . . , k,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ (1 + εδ̇(s))
1
α â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε:

(1 + εδ̇(s))
1
α = 1 +

1

α
εδ̇(s) +

1

2!
· 1

α

(
1

α
− 1

)
ε2δ̇2(s) + . . .+

+
1

n!
· 1

α

(
1

α
− 1

)
· . . . ·

(
1

α
− n+ 1

)
εnδ̇n(s) + . . . .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε ∈ [0, 1], äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà ïðè α > 1 ñóùåñòâåííî

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (4.8). Òîãäà ïðèðàùåíèå óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâèìî â

ñëåäóþùåì âèäå:

∆u(s) = uε(s)− u(s) = λ(s)u(s+ εδ(s))− u(s) =

= (1 + εδ̇(s))
1
αu(s+ εδ(s))− u(s) =

=

[
1 +

1

α
εδ̇(s) +

1

2
· 1

α

(
1

α
− 1

)
ε2δ̇2(s) + . . .

]
u(s+ εδ(s))− u(s) =

= u(s+ εδ(s))− u(s) +
1

α
εδ̇(s)u(s+ εδ(s)) + o(ε) =

= u̇(s)εδ(s) +
1

α
u(s)εδ̇(s) + o(ε).

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ðàçëîæåíèåì ïðè âûâîäå ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ

öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèè (4.6):

∆J(u) = −
∫
S

〈hu,∆u(s)〉 ds+ η =

= −
∫
S

〈hu, u̇(s)εδ(s) +
1

α
u(s)εδ̇(s) + o(ε)〉 ds+ η =

= −ε
∫
S

〈hu, u̇(s)〉δ(s) ds− ε
1

α

∫
S

〈hu, u(s)〉δ̇(s) ds+ η1 =

= −ε
∫
S

〈hu, u̇(s)〉δ(s) ds− ε
1

α
(〈hu, u(s)〉δ(s))

∣∣∣∣∣
s1

s=s0
+
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+ε
1

α

∫
S

〈hu, u(s)〉sδ(s) ds+ η1.

Çäåñü

η = −
∫
S

o(‖∆u(s)‖ ds+
∫
S

oϕ(‖∆x(s, t1)‖) ds−

−
∫
Π

∫
oH(‖∆x(s, t)‖) ds dt,

η1 = η −
∫
S

〈hu, o(ε)〉 ds.

Ïîñêîëüêó δ(s0) = δ(s1) = 0, à η1 ∼ o(ε), òî îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò

ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ èìååò âèä:

∆J(u) = −ε
∫
S

(〈hu, u̇(s)〉 −
1

α
〈hu, u〉s)δ(s) ds+ o(ε).

Îòñþäà è èç ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè δ(s) ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ïðîöåññ {u, x} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â çàäà÷å

(4.1)�(4.5). Òîãäà âñþäó íà îòðåçêå S âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), u̇(s)〉 −
1

α
〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), u〉s = 0, s ∈ S. (4.9)

Çàìå÷àíèå 4.1. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü

óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ãëàäêèõ óïðàâëåíèé u(1)(t), u(2)(t) â óïðàâ-

ëÿåìûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ òèïà (1.4):

〈h(1)
u(1), u̇

(1)(t)〉 − 1

α
〈h(1)

u(1), u
(1)〉t = 0, t ∈ T,

〈h(2)
u(2), u̇

(2)(t)〉 − 1

α
〈h(2)

u(2), u
(2)〉t = 0, t ∈ T, (4.10)

ãäå

h(1)(ψ+(s0, t), u
(1)(t), t) = 〈A+(s0, t)ψ

+(s0, t), g
(1)(u(1)(t), t)〉,

h(2)(ψ−(s1, t), u
(2)(t), t) = 〈A−(s1, t)ψ

−(s1, t), g
(2)(u(2)(t), t)〉.

Ïðè ýòîì ïîä äîïóñòèìûìè ïîíèìàþòñÿ ãëàäêèå óïðàâëåíèÿ u(1) è

u(2), óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì òèïà (4.4).
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Ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé (4.9)�(4.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó íåîá-

õîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà {u, u(1), u(2), x}.

Çàìå÷àíèå 4.2. Åñëè â èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ âõî-

äÿò ëèíåéíî (α = 1), òî óñëîâèÿ (4.9)�(4.10) çàïèøóòñÿ â áîëåå ïðîñòîé

ôîðìå:

〈hus, u〉 = 0, s ∈ S, (4.11)

〈h(1)
u(1)t, u

(1)〉 = 0, t ∈ T,

〈h(2)
u(2)t, u

(2)〉 = 0, t ∈ T.

Ïðè ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîèçâîäèòü ðàçëîæåíèå â ðÿä ôóíêöèè

(1 + εδ̇(s))
1
α , à çíà÷èò, è òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.8).

Çàìå÷àíèå 4.3. Â ðàìêàõ èçëîæåííîé òîëüêî ÷òî ìåòîäèêè ìîæíî

ðàññìîòðåòü òàêæå êîìáèíàöèþ èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (4.4) ñ îäíî-

ñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè

u(s) ≥ 0, s ∈ S.

Çàìå÷àíèå 4.4. Â ñëó÷àå ìíîãîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé (s = (s1, s2, . . . , sl)) ïðîâàðüèðîâàííîå óïðàâëåíèå íåîáõîäèìî ñòðî-

èòü ïî ïðàâèëó

uε,δ(s) = (1 + εδ̇1(s1))
1
α (1 + εδ̇2(s2))

1
α . . . (1 + εδ̇l(sl))

1
α×

×u(s1 + εδ1(s1), s2 + εδ2(s2), . . . , sl + εδl(sl)),

ãäå êàæäàÿ èç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé δi(si), i =

1, 2, . . . , l, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, àíàëîãè÷íûì (4.7), (4.8).

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, ïîëó÷åííûå â ïóíêòàõ 3.3, 3.4, ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé ñïåöèôè÷åñêèå óñëîâèÿ äëÿ ãëàäêèõ óïðàâëåíèé. Èõ äîêàçà-

òåëüñòâî ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà èññëåäîâàíèè ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ
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öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà, íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, òî åñòü ïîçâî-

ëÿåò ïîñòðîèòü ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è îáîñíîâàòü èõ ñõîäèìîñòü.

3.5. ×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà àëãîðèòìàõ, èñïîëüçóþùèõ íåîáõîäèìîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå (3.5).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

ω(ψ(s, t0), u(s), u̇(s), s) = 〈hu(ψ(s, t0), u(s), s), u̇(s)〉. (5.1)

Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èç êëàññà äîïóñòèìûõ ôóíê-

öèé u0 = u0(s). Îïèøåì k�óþ èòåðàöèþ ìåòîäà, ò.å. ïåðåõîä îò uk(s)

ê uk+1(s), k = 0, 1, 2, . . . . Äëÿ óïðàâëåíèÿ uk(s) âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèÿ

xk = xk(s, t), ψk = ψk(s, t) èñõîäíîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåì ãèïåðáî-

ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñòðîèòñÿ ωk(s) = ω(ψk(s, t0), u
k(s), u̇k(s), s). Åñëè

ωk(s) = 0, s ∈ S, òî óïðàâëåíèå uk óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìîìó óñëî-

âèþ îïòèìàëüíîñòè, è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå âûäåëèì îáëàñòè

Ω+
k = {s ∈ S : ωk(s) > 0},

Ω−
k = {s ∈ S : ωk(s) < 0}.

Îïðåäåëèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ δk(s), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

δk(s) =


> 0, s ∈ Ω+

k ,

< 0, s ∈ Ω−
k ,

0, s /∈ Ω+
k
⋂

Ω−
k .

Ïîñòðîèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óïðàâëåíèé ukε(s) = uk (s +

εδk(s)) è ðåøèì çàäà÷ó îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè

εk : J(ukεk
) = min

ε∈[0,1]
J(ukε).
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Ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

uk+1 = ukεk
, k = 0, 1, 2, . . . , .

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê ñäåëàííûì ðàíåå ïðåäïîëîæå-

íèÿì íà ïàðàìåòðû çàäà÷è

1) öåëåâîé ôóíêöèîíàë J(u) îãðàíè÷åí ñíèçó íà ìíîæåñòâå äîïó-

ñòèìûõ ïðîöåññîâ;

2) âåêòîð-ôóíêöèè ϕx(x, s), Fx(x, s, t) è ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ

fx(x, s, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ñ îäíîé êîíñòàíòîé

äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ;

3) âåêòîð-ôóíêöèÿ pu(u, s) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u

äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé, ãåíåðèðóåìàÿ ìåòîäîì, ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííîé:

J(uk+1) < J(uk), k = 0, 1, 2, . . . ,

è ñõîäèòñÿ â ñìûñëå

µ(uk) =
∫
S

δk(s)ωk(s) ds→ 0, k →∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ïðè

ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èç ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (3.3) âûòåêàåò

îöåíêà

J(uk+1)− J(uk) ≤ −εµ(uk) + Lε2, L > 0.

Àíàëîãè÷íûå ìåòîäû ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå íåîáõîäèìûõ óñëî-

âèé îïòèìàëüíîñòè (3.6) è (3.7) äëÿ óïðàâëåíèé â êðàåâûõ óñëîâèÿõ,

ñòåñíåííûõ àìïëèòóäíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
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Äëÿ èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ðàñ-

ñìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, òîëüêî ÷òî èçëîæåííûé àëãîðèòì

îñòàåòñÿ òåì æå ñ òî÷íîñòüþ äî îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ω.

Â ýòîì ñëó÷àå

ω(ψk(s, t0), u
k(s), u̇k(s), s) =

〈
hu(ψ

k(s, t0), u
k(s), s), u̇k(s)

〉
−

− 1

α

〈
hu(ψ

k(s, t0), u
k(s), s), uk(s)

〉
s
.

Â äàííîì ïóíêòå ìû íàìåðåííî îãðàíè÷èëèñü èçëîæåíèåì ëèøü îá-

ùåé ñõåìû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îñîáåííîñòè èõ ðåàëèçàöèè ñâÿçàíû ñî

ñïîñîáàìè âûáîðà âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé δk(s), ðåøåíèåì çàäà÷ îä-

íîìåðíîé îïòèìèçàöèè ïî ε è ò.ï. Ýôôåêòèâíîñòü ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ

ñèëüíî çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

âåñüìà õàðàêòåðíî äëÿ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå òèïà âêëþ-

÷åíèÿ. Ýòî è ïîíÿòíî � âàðèàöèÿ ï. 3.3 íå ñîçäàåò íîâûå çíà÷åíèÿ óïðàâ-

ëåíèÿ, à ëèøü "ïåðåìåøèâàåò" óæå èìåþùèåñÿ. Êîíñòðóêòèâíûå âàðè-

àíòû îïèñàííûõ ìåòîäîâ è âîïðîñû èõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè äëÿ êîí-

êðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îáñóæäàþòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ.
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Ãëàâà 4

ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÏÎÏÓËßÖÈÅÉ, ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÏÎ
ÂÎÇÐÀÑÒÓ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñ-

ïîëüçóþòñÿ ìîäåëè ñ âîçðàñòíîé ñòðóêòóðîé [18, 54, 150, 199, 202, 203,

224, 225, 245]. Ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è íåñòàíäàðòíûì êðàåâûì

óñëîâèåì, çàäàþùèì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òîëüêî ÷òî ðîäèâøèõñÿ

÷ëåíîâ ïîïóëÿöèè. Íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âðåìÿ íàáëþ-

äåíèÿ è âîçðàñò ÷ëåíîâ ïîïóëÿöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ÷èñ-

ëåííîñòè ïîïóëÿöèè ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî çà ñ÷åò ðîæäåíèÿ è ñìåð-

òè åå ÷ëåíîâ. Â ðàáîòàõ [213, 215, 216] èññëåäîâàíû íåêîòîðûå çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû ïðè èññëåäî-

âàíèè ïðîöåññîâ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèé. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòèõ ðàáîò

ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âèäà äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî (ëèíåàðèçîâàííîãî) ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ óïðàâëÿ-

þùèõ ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ óðîâåíü ðîæäàåìîñòè èëè ñìåðòíî-

ñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ïî-

ïóëÿöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, çàäàþùåé âîç-

ðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðîæàþùèõ îñîáåé è óäîâëåòâîðÿþùåé äîïîë-

íèòåëüíîìó èíòåãðàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ. Íà îñíîâå ìåòîäèêè ãëàâû 3
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ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ âàðèàöèÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâà-

þùàÿ âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé. Ïîëó÷åíî íåêëàññè÷åñêîå íåîáõîäèìîå

óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðå-

øåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì îïòèìèçàöèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðåëàêñàöèè

è ñõîäèìîñòè ê âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Äëÿ îäíîãî èç èë-

ëþñòðàòèâíûõ ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðè

ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ.

4.1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè T = [0, tk] ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x = x(s, t), õàðàêòåðèçóþùóþ ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèè íåêîòîðîãî âèäà â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà

s ∈ S = [0, sk], sk - ìàêñèìàëüíàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè. Êðàòêî ïî-

ÿñíèì ñìûñë èñïîëüçóåìîãî ïîíÿòèÿ âîçðàñòíîé ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè.

Ïóñòü g(s, t) - ÷èñëî îñîáåé äàííîãî âèäà, èìåþùèõ â ìîìåíò íàáëþäå-

íèÿ t âîçðàñò ìåíüøå s. Òîãäà ïîä ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïóëÿöèè

ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà ïîíèìàåòñÿ ïðåäåë

x(s, t) = lim
∆s→0

g(s+ ∆s, t)− g(s, t)

∆s
=
∂g(s, t)

∂s
.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ìîæåò ïðîèñõî-

äèòü òîëüêî çà ñ÷åò ðîæäåíèÿ è ñìåðòè åå ÷ëåíîâ, à ÷èñëî óìåðøèõ

îñîáåé ïðîïîðöèîíàëüíî îáùåé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, ïðèõîäèì ê ñëå-

äóþùåìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [18, 150, 215, 216, 245]

∂x(s, t)

∂t
+
∂x(s, t)

∂s
= −µ(s)x(s, t), s ∈ S, t ∈ T (1.1)

ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè

x(s, 0) = x0(s), s ∈ S, (1.2)
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x(0, t) = β(t)
s2∫
s1

K(s)u(s)x(s, t) ds, t ∈ T. (1.3)

Çäåñü µ(s) - êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè; x0(s) - ïåðâîíà÷àëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå ïîïóëÿöèè ïî âîçðàñòó; β(t) - êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé

ñðåäíèé óðîâåíü ðîæäàåìîñòè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè; K(s) - äîëÿ

ñàìîê. Ðîëü óïðàâëåíèÿ èãðàåò ôóíêöèÿ u = u(s), çàäàþùàÿ âîçðàñòíîå

ðàñïðåäåëåíèå ðîæàþùèõ îñîáåé. Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-

ùèì îãðàíè÷åíèÿì
s2∫
s1

u(s) ds = 1, u(s) ≥ 0, (1.4)

ãäå s1, s2 - ãðàíèöû äåòîðîäíîãî âîçðàñòà, 0 < s1 < s2 ≤ sk.

Öåëüþ çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèîíàëà

J(u) =
∫
S

ϕ(x(s, tk), s) ds. (1.5)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè

ϕ(x, s) =
1

2
(x(s, tk)− x̄(s))2,

ãäå x̄ = x̄(s) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, òî öåëü óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â äîñòè-

æåíèè â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàííîé ïëîòíîñòè x̄. Â ýòîì ñëó÷àå

çàäà÷à ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå è êàê îáðàòíàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè-

÷åñêîé ôèçèêè, ñìûñë êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè êîýôôèöè-

åíòà u(s) ïî èçâåñòíûì äàííûì íàáëþäåíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1)�(1.5) èññëåäóåòñÿ ïðè ñëåäóþ-

ùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà åå ïàðàìåòðû:

1) ôóíêöèè u = u(s),K = K(s) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îò-

ðåçêå [s1, s2]; ïðè ïðîâåäåíèè ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê óäîáíî ñ÷èòàòü,

÷òî

u(s) ≡ 0, K(s) ≡ 0, s /∈ [s1, s2]; (1.6)
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2) ôóíêöèè x0(s) è β(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêàõ

S è T ñîîòâåòñòâåííî;

3) ôóíêöèÿ µ(s) íåïðåðûâíà íà ïîëóèíòåðâàëå [0, sk) è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ
sk∫
0

µ(s) ds = +∞; (1.7)

4) ôóíêöèÿ ϕ(x, s) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è

èìååò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïî x âñþäó â îáëàñòè

ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Íåñòàíäàðòíîñòü óñëîâèé (1.3) íà ãðàíèöå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çíà-

÷åíèå x(0, t) çàäàåòñÿ íå â âèäå ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè, à âû÷èñëÿåò-

ñÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ, â êîòîðîå

âõîäèò îïðåäåëÿåìîå ðåøåíèå íà èññëåäóåìîì ñëîå ïî âðåìåíè. Óñëîâèå

(1.7) îáåñïå÷èâàåò íóëåâóþ ïëîòíîñòü ïðè âîçðàñòå îñîáåé, ïðåâûøàþ-

ùåì ìàêñèìàëüíûé âîçðàñò sk [215, 216].

Ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.3), âîîáùå ãîâîðÿ, íóæíî

ïîíèìàòü êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîñòðîåí-

íîãî íà ñåìåéñòâå õàðàêòåðèñòèê äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1)

x(s, t) =


x0(s− t) exp(−

s∫
s−t

µ(ρ) dρ), s ≥ t,

β(t− s)
s2∫
s1
K(r)u(r)x(r, t− s)dr exp(−

s∫
0
µ(ρ)dρ), s < t.

(1.8)

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ

ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.3), ïîíèìàåìîå â ñìûñëå (1.8),

áóäåò ÿâëÿòüñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé, ãëàäêîé â îáëàñòÿõ s < t è

s > t [245]. Âîçìîæíîé ëèíèåé ðàçðûâà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ s = t. Ìîæíî

ãàðàíòèðîâàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè x(s, t) âñþäó â ðàññìàòðèâàåìîé

îáëàñòè ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

x0(0) = β(0)
s2∫
s1

K(s)u(s)x0(s)ds. (1.9)
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Äàííîå óñëîâèå ìîæíî ñ÷èòàòü äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëüíûì îãðàíè-

÷åíèåì íà óïðàâëåíèå.

Îïèñàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé ñòðóêòóðèðî-

âàííûõ ïî âîçðàñòó óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ. Êðîìå ìîäåëåé äèíàìèêè

ïîïóëÿöèé íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è âèäà (1.1)�(1.3) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé è íàð-

êîìàíèè [199, 200, 224], äèíàìèêè áåçðàáîòèöû [224], äèíàìèêè êàïè-

òàëüíûõ ðåñóðñîâ ñ ó÷åòîì âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû îñíîâíûõ ýêîíîìè÷å-

ñêèõ ôîíäîâ [123] è äð. Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå ïðîöåññà ìîæåò îïèñûâàòü-

ñÿ è âåêòîðíîé ôóíêöèåé (îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñàìöîâ è ñàìîê;

ëèö, ïðèîáùèâøèõñÿ è íåïðèîáùèâøèõñÿ ê íàðêîòèêàì è ò.ä.). Â áîëü-

øèíñòâå ìîäåëåé óïðàâëåíèå âõîäèò â ïðàâûå ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé èëè ñèñòåì, à ðåçóëüòàòû îãðàíè÷èâàþòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì

ïîòî÷å÷íîãî èëè äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Â ðàáîòàõ

[215, 216] çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà èñ-

ñëåäîâàëàñü ïðè óïðàâëÿþùåì âîçäåéñòâèè β = β(t). Àâòîðû öèòèðóå-

ìûõ ñòàòåé îãðàíè÷èëèñü ïîëó÷åíèåì àíàëîãà ëèíåàðèçîâàííîãî ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû - ïîëó÷åíèå íåêëàññè÷å-

ñêîãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ ìå-

òîäîâ íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ íåñòàíäàðòíîé âàðèàöèè, îáåñïå÷èâàþùåé

âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (1.4).

4.2. ÔÎÐÌÓËÀ ÏÐÈÐÀÙÅÍÈß È
ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ

Çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.1)�(1.5) èññëåäóåì ñ ïîìîùüþ

ïîäõîäà, èçëîæåííîãî â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå

öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà (1.5) íà äâóõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññàõ {u, x} è

{ũ = u + ∆u, x̃ = x + ∆x}. Ôóíêöèÿ ∆x = ∆x(s, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
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ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

∂∆x

∂t
+
∂∆x

∂s
= −µ(s)∆x, s ∈ S, t ∈ T ;

∆x(s, 0) = 0, s ∈ S; (2.1)

∆x(0, t) = β(t)
s2∫
s1

K(s) [ũ(s)x̃(s, t)− u(s)x(s, t)] ds, t ∈ T.

Ñ ó÷åòîì (2.1) ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ìîæåò áûòü

çàïèñàíà â âèäå

∆J(u) = J(ũ)− J(u) =
∫
S

∆ϕ(x(s, tk), s) ds+

+
∫
S

∫
T

ψ(s, t)

[
∂∆x

∂t
+
∂∆x

∂s
+ µ(s)∆x

]
ds dt,

ãäå ∆ϕ = ϕ(x̃(s, tk), s)− ϕ(x(s, tk), s), à ψ = ψ(s, t) - ïîêà ïðîèçâîëüíàÿ

êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

� ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå ∆ϕ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà,

âûäåëèâ ëèíåéíóþ ÷àñòü îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà;

� èñïîëüçóåì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì;

� âîçíèêøåå ïðè ïðèìåíåíèè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñëàãàåìîå
∫
T

ψ(0, t)∆x(0, t) dt

ïðåîáðàçóåì ñ ó÷åòîì (2.1);

� âîñïîëüçîâàâøèñü (1.6), ïåðåéäåì îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îòðåçêó

[s1, s2] ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî S è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ;

� ïîä÷èíèì ψ = ψ(s, t) ñîïðÿæåííîé çàäà÷å:

∂ψ(s, t)

∂t
+
∂ψ(s, t)

∂s
= µ(s)ψ(s, t)− ψ(0, t)β(t)K(s)u(s), s ∈ S, t ∈ T ;

ψ(s, tk) = −∂ϕ(x(s, tk), s)

∂x
, s ∈ S; (2.2)
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ψ(sk, t) = 0, t ∈ T.

Òîãäà îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå:

∆J(u) = −
s2∫
s1

K(s)∆u(s)
∫
T

ψ(0, t)β(t)x(s, t) dt ds+ η, (2.3)

ãäå

η = −
s2∫
s1

K(s)∆u(s)
∫
T

ψ(0, t)β(t)∆x(s, t) dt ds+

+
∫
S

oϕ(|∆x(s, tk)|)ds. (2.4)

Ââåäÿ ôóíêöèþ

h(ψ, u, x, s) = K(s)u(s)
∫
T

ψ(0, t)β(t)x(s, t) dt,

ôîðìóëó (2.3) ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êðàòêîé è òðàäèöèîííîé ôîðìå

∆J(u) = −
s2∫
s1

∆ũh(ψ, u, x, s) ds+ η,

ãäå

∆ũh(ψ, u, x, s) = h(ψ, ũ, x, s)− h(ψ, u, x, s).

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ äâóõ ïðîèçâîëü-

íûõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè íåêëàññè-

÷åñêîé âàðèàöèè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé (3.4.6), îáåñïå÷èâàþùåé âû-

ïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (1.4).

Ïóñòü u = u(s) - äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå. Âàðüèðóåìîå óïðàâëåíèå

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

uε,δ(s) = (1 + εδ̇(s))u(s+ εδ(s)).

Çäåñü ε ∈ [0, 1] - ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ìàëîñòü âàðüèðîâàíèÿ,

δ = δ(s) - äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óñëîâèÿì

s1 ≤ s+ δ(s) ≤ s2, δ̇(s) ≥ −1, s ∈ [s1, s2],
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δ(s1) = δ(s2) = 0.

Ïðèìåíåíèå äàííîé âàðèàöèè äëÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u ñíîâà ïðè-

âîäèò ê óïðàâëåíèþ, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèÿì (1.4). Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûïîëíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ äîñòàòî÷íî

â èíòåãðàëå
s2∫
s1

uε,δ(s) ds =
s2∫
s1

(1 + εδ̇(s))u(s+ εδ(s)) ds

ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ r = s+ εδ(s).

Îöåíèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí (2.4) â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíê-

öèîíàëà äëÿ äâóõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ {u, x} è {uε,δ = u + ∆u, xε =

x + ∆x}. Âîñïîëüçîâàâøèñü íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ äîïó-

ñòèìûõ óïðàâëåíèé, ïðåäñòàâèì ïðèðàùåíèå óïðàâëåíèÿ â âèäå

∆u(s) = (1 + εδ̇(s))u(s+ εδ(s))− u(s) =

= u(s+ εδ(s))− u(s) + εδ̇(s)u(s+ εδ(s)) =

= ε
[
δ(s)u̇(s) + δ̇(s)u(s)

]
+ o(ε).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèðàùåíèå óïðàâëåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (1.8) äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü

ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

∆x(s, t) =



0, s ≥ t,

β(t− s)
s2∫
s1
K(r) [uε(r)xε(r, t− s)−

−u(r)x(r, t− s)] dr exp(−
s∫
0
µ(ρ) dρ), s < t.

Àíàëèçèðóÿ ïðèðàùåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðè 0 ≤ s < t è èñïîëüçóÿ ïðåä-

ïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé, ïðèõîäèì ê

íåðàâåíñòâó

|∆x(s, t)| ≤M1

s2∫
s1

|∆x(r, t− s)| dr +M2

s2∫
s1

|∆u(r)| dr;
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M1 ≥ 0, M2 ≥ 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ äàííîå íåðàâåíñòâî äëÿ t ∈ [0, s1], t ∈

(s1, 2s1] è ò.ä., ïîëó÷èì îöåíêó

|∆x(s, t)| ∼ ε, s ∈ S, t ∈ T.

Â èòîãå ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

J(uε,δ)− J(u) = −ε
s2∫
s1

K(s)
d

ds
[δ(s)u(s)]

∫
T

ψ(0, t)β(t)x(s, t) dt ds+

+o(ε). (2.5)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî

ôóíêöèîíàëà è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì

ê ñëåäóþùåìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷å.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü u∗ = u∗(s) - îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â

çàäà÷å (1.1)�(1.5), x∗ = x∗(s, t) - ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñîñòîÿíèå, à

ψ∗ = ψ∗(s, t) - ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (2.2) ïðè u = u∗(s), x =

x∗(s, t). Òîãäà äëÿ âñåõ òî÷åê s ∈ [s1, s2] âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåí-

ñòâî:

u∗(s)
∫
T

ψ∗(0, t)β(t) [K(s)x∗(s, t)]s dt = 0. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ïðèðà-

ùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ôóíêöèè δ(s).

4.3. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÑ×ÅÒÎÂ

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè (2.6) ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Ïóñòü çàäàíî íà÷àëü-

íîå ïðèáëèæåíèå u0 = u0(s) è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âû÷èñëåíî ui = ui(s),
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i = 1, 2 . . . . Äëÿ ýòîãî óïðàâëåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ðåøåíèÿ xi = xi(s, t) ,

ψi = ψi(s, t) èñõîäíîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷ (1.1)�(1.3) è (2.2).

Ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ

ωi(s) = ui(s)
∫
T

ψi(0, t)β(t)
[
K(s)xi(s, t)

]
s
dt.

Åñëè ωi(s) ≡ 0, s ∈ [s1, s2], òî íàéäåííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

îïòèìàëüíîñòè, è ìåòîä ïðåêðàùàåò ñâîþ ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

âûäåëèì îáëàñòè

Ω+
i = {s ∈ [s1, s2] : ωi(s) > 0},

Ω−
i = {s ∈ [s1, s2] : ωi(s) < 0}.

Îïðåäåëèì äîïóñòèìóþ ôóíêöèþ δi = δi(s), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

δi(s) =


> 0, s ∈ Ω+

i ,

< 0, s ∈ Ω−
i ,

0, s /∈ Ω+
i ∪ Ω−

i .

Ïîñòðîèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óïðàâëåíèé

uiε(s) = (1 + εδ̇i(s))u
i(s+ εδi(s)).

Íàéäåì εi èç óñëîâèÿ

J(uiε) → min, ε ∈ [0, 1]. (3.1)

Òîãäà ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå

ui+1(s) = uiεi
(s).

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (àíàëîã òåîðåìû 5.1

ãëàâû 3).

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü â äîïîëíåíèå ê ïðåäïîëîæåíèÿì íà ïàðà-

ìåòðû çàäà÷è (1.1)�(1.5), ñôîðìóëèðîâàííûì â ïóíêòå 4.1 íàñòîÿùåé

ãëàâû,
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1) öåëåâîé ôóíêöèîíàë J(u) îãðàíè÷åí ñíèçó íà ìíîæåñòâå äîïó-

ñòèìûõ ïðîöåññîâ;

2) âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕx(x, s) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x c

îäíîé êîíñòàíòîé äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé, ãåíåðèðóåìàÿ ìåòîäîì, ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííîé:

J(ui+1) < J(ui), i = 0, 1, 2, . . .

è ñõîäèòñÿ â ñìûñëå

µ(ui) =
s2∫
s1

δi(s)ωi(s) ds→ 0, i→∞.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî îöåíèòü îñòà-

òî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå ïðèðàùåíèÿ (2.5) è âûïèñàòü ñëåäóþùåå íåðà-

âåíñòâî äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà

J(ui+1)− J(ui) ≤ −εµ(ui) + Lε2, L > 0,

îòêóäà è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.

Êîíêðåòíûå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ îòëè÷àþòñÿ êîíñòðóêòèâíûìè ìå-

òîäàìè ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé δi(s)

Ïðîâåäåíà ñåðèÿ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ çàäà÷è ñ êâàäðàòè÷íûì êðè-

òåðèåì êà÷åñòâà. Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) èñ-

ïîëüçîâàëàñü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà. Çàðàíåå íåèçâåñò-

íûå êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3) âîññòàíàâëèâàëèñü íà êàæäîì ñëîå ïî âðåìåíè

÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (1.3). Ïðèâåäåí-

íûå íèæå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

sk = 5, tk = 5, s1 = 1, s2 = 4;

x̄(s) = exp

(
5− s− 1

5− s

)
, x0(s) = exp

(
−s− 1

5− s

)
,
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µ(s) =
1

(5− s)2 , K(s) = s exp

(
s+

1

5− s

)
,

β(t) =
1

2
exp(−0.2).

Ôóíêöèè δi(s) ñòðîèëèñü ïî ïðàâèëó

δi(s) =
γi(s)

Mi
,

γi(s) =
(s− s0)(s1 − s)

(s1 − s0)
· ωi(s)

max
s∈[s1,s2]

|ωi(s)|
,

Mi = max
s∈[s1,s2]

|γ̇i(s)|.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà íà ñîîòâåòñòâó-

þùèõ èòåðàöèÿõ äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé

ũ0(s) =
1

3
; û0(s) =

2

9
(s− 1); ŭ0(s) =

1

3
(sin 2πs+ 1).

Òàáëèöà 3.1

Èòåðàöèÿ i J(ũi) J(ûi) J(ŭi)

0 2.827 · 107 1.143 · 104 1.329 · 103

1 2.605 · 101 2.315 · 103 2.236 · 102

2 2.16 · 10−7 2.646 · 102 1.052 · 102

3 2.26 · 10−7 4.593 · 101

6 2.19 · 10−7

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ðåàëèçàöèÿ ïðîöåññà çàâåðøàëàñü ïîñëå äîñòè-

æåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ïî çíà÷åíèþ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Òàêèì

îáðàçîì, öåëü óïðàâëåíèÿ áûëà äîñòèãíóòà. Íåáîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé

â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ íå îçíà÷àåò, ÷òî îáúåì âû÷èñëåíèé áûë íåâå-

ëèê. Îñíîâíàÿ òðóäîåìêîñòü êàæäîé èòåðàöèè � â ðåøåíèè âñïîìîãà-

òåëüíîé çàäà÷è (3.1). Íà êàæäîé èòåðàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îä-

íîìåðíîé îïòèìèçàöèè ïðèõîäèëîñü 15 � 20 ðàç èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå
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(1.1). Äëÿ êàæäîãî èç íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ìåòîä ïðèâåë ê ñâîåìó

"ïî÷òè" îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷å îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ãëîáàëüíûé ìèíèìóì öå-

ëåâîìó ôóíêöèîíàëó, íååäèíñòâåííî.

Â öåëîì, ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî

ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî óñïåøíî ïðèìåíåí äëÿ çà-

äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìèêîé ïîïóëÿöèé.
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Ãëàâà 5

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ Â ÇÀÄÀ×Å
ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÏÐÎÔÈËß
ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÉ ÂÎËÍÛ

Ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ âîçáóæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãðàâèòàöèîí-

íûõ âîëí ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðî-

ôèëÿ âîëíû ïî èçâåñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì âîëíû â êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâà-

íèè òàê íàçûâàåìîé îáðàòíîé ïðîáëåìû öóíàìè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ

â îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ïîäâèæêè äíà, âûçûâàþùåé â ìîìåíò îêîí-

÷àíèÿ çåìëåòðÿñåíèÿ âîëíó çàäàííîãî ïðîôèëÿ. Äàííàÿ çàäà÷à ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îäíàêî, ïðè

åå èññëåäîâàíèè îêàçàëîñü ýôôåêòèâíûì ïðèìåíåíèå èçëîæåííûõ âû-

øå ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ

òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Â ïóíêòå 5.1 ñîäåðæèòñÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè è åå ôîðìàëèçàöèÿ êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êëàñ-

ñå ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Ðàçíîñòíûå ñõåìû èíòåãðèðîâà-

íèÿ èñõîäíîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé èçëî-

æåíû â ïóíêòå 5.2. Îïèñàíèþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ

âõîäíûõ äàííûõ, à òàêæå àíàëèçó ðåçóëüòàòîâ ïîñâÿùåí ðàçäåë 5.3.
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5.1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ëè-

íåàðèçîâàííîé òåîðèè "ìåëêîé âîäû"[13, 145]:

ηt + b0(s)vs = −ḃ0(s)v,

vt + gηs = 0, (1.1)

η(s, t0) = u(s), v(s, t0) = q(s).

Çäåñü t � âðåìÿ, t ∈ [t0, t1] = T , t0, t1 � ñîîòâåòñòâåííî ìîìåíòû îêîí÷à-

íèÿ çåìëåòðÿñåíèÿ è ñíÿòèÿ ïîêàçàíèé î ïðîôèëå âîëíû; s � ëèíåéíûé

ðàçìåð, s ∈ [s0, s1] = S � îáëàñòü âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè âîäû â êîíå÷-

íûé ìîìåíò âðåìåíè; η = η(s, t) � ïðîôèëü âîëíû; v = v(s, t) � ìàññîâàÿ

ñêîðîñòü ÷àñòèö âîäû; b0(s) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïðîôèëü äíà,

ïðè÷åì b0(s) > 0, s ∈ S; ḃ0(s) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè b0(s); q(s) � èç-

âåñòíàÿ ôóíêöèÿ; g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; u(s) � íåèçâåñòíûé

íà÷àëüíûé ïðîôèëü âîëíû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîäà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ âñþäó âíå îá-

ëàñòè S = [s0, s1], òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ v(s, t1) = η(s, t1) = 0,

s /∈ S, à òàêæå v(s0, t1) = η(s0, t1) = v(s1, t1) = η(s1, t1) = 0. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî îñü OS íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè {O; s, η} ñîâïàäàåò ñ óðîâíåì

íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè âîäû, à ôóíêöèÿ η = η(s, t1) ìîæåò ïðèíè-

ìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ïîêàçûâàþùèå

îòêëîíåíèå îò ýòîãî óðîâíÿ.

Ïîñêîëüêó â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ïîâåðõíîñòü âîäû âîçìóùàåò-

ñÿ òîëüêî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè S = [s0, s1], åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ T îáëàñòü âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè âîäû

íå âûõîäèò çà ãðàíèöû S. Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèÿ:

η(s0, t) = η(s1, t) = 0, t ∈ T,
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v(s0, t) = v(s1, t) = 0, t ∈ T.

Ïóñòü îáëàñòü âîçìóùåíèÿ ïîâåðõíîñòè âîäû â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê [sn, sk]. Âñþäó âíå ýòîãî îòðåçêà

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u(s) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè èçâåñòåí ïðîôèëü âîë-

íû � ôóíêöèÿ η̄(s) = η(s, t1), s ∈ S. Òîãäà öåëü îáðàòíîé çàäà÷è ìà-

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � íàõîæäåíèå íåèçâåñòíîãî ïðîôèëÿ âîëíû â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè u(s) = η(s, t0) � ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà

êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J(u) =
1

2

∫
S

(η(u, s, t1)− η̄(s))2ds.

Ïðèâåäåì ìîäåëü "ìåëêîé âîäû"(2.1) ê èíâàðèàíòíîé ôîðìå. Â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé [145], èíâàðèàíòû Ðèìàíà x1 = x1(s, t), x2 =

x2(s, t) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x1(s, t) =
√
gη(s, t) +

√
b0(s)v(s, t),

x2(s, t) =
√
gη(s, t)−

√
b0(s)v(s, t).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

η(s, t) =
x1(s, t) + x2(s, t)

2
√
g

,

v(s, t) =
x1(s, t)− x2(s, t)

2
√
b0(s)

.

Òîãäà ñèñòåìà (1.1) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1t +
√
gb0(s)x1s = −a(s)(x1 − x2),

x2t −
√
gb0(s)x2s = −a(s)(x1 − x2), (1.2)

x1(s, t0) =
√
gu(s) +

√
b0(s)q(s),
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x2(s, t0) =
√
gu(s)−

√
b0(s)q(s),

x1(s0, t) = x2(s1, t) = 0. (1.3)

Çäåñü a(s) =
√
gḃ0(s)

4
√
b0(s)

.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ öåëåâîé ôóíêöèîíàë èìååò ñëåäóþùèé âèä:

J(u) =
1

2

∫
S

x1(s, t1) + x2(s, t1)

2
√
g

− η̄(s)

2

ds. (1.4)

Îïèøåì äâà âîçìîæíûõ òèïà îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ u(s).

1) Ïîòî÷å÷íûå (àìïëèòóäíûå) îãðàíè÷åíèÿ

u(s) ∈ U, s ∈ [sn, sk], (1.5)

ãäå U çàäàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ àìïëèòóäó èñêîìîé âîëíû.

Çàäà÷à (1.2)�(1.5) � ýòî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âèäà (3.1.1)�

(3.1.2), (3.1.7), (3.1.9), ðàññìîòðåííàÿ â ãëàâå 3. Ðîëü óïðàâëåíèÿ èãðàåò

ôóíêöèÿ u(s) � íåèçâåñòíûé íà÷àëüíûé ïðîôèëü âîëíû. Ïî ôèçè÷åñêî-

ìó ñìûñëó çàäà÷è óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ïðèíàäëåæàò êëàññó ãëàä-

êèõ ôóíêöèé.

Âûïèøåì äëÿ äàííîé çàäà÷è îñíîâíûå êîíñòðóêöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ

ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ:

� ôóíêöèÿ h = h(ψ(s, t0), u(s), s)

h(ψ(s, t0), u(s), s) = ψ1(s, t0) (
√
gu(s) +

√
b0(s)q(s))+

+ψ2(s, t0) (
√
gu(s)−

√
b0(s)q(s)); (1.6)

� ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à äëÿ ψ = ψ(s, t)

ψ1t +
√
gb0(s)ψ1s = −a(s)(ψ1 − ψ2),

ψ2t −
√
gb0(s)ψ2s = −a(s)(ψ1 − ψ2), (1.7)

ψ1(s, t1) = ψ2(s, t1) = − 1

2
√
g

x1(s, t1) + x2(s, t1)

2
√
g

− η̄(s)

 , s ∈ S,
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ψ1(s1, t) = ψ2(s0, t) = 0, t ∈ T ;

� íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè (3.3.5)

(ψ1(s, t0) + ψ2(s, t0))u̇(s) = 0. (1.8)

Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.8) çà ôóíêöèþ (3.5.1)

ω(u(s), s) = (ψ1(s, t0) + ψ2(s, t0))u̇(s).

Ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé çàäà÷å àëãîðèòì ðåøåíèÿ áóäåò âûãëÿäåòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Øàã 0. Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èç êëàññà äîïóñòèìûõ

ôóíêöèé u0(s) è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âû÷èñëåíî uk(s), k = 1, 2, . . ..

Øàã 1. Ïðè çàäàííîì óïðàâëåíèè íàõîäèì ðåøåíèÿ xk = xk(s, t),

ψk = ψk(s, t) èñõîäíîé (1.3) è ñîïðÿæåííîé (1.7) ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

Øàã 2. Ñòðîèì ôóíêöèþ

ωk(s) = ω(uk(s), s).

Åñëè ωk(s) = 0, s ∈ S, òî óïðàâëåíèå uk(s) óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäè-

ìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè, è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñòðîèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óïðàâëåíèé

ukε(s) = uk(s+ εδk(s)),

ãäå

δk(s) =
(s− sn)(sk − s)ωk(s)

(sk − sn) max
s∈S

|ωk(s)|
, (1.9)

è ðåøèì çàäà÷ó îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè

εk : J(ukεk
) = min

ε∈[0,1]
J(ukε). (1.10)
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Íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ïî ôîðìóëå

uk+1 = ukεk
, k = 0, 1, 2, . . . ,

è ïåðåõîäèì íà øàã 1.

Óòâåðæäåíèå 1.1.Ôóíêöèÿ δk(s), âûáèðàåìàÿ ïî ïðàâèëó (1.9) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.3.2)

sn − s ≤ δk(s) ≤ sk − s, s ∈ S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

à) åñëè ωk(s) ≥ 0, òî

0 ≤ (s− sn)ωk(s) ≤ (sk − sn) max
s∈S

|ωk(s)|,

îòêóäà

0 ≤ (s− sn)ωk(s)

(sk − sn) max
s∈S

|ωk(s)|
≤ 1,

èëè, óìíîæèâ íà (sk − s), ïîëó÷àåì

sn − s ≤ 0 ≤ δk(s) ≤ sk − s;

á) àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ωk(s) ≤ 0.

Íà ðèñ.1.1 èçîáðàæåíû óñëîâèÿ (3.3.2) íà ôóíêöèþ δ(s) è îäíà èç

âîçìîæíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì.

Ñõîäèìîñòü ìåòîäà äîêàçàíà â ïóíêòå 3.5.

2) Èíòåãðàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ
∫
S

u(s) ds =
∫
S

η̄(s) ds = const (1.11)

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðÿìîóãîëüíèêó P =

S×T ñóììû óðàâíåíèé (1.2) è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû.
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Çàäà÷à (1.2)�(1.4), (1.11) � ýòî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âèäà

(3.1.1)�(3.1.2), (3.1.7), (3.1.9), (3.4.4), êîòîðàÿ áûëà ðàññìîòðåíà â ïóíêòå

3.4. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â óñëîâèè (1.11) ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî

u = u(s):

Φ(u(s)) = u(s),

êîýôôèöèåíò îäíîðîäíîñòè â ýòîì ñëó÷àå α = 1:

Φ(λu(s)) = λΦ(u(s)).

Ïðè ðàíåå ââåäåííûõ ôóíêöèè h(ψ(s, t0), u(s), s) (1.6) è ñîïðÿæåííîé

çàäà÷å (1.7), ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü ôóíêöèè Φ(u(s)), íåîáõîäèìîå óñëî-

âèå îïòèìàëüíîñòè èìååò âèä (3.4.11) ãëàâû 3

−(ψ1s(s, t0) + ψ2s(s, t0))u(s) = 0.

Îáîçíà÷èì

ω(u(s), s) = −(ψ1s(s, t0) + ψ2s(s, t0))u(s)

è âûïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ:

Øàã 0. Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èç êëàññà äîïóñòèìûõ

ôóíêöèé u0(s) è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âû÷èñëåíî uk(s), k = 1, 2, . . ..

Øàã 1. Ïðè çàäàííîì óïðàâëåíèè íàõîäèì ðåøåíèÿ xk = xk(s, t),

ψk = ψk(s, t) èñõîäíîé (1.3) è ñîïðÿæåííîé (1.7) ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

Øàã 2. Ñòðîèì ôóíêöèþ

ωk(s) = ω(uk(s), s).

Åñëè ωk(s) = 0, s ∈ S, òî óïðàâëåíèå uk(s) óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäè-

ìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè, è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ãëàäêóþ ôóíêöèþ δk(s) ïî ïðàâèëó (1.9)

δk(s) =
(s− sn)(sk − s)ωk(s)

(sk − sn) max
s∈S

|ωk(s)|
,
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ïîñòðîèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óïðàâëåíèé

ukε(s) = (1 + εδ̇k(s))u
k(s+ εδk(s))

è ðåøèì çàäà÷ó îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè

εk : J(ukεk
) = min

ε∈[0,1]
J(ukε).

Íàõîäèì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ïî ôîðìóëå

uk+1 = ukεk
, k = 0, 1, 2, . . . ,

è ïåðåõîäèì íà øàã 1.

Ôóíêöèÿ δk(s), îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëîì (1.9), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(3.4.7)

sn − s ≤ δk(s) ≤ sk − s, s ∈ S,

δk(sn) = δk(sk) = 0.

Âûïîëíåíèå ïåðâîãî èç óêàçàííûõ óñëîâèé äîêàçàíî âûøå (óòâåðæäå-

íèå 1.1), âòîðîå î÷åâèäíî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóíêöèè Φ(u(s)) ïî u íåò

íåîáõîäèìîñòè òðåáîâàòü äëÿ ôóíêöèè δk(s) âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.4.8)

|δ̇(s)| ≤ 1, s ∈ [sn, sk]

(ñì. çàìå÷àíèå 3.4.2).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé, ãåíåðèðóåìàÿ

ìåòîäîì, ÿâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííîé:

J(uk+1) < J(uk), k = 0, 1, 2, . . . ,

è ñõîäèòñÿ â ñìûñëå

µ(uk) =
∫
S

δk(s)ωk(s) ds→ 0, k →∞.

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñõåìû ÷èñëåííîãî èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ñèñòåì (1.2)�(1.3) è (1.7).
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5.2. ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ

Ïîñòðîèì îáëàñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ G ⊂ Π̄ = S × T òàê,

÷òîáû óñëîâèå

x1(s0, t) = x2(s1, t) = 0, t ∈ T

çàâåäîìî âûïîëíÿëîñü. Ââåäåì õàðàêòåðèñòèêè s1(ξ, τ ; t), s2(ξ, τ ; t) ñè-

ñòåìû (1.2), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé
ds1(ξ, τ ; t)

dt
=
√
gb0(s1(ξ, τ ; t)), s1(ξ, τ ; τ) = ξ,

ds2(ξ, τ ; t)

dt
= −

√
gb0(s2(ξ, τ ; t)), s2(ξ, τ ; τ) = ξ. (2.1)

Î÷åâèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâà

s2(s0, t1; t) ≤ si(ξ, τ ; t) ≤ s1(s1, t1; t), i = 1, 2,

âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ t ∈ [τ, t1], åñëè (ξ, τ) ∈ G, ãäå îáëàñòü G îïðåäå-

ëåíà óñëîâèåì

G = {(s, t) ∈ P : s2(s0, t1; t) ≤ s ≤ s1(s1, t1; t)}.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå x = x(s, t) çàäà÷è (1.2) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ x(s, t) ≡ 0, (s, t) /∈ G.

Èçâåñòíî [145], ÷òî îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ èí-

òåãðèðîâàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê. Â

ïðèìåíåíèè ê çàäà÷àì (1.2)�(1.3) è (1.7) ýòîò ìåòîä âûãëÿäèò òàê.

Ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó, óçëû êîòîðîé ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðåñå÷åíèåì õàðàêòåðèñòèê, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (2.1).

Â îáùåì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ êðè-

âîëèíåéíîé, ÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäà

õàðàêòåðèñòèê èç-çà ñëîæíîé ëîãèêè ïîñòðîåíèÿ ôðîíòà ðàñ÷åòà. Îä-

íàêî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñïåöèôèêîé óðàâíåíèé (2.1), óäàåòñÿ ïîñòðîèòü

ïðÿìîóãîëüíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó, ñâîáîäíóþ îò óêàçàííîãî íåäîñòàòêà.
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Ðàçîáüåì îòðåçîê T = [t0, t1] íà N ðàâíûõ ÷àñòåé [ti, ti+1], ïîëîæèâ

ti = t0 + i` = t1 − (N − i)`, i = 0, 1, . . . , N , ` = (t1 − t0)/N . Ïóñòü

s = s2(s0, t1; t) � õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû (1.2), îïðåäåëåííàÿ èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ (2.1). Òîãäà â êà÷åñòâå óçëîâ sj ∈ S = [s0, s1] âûáåðåì òî÷êè

sj = s2(s0, t1; t1 − (N − j)`), j = 0, 1, . . . ,M, (2.2)

ïðè÷åì M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ sM−1 < s1 ≤ sM . Çàìåòèì, ÷òî òàêîå

ïîñòðîåíèå âîçìîæíî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî [s0, s1], òàê êàê ôóíêöèÿ

b0 = b0(s) íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îïðåäåëåíà âñþäó íà ÷èñëîâîé îñè

s ∈ (−∞,+∞).

Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé ñåòêè ñ óçëàìè (sj, ti), j = 0, 1, . . . ,

M , i = 0, 1, . . . , N , î÷åâèäíî, ÷òî îíà ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íî äëÿ ëþáîãî

çàäàííîãî ÷èñëà N > 0. Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñïîñîáà ïîñòðî-

åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ðàçíîñòíîé ñåòêè ïðèìåíÿëñÿ øèðîêî èçâåñò-

íûé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2) è âèäà óðàâíåíèé (2.1) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðà-

âåíñòâà

sj = s2(s
j−1, ti+1; ti) = s1(s

j+1, ti+1; ti),

j = 1, 2, . . . ,M − 1, i = 0, 1, . . . , N − 1,

êîòîðûå îçíà÷àþò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé (ðèñ.2.1).

Â îáùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (2.2) âûïîëíÿþòñÿ ëèøü ïðèáëèæåííî, ïî-

ñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêè íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà, íî â

ñëó÷àå ðîâíîãî äíà (b0(s) ≡ const), êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû ÿâëÿ-

þòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè, ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî.

Ïîëó÷èì ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê. Èíòåãðèðóÿ

óðàâíåíèÿ (1.2) âäîëü õàðàêòåðèñòèê ïî ôîðìóëå òðàïåöèé, áóäåì èìåòü
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ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó:

x1
i
j = x1

i−1
j−1 −

`

2

[
aj−1(x1

i−1
j−1 − x2

i−1
j−1) + aj(x1

i
j − x2

i
j)
]
,

x2
i
j = x2

i−1
j+1 −

`

2

[
aj+1(x1

i−1
j+1 − x2

i−1
j+1) + aj(x1

i
j − x2

i
j)
]
,

ãäå aj = a(sj), xij = x(sj, ti), i = 0, 1, . . . , N , j = 0, 1, . . . ,M .

Ðàññìàòðèâàÿ äàííûå âûðàæåíèÿ íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû êàê ñè-

ñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî x1
i
j, x2

i
j,

ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû ïåðåðàñ÷åòà ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ íà

i-ì ñëîå ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì íà (i− 1)-ì ñëîå:

x1
i
j = (1− Cj)A

i
j + CjB

i
j,

x2
i
j = (1 + Cj)B

i
j − CjA

i
j, (2.3)

ãäå

Ai
j = x1

i−1
j−1 −

`

2

[
aj−1(x1

i−1
j−1 − x2

i−1
j−1)

]
,

Bi
j = x2

i−1
j+1 −

`

2

[
aj+1(x1

i−1
j+1 − x2

i−1
j+1)

]
,

Cj =
`

2
aj.

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì âàðèàíòîì õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ñõåìû [145], ÿâëÿþùåéñÿ óñòîé÷èâîé è îáåñïå÷èâàþùåé âòîðîé

ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è èç àïïðîêñèìàöèè è

óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò ñõîäèìîñòü.

Äëÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê àíà-

ëîãè÷íà:

ψ1
i
j = ψ1

i+1
j+1 +

`

2

[
aj+1(ψ1

i+1
j+1 − ψ2

i+1
j+1) + aj(ψ1

i
j − ψ2

i
j)
]
,

ψ2
i
j = ψ2

i+1
j−1 +

`

2

[
aj−1(ψ1

i+1
j−1 − ψ2

i+1
j−1) + aj(ψ1

i
j − ψ2

i
j)
]
.
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Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

Di
j = ψ1

i+1
j+1 +

`

2
(ψ1

i+1
j+1 − ψ2

i+1
j+1) · aj+1,

Ei
j = ψ2

i+1
j−1 +

`

2
(ψ1

i+1
j−1 − ψ2

i+1
j−1) · aj−1,

òî ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè

ôîðìóëàìè

ψ1
i
j = (1 + Cj)D

i
j − CjE

i
j,

ψ2
i
j = (1− Cj)E

i
j + CjD

i
j.

Òàêèì îáðàçîì, çàãîòîâëåíû âñå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ðåàëèçàöèè

ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðîâåäåííûõ ÷èñëåí-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èõ àíàëèçó.
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5.3. ÀÍÀËÈÇ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀ

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðèìåíÿëàñü ñëåäóþùàÿ

ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ (1.2)�(1.5).

Âíà÷àëå âûáèðàëàñü ôóíêöèÿ b0 = b0(s), îïèñûâàþùàÿ ïðîôèëü äíà.

Çàäàâàëèñü ãðàíèöû èçâåñòíîãî ïðîôèëÿ âîëíû â êîíå÷íûé ìîìåíò âðå-

ìåíè s = s0 è s = s1. Ïî õàðàêòåðèñòèêàì ñèñòåìû (1.2) ñòðîèëàñü îá-

ëàñòü G ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèÿ è íàõîäèëèñü çíà÷åíèÿ s = sn,

s = sk � ãðàíèöû íåèçâåñòíîãî ïðîôèëÿ âîëíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè t = t0. Çàäàâàëîñü íåêîòîðîå óïðàâëåíèå u∗ = u∗(s), s ∈ [sn, sk],

îïðåäåëÿþùåå íà÷àëüíûé ïðîôèëü âîëíû. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîé

ñõåìû (2.3) íàõîäèëîñü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x∗ = x∗(s, t) çàäà÷è (1.2)�

(1.3). Â ìîìåíò âðåìåíè t = t1 âû÷èñëÿëàñü ôóíêöèÿ η̄(s) = η(s, t1).

Äàëåå ðåøàëàñü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1.2)�(1.5), ãäå âìå-

ñòî η̄(s) ïîäñòàâëÿëàñü íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå

êîíêðåòíîãî âàðèàíòà çàäà÷è (1.2)�(1.5) îñóùåñòâëÿëîñü îäíîçíà÷íî ïî

ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì:

T = [t0, t1], S = [s0, s1], b0 = b0(s), u∗ = u∗(s), U = [c, d].

Ðåøåíèå çàäà÷è âûïîëíÿëîñü îïèñàííûì âûøå ìåòîäîì. Êðèòåðèåì

îñòàíîâêè ñëóæèëà îäíà èç ïîëó÷åííûõ íà k-é èòåðàöèè ìåòîäà ñèòóà-

öèé:

� äîñòèæåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà; òàê êàê

J(u∗) = 0, òî óñëîâèåì îñòàíîâêè ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî

J(uk) ≤ 10−3;

� âûïîëíåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëü-

íîñòè äëÿ ôóíêöèè uk(s); íàïðèìåð, áëèçîñòü ê íóëþ ωk(s) â êàæäîé
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òî÷êå s ∈ [sn, sk] ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

max
s∈[sn,sk]

|ωk(s)| ≤ 10−5;

� íåóëó÷øåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåé,

(k − 1)-é èòåðàöèè, íàïðèìåð:

J(uk)− J(uk−1) > 10−6.

Ïîèñê ïî ïàðàìåòðó ε ∈ [0, 1] â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè (1.10) îñóùå-

ñòâëÿëñÿ ñðåäè çíà÷åíèé 1, 1
2 ,

1
22 ,

1
23 , . . . . Ñëó÷àé, êîãäà íàéäåííîå çíà÷å-

íèå ε î÷åíü áëèçêî ê íóëþ, ñîîòâåòñòâóåò íåóëó÷øåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèîíàëà íà øàãå ìåòîäà.

Â òàáëèöå 3.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ çàäà÷è

(1.2)�(1.5) ñ ïîòî÷å÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå ïðè ñëåäóþùèõ

äàííûõ: b0(s) = 100 + s; t0 = 0 (íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè), t1 = 1

(êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè), s0 = −35, s1 = 100 (ãðàíèöû èçâåñòíîãî

ïðîôèëÿ âîëíû â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè), U = [−1, 1] � àìïëèòóäíûå

îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå,

u∗ = u∗(s) = sin
π(s− sn)

sk − sn
cos

2π(s− sn)

sk − sn
� îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå,

u0(s) = sin
2π(s− sn)

sk − sn
� íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå,

N = 200 (÷èñëî ñëîåâ ïî âðåìåíè).

Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ sn = −7.0049, sk = 57.7786 � ãðàíèöû íåèç-

âåñòíîãî ïðîôèëÿ âîëíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. ×èñëî óçëîâ íà

íèæíåì ñëîå ðàçíîñòíîé ñåòêè L = 186, uk(s) � óïðàâëåíèå, ïîëó÷åí-

íîå çà 124 èòåðàöèè ïðèâåäåííûì âûøå ìåòîäîì. Âûõîä îñóùåñòâëåí

ïî íåóëó÷øåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà. Ôóíêöèÿ ωk(s), õàðàêòåðèçóþ-

ùàÿ âûïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, â êàæäîé òî÷êå

îòðåçêà [sn, sk] óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó: |ωk(s)| ≤ 0.0035.
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Íà ðèñ.3.1 õîðîøî âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óïðàâ-

ëåíèå áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó âñþäó â îáëàñòè [sn, sk], êðîìå îòðåçêîâ

[22.8, 27.7] (óçëû 92�106) è [41.5, 57.8] (óçëû 144�186). Íà ýòèõ îòðåçêàõ

ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.

Âûáåðåì äðóãîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, íå ìåíÿÿ îñòàëüíûõ äàííûõ.

Ïóñòü

u0(s) = sin
20π(s− sn)

sk − sn
.

Ìåòîä çàêîí÷èë ðàáîòó, äîñòèãíóâ çàäàííîé òî÷íîñòè ïî çíà÷åíèþ ôóíê-

öèîíàëà çà 34 èòåðàöèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ îò-

ðàæåíû â òàáëèöå 3.2 è íà ðèñ.3.2. Îòìåòèì, ÷òî ó÷àñòêè ïîñòîÿíñòâà ó

íàéäåííîãî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óïðàâëåíèÿ îòñóòñòâóþò è óïðàâëåíèå íà

âûõîäå áëèçêî ê îïòèìàëüíîìó íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì

max
s∈[sn,sk]

|ωk(s)| = 0.0017.

Ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ ïðîôèëü äíà, â ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ

èìåëà âèä b0(s) = 100 + s, òî åñòü áûëà ëèíåéíîé. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,

êîãäà ïðîôèëü äíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó, à èìåííî, ïóñòü b0(s) =

100−0.02(s+40)(s−100) (ðèñ.3.3). Ïðè ýòîì îñòàëüíûå äàííûå òàêîâû:

t0 = 0, t1 = 1, s0 = −35, s1 = 100, U = [−2, 2], N = 200,

u∗ = u∗(s) = sin
2π(s− sn)

sk − sn
cos

π +
π(s− sn)

sk − sn

 .
Â òàáëèöå 3.3 (ðèñ.3.4) íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

u0(s) = sin
2π(s− sn)

sk − sn
,

â òàáëèöå 3.5 (ðèñ.3.6) îíî âûáðàíî òàê:

u0(s) = 2 sin
20π(s− sn)

sk − sn
.

Ðåçóëüòàòû. Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u = u(s) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå

s ∈ [3.97033, 62.5367], ÷èñëî óçëîâ íà íèæíåì ñëîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
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ñåòêè L = 135. Â ïåðâîì ñëó÷àå (òàáë. 3.3, ðèñ. 3.4) ïðîâåäåíî 68 èòå-

ðàöèé ìåòîäà, ïðè ýòîì íå äîñòèãíóòà òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü íà çíà÷åíèå

ôóíêöèîíàëà (J(uk(s)) = 0.387574) è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îïòèìàëüíî-

ñòè ( max
s∈[sn,sk]

|ωk(s)| = 0.00072). Ó ôóíêöèè uk(s), k = 68 íàáëþäàåòñÿ

ó÷àñòîê ïîñòîÿíñòâà � ýòî òî÷êè s ∈ [7.4, 24.6] (óçëû 9�48).

Âî âòîðîì ñëó÷àå (òàáë. 3.5, ðèñ. 3.6) ïîíàäîáèëàñü ëèøü 21 èòåðàöèÿ

ìåòîäà, ÷òîáû äîñòèãíóòü çàäàííîé òî÷íîñòè ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèîíà-

ëà: J(u21) < 10e − 3; ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé � ôóíêöèÿ uk(s), k = 21 �

íå èìååò ó÷àñòêîâ âèäà uk = const è ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè u∗(s)

íà âñåì îòðåçêå [sn, sk]. Íåâÿçêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ñî-

ñòàâëÿåò max
s∈[sn,sk]

|ωk(s)| = 0.0038.

Àíàëèç ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Íà ðåçóëüòà-

òû âû÷èñëåíèé áîëüøîå âëèÿíèå îêàçûâàåò âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëè-

æåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî âûáèðàòü òîëüêî òàêèå íà÷àëüíûå ïðè-

áëèæåíèÿ, êîòîðûå îõâàòûâàþò âñå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ èç U , òàê êàê

ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà íîâûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè u(s) íå âîçíèêàåò, à

ïåðåñîðòèðîâûâàþòñÿ óæå èìåþùèåñÿ. Âî-âòîðûõ, ó ïîëó÷åííûõ ñ ïî-

ìîùüþ äàííîãî ìåòîäà óïðàâëåíèé íàáëþäàþòñÿ íåêîòîðûå ó÷àñòêè ïî-

ñòîÿíñòâà, êîòîðûõ ìîæíî èçáåæàòü, ïðèìåíÿÿ ñèëüíî îñöèëëèðóþùèå

íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ôóíêöèè δk(s) âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ (1.9). Îäíàêî, ýòî íå åäèíñòâåííûé âàðèàíò âû-

áîðà ôóíêöèè δk(s), õîòÿ è íàèáîëåå, íà íàø âçãëÿä, óäîáíûé.

Áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â åå ðàçíîñò-

íîé àïïðîêñèìàöèè ïî ñõåìå ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà. Íàéäåííûå òà-

êèì îáðàçîì óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâåííî ïîâòîðÿþò õàðàêòåð îïòèìàëüíûõ

óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, îäíàêî ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò íèõ êîëè÷å-

ñòâåííî (òàáë. 3.4, ðèñ. 3.5). Â ïðèâåäåííîì âàðèàíòå ïîòðåáîâàëîñü 182
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èòåðàöèè ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà. Âûõîä îñóùåñòâëåí ïî íåóëó÷øå-

íèþ çíà÷åíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòî-

äà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà, ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, â äàííîé çàäà÷å

íåêîððåêòíî, ïîñêîëüêó äàííûé ìåòîä íå îáåñïå÷èâàåò ãëàäêîñòü óïðàâ-

ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé íà êàæäîé èòåðàöèè. Â ýòîì ñìûñëå ðåçóëüòàòû

ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèè, ñîõðàíÿþùåé ãëàäêîñòü äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé,

áîëåå òî÷íû.

Â öåëîì, ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå ìåòîäà íå âûçûâàåò

ñîìíåíèé, ïîäòâåðæäåíèåì òîìó ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ

èñõîäíîé çàäà÷è ïðè ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ íàáîðàõ âõîäíûõ äàííûõ, à

òàêæå ðåçóëüòàòû ñåðèè äðóãèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, îïóùåííûõ çäåñü

äëÿ êðàòêîñòè.

Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ. Â òàáëèöå 3.6 (ðèñ. 3.7) ñî-

äåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðè ñëåäóþùèõ âõîäíûõ äàííûõ:

b0(s) = 100− 0.02(s+ 40)(s− 100), t0 = 0, t1 = 1, s0 = −35, s1 = 100,

N = 200,
sk∫
sn

u(s)ds =
8

π
(sk − sn) ≈ 149.131,

äàííîå îãðàíè÷åíèå ïîëó÷åíî êàê çíà÷åíèå èíòåãðàëà äëÿ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ:

u∗ = u∗(s) = −6 sin
2π(s− sn)

sk − sn
cos

π +
π(s− sn)

sk − sn

 ,
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå èíòåãðàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ,

ïîäîáðàíî àíàëèòè÷åñêè: u0(s) = 4 sin π(s−sn)
sk−sn

.

Ìåòîäîì ðåàëèçîâàíî 255 èòåðàöèé, ïîñëå ÷åãî îñóùåñòâëåí âûõîä ïî

íåóëó÷øåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà. Íà âûõîäå ïîëó÷åíî óïðàâëåíèå,

íå èäåàëüíî ñîâïàäàþùåå ñ îïòèìàëüíûì, íî ïîâòîðÿþùåå åãî õàðàêòåð.

Ïîñêîëüêó ïðåäëîæåííàÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëå-
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íèå âàðèàöèÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé èçáàâëåíà îò íåäîñòàòêà âàðè-

àöèè â ñëó÷àå ïîòî÷å÷íûõ îãðàíè÷åíèé, à èìåííî, ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü

íîâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u = u(s), ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùèé âî-

ïðîñ: êàê âåäåò ñåáÿ ìåòîä, åñëè íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ (èëè íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ) íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå ïðèíèìàåò

ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.

Ïðè òåõ æå âõîäíûõ äàííûõ, êðîìå, êîíå÷íî, u0(s), òàêîé ïðèìåð

áûë ïîäîáðàí. Òàê êàê íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå âèäà u0(s) = 0, s ∈ [sn, sk],

î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, çàäàòü ãëàäêîå íà÷àëüíîå ïðèáëè-

æåíèå â âèäå êîíñòàíòû íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíûì. Íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå ñòðîèëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ó÷à-

ñòîê ñèíóñîèäû íà íåáîëüøîì îòðåçêå â íà÷àëå è â êîíöå îòðåçêà [sn, sk],

ãëàäêî ïåðåõîäÿùèé â ïðÿìóþ u(s) = C = const, ãäå C ïîäñ÷èòûâàëîñü

÷èñëåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû u0(s) áûëî äîïóñòèìûì. Ðåçóëüòàòû âû-

÷èñëåíèé ïîêàçàíû â òàáë. 3.7 è íà ðèñ.3.8. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé � 276.

Âûõîä òàê æå, êàê â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå, ïî íåóëó÷øåíèþ çíà÷å-

íèÿ ôóíêöèîíàëà, îäíàêî, ïîëó÷åííîå íà âûõîäå óïðàâëåíèå uk(s) áëèç-

êî ê îïòèìàëüíîìó íà âñåì îòðåçêå s ∈ [sn, sk], êðîìå îáëàñòè s ∈ [27, 38].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ïðèâåäåííîãî â ãëàâå 3 ìåòîäà

äëÿ çàäà÷ (1.2)�(1.5) è (1.2)�(1.4), (1.11) ñóùåñòâåííûì îêàçàëîñü äî-

ïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ: u(sn) = u(sk) = 0.

Íåîáõîäèìî áûëî îáåñïå÷èòü åãî âûïîëíåíèå íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòî-

äà. Âûáîð ôóíêöèè δk(s) âèäà (1.9) îêàçàëñÿ â ýòîì ñìûñëå óäîáíûì,

òàê êàê ãàðàíòèðóåò ðàâåíñòâî íóëþ uk(s) â òî÷êàõ s = sn è s = sk, åñ-

ëè íà÷àëüíîå óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿëî óêàçàííûì óñëîâèÿì, ïîñêîëüêó

âàðüèðîâàíèå óïðàâëåíèÿ ñòðîèòñÿ ëèáî ïî ïðàâèëó

ukε(s) = uk(s+ εδ(s)),
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ëèáî â âèäå

ukε(s) = (1 + εδ̇k(s))uk(s+ εδk(s)),

à δk(sn) = δk(sk) = 0.

Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ

íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ âîëíû ïî èçâåñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì â êîíå÷-

íûé ìîìåíò âðåìåíè ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäëîæåííûå â ãëàâå 3 ìåòîäû

óëó÷øåíèÿ ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, ñòåñíåííûõ ïîòî÷å÷íû-

ìè èëè èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-

ñòåì, ìîãóò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óêà-

çàííûõ çàäà÷.
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Таблица 3.1. 

N s u*(s) u0(s) uk(s) 
1 -7.0049 0 0 0
15 -2.68659 0.189916 0.406684 0.190133
30 2.04893 0.271462 0.769531 0.265794
45 6.89694 0.137745 0.97535 0.137947
60 11.8575 -0.202645 0.966745 -0.20245
75 16.9305 -0.625547 0.731258 -0.625359
90 22.116 -0.938175 0.31194 -0.937991
105 27.414 -0.976 -0.195342 -0.971203
120 32.8245 -0.702594 -0.660405 -0.702423
135 38.3475 -0.24967 -0.951175 -0.249504
150 43.983 0.143081 -0.973025 -0.007008
165 49.7311 0.270313 -0.703645 -0.006971
186 57.9673 0 0 -0.000306

Значение  J(u) 8.7e-33 12.1527 0.164164
 
 

u(s) 

s

****** u*(s) u0(s) uk(s)
Рис. 3.1. 
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Таблица 3.2. 

N s u*(s) u0(s) uk(s) 
1 -7.0049 0 0 0
15 -2.68659 0.189916 -0.86574 0.188284
30 2.04893 0.271462 0.600166 0.270383
45 6.89694 0.137745 0.793574 0.113774
60 11.8575 -0.202645 -0.527327 -0.20265
75 16.9305 -0.625547 -0.940173 -0.625552
90 22.116 -0.938175 0.030747 -0.93818
105 27.414 -0.976 0.922895 -0.969649
120 32.8245 -0.702594 0.801853 -0.702599
135 38.3475 -0.24967 0.0038317 -0.249675
150 43.983 0.143081 -0.726776 0.143077
165 49.7311 0.270313 -0.998807 0.268998
186 57.9673 0 0 -0.000425

Значение  J(u) 8.7e-33 12.1505 0.00097
 
 

u(s) 

s

****** u*(s) u0(s) uk(s)
Рис. 3.2. 
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Таблица 3.3. 

N s u*(s) u0(s) uk(s) 
1 3.97033 0 0 0
12 8.72415 -0.472394 0.488181 -0.352106
23 13.5294 -0.74503 0.85499 -0.352298
34 18.3746 -0.71582 0.999676 -0.35228
45 23.2478 -0.449372 0.878847 -0.352775
56 28.1375 -0.141388 0.521722 -0.146774
67 33.0316 -0.000283 0.02381 -0.012063
78 37.9183 -0.118817 -0.479826 -0.124188
89 42.786 -0.417655 -0.853502 -0.423601
100 47.6226 -0.696399 -0.999573 -0.701788
111 52.4167 -0.757457 -0.884634 -0.76288
122 57.1565 -0.523117 -0.545685 -0.52855
135 62.6725 0 0 0

Значение  J(u) 7.6e-33 11.1758 0.387574
 
 

u(s) 

s

****** u*(s) u0(s) uk(s)
Рис. 3.4. 
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Таблица 3.4. 

N s u*(s) u0(s) uk(s) 
1 3.97033 0 0 0
12 8.72415 -0.472394 0.488181 -0.312106
23 13.5294 -0.74503 0.85499 -0.622985
34 18.3746 -0.71582 0.999676 -0.72131
45 23.2478 -0.449372 0.878847 -0.527751
56 28.1375 -0.141388 0.521722 -0.270774
67 33.0316 -0.000283 0.02381 -0.140774
78 37.9183 -0.118817 -0.479826 -0.214188
89 42.786 -0.417655 -0.853502 -0.413601
100 47.6226 -0.696399 -0.999573 -0.611878
111 52.4167 -0.757457 -0.884634 -0.759875
122 57.1565 -0.523117 -0.545685 -0.852845
135 62.6725 0 0 0

Значение  J(u) 7.6e-33 11.1758 2.48573
 
 
 
 

 
Рис. 3.5. 
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Таблица 3.5. 

N s u*(s) u0(s) uk(s) 
1 3.97033 0 0 0
12 8.72415 -0.472394 -1.8516 -0.472281
23 13.5294 -0.74503 -1.47658 -0.749679
34 18.3746 -0.71582 0.503786 -0.716123
45 23.2478 -0.449372 1.93218 -0.448951
56 28.1375 -0.141388 1.42703 -0.141319
67 33.0316 -0.000283 -0.471756 -0.000137
78 37.9183 -0.118817 -1.91524 -0.118715
89 42.786 -0.417655 -1.43739 -0.417562
100 47.6226 -0.696399 0.576342 -0.695965
111 52.4167 -0.757457 1.98085 -0.757776
122 57.1565 -0.523117 0.978314 -0.522998
135 62.6725 0 0 -0.012

Значение  J(u) 7.6e-33 33.137 0.00073
 

u(s) 

s

****** u*(s) u0(s) uk(s)
Рис. 3.6. 
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Таблица 3.6. 

N s u*(s) u0(s) uk(s) 
1 3.97033 0 0 0
12 8.72415 2.83437 1.00899 2.72389
23 13.5294 4.47018 1.96236 4.39107
34 18.3746 4.29492 2.79219 4.24651
45 23.2478 2.69623 3.43756 2.63263
56 28.1375 0.848326 3.85031 0.856962
67 33.0316 0.001701 3.99972 0.32873
78 37.9183 0.712902 3.87542 0.731155
89 42.786 2.50593 3.48837 2.43069
100 47.6226 4.17839 2.86946 4.14735
111 52.4167 4.54474 2.06633 4.38921
122 57.1565 3.1387 1.13845 3.09105
135 62.6725 0 0 0

Значение  J(u) 3.3e-31 73.2085 0.297985
 
 

u(s) 

s

****** u*(s) u0(s) uk(s)
Рис. 3.7. 
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Таблица 3.7. 

N s u*(s) u0(s) uk(s) 
1 3.97033 0 0 0
12 8.72415 2.83437 2.70681 2.70097
23 13.5294 4.47018 2.71493 4.36624
34 18.3746 4.29492 2.71493 4.21322
45 23.2478 2.69623 2.71493 2.65088
56 28.1375 0.848326 2.71493 0.956997
67 33.0316 0.001701 2.71493 0.500497
78 37.9183 0.712902 2.71493 0.845666
89 42.786 2.50593 2.71493 2.44984
100 47.6226 4.17839 2.71493 4.07341
111 52.4167 4.54474 2.71493 4.42848
122 57.1565 3.1387 2.71493 2.99349
135 62.6725 0 0 0

Значение  J(u) 3.3e-31 32.0988 0.464879
 
 
 

u(s) 

s

****** u*(s) u0(s) uk(s)
Рис. 3.8. 
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå.

1) Âïåðâûå èññëåäîâàíû çàäà÷è îïòèìèçàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-

ñòåì, â êîòîðûõ íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óïðàâëÿ-

åìûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà îñíîâå

íåñòàíäàðòíûõ ôîðìóë ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà äëÿ äâóõ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äîêàçàíû óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âàðèàöèîííîãî òèïà.

Íà èõ îñíîâå èñõîäíûå çàäà÷è â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ ñâåäåíû ê çàäà÷àì

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Ïîñòðîåíû ïðîöåäóðû óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

íåëîêàëüíîãî õàðàêòåðà.

2) Âïåðâûå ïîëó÷åíû íåêëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè òèïà âà-

ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñèñòåìîé ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè îáû÷íûõ êî-

íå÷íîìåðíûõ ñâÿçÿõ ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êî-

òîðûõ ñòàâÿòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ, è óïðàâëÿþùèìè âîçäåé-

ñòâèÿìè. Äîïóñòèìûå ãðàíè÷íûå è ñòàðòîâûå óïðàâëåíèÿ âûáèðàþòñÿ

èç êëàññà îãðàíè÷åííûõ è èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,

÷òî äëÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷ íåñïðàâåäëèâ àíàëîã êëàññè÷åñêîãî óñëîâèÿ

îïòèìàëüíîñòè âèäà ïîòî÷å÷íîãî (êîíå÷íîìåðíîãî) ïðèíöèïà ìàêñèìó-

ìà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà. Ïðåäëîæåí ñõîäÿùèéñÿ ê âûïîëíåíèþ äîêàçàííîãî
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óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè èòåðàöèîííûé ìåòîä.

3) Âïåðâûå èññëåäîâàíû çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà÷àëüíî-

êðàåâûìè óñëîâèÿìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì â êëàññå ãëàäêèõ óïðàâ-

ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ïðèìåíåíèÿ íåñòàíäàðòíûõ

âàðèàöèé, ñîõðàíÿþùèõ ãëàäêîñòü äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, óñòàíîâëå-

íû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ñèñòåìîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé óïðàâëÿåìûå ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû â âèäå êîíå÷íîìåðíûõ ñâÿçåé îáùåãî âèäà; ïðè

ýòîì ãëàäêèå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ñòåñíåíû ïîòî÷å÷íûìè (àìïëè-

òóäíûìè) èëè èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì è ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà öå-

ëûé ðÿä çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ñèñòåì.

4) Ðàçðàáîòàíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ ïîëóëèíåéíûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ãëàäêèìè

ãðàíè÷íûìè óïðàâëåíèÿìè, äîêàçàíû òåîðåìû ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåí-

íûõ àëãîðèòìîâ, ïðîâåäåíà èõ ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ïðèêëàäíûõ

çàäà÷ äèíàìèêè ïîïóëÿöèé è âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ãðàâè-

òàöèîííîé âîëíû ïî èçâåñòíûì äàííûì íàáëþäåíèé â êîíå÷íûé ìîìåíò

âðåìåíè. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èçó÷åíû îñîáåííî-

ñòè ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ.

Ðàçðàáîòàííûå ïîäõîäû ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû è íà äðóãèå òè-

ïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì. Èñïîëüçîâàííûé àïïàðàò

õàðàêòåðèñòèê âåñüìà ñóùåñòâåíåí ëèøü ïðè ïîëó÷åíèè ñïåöèôè÷åñêî-

ãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ãëàâå 2. Â îñòàëüíûõ ãëàâàõ ïðèìåíåíèå

ýòîãî àïïàðàòà íîñèò òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð è ñëóæèò, ãëàâíûì îáðàçîì,

äëÿ îöåíêè âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà, âûçâàííûõ âàðèàöèÿìè äî-

ïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.
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