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Ãëàâà 1

Ìíîæåñòâà è ôóíêöèè â n � ìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

�1. Èñõîäíûå ïîíÿòèÿ

1. n�ìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî-
÷åííûõ ñèñòåì n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ n�
ìåðíûì âåùåñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Rn. Ýëå-
ìåíòû x = (x1, x2, . . . , xn) n�ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàþòñÿ âåêòîðàìè èëè òî÷êàìè, à ÷èñëà x1, x2, . . . , xn � èõ êîìïîíåí-
òàìè, èëè êîîðäèíàòàìè.

Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ â n�ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ïîíèìà-
åòñÿ êàê ðàâåíñòâî èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò, òî åñòü âåêòîð x =
= (x1, x2, . . . , xn) ðàâåí âåêòîðó y = (y1, y2, . . . , yn) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn = yn. Íóëåâîé âåêòîð, ñëîæåíèå âåêòîðîâ
è óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0 = (0, 0, . . . , 0),

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

λ(x1, x2, . . . , xn) = (λx1, λx2, . . . , λxn).

Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xk,
åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå

x = λ1x
1 + λ2x

2 + . . . + λkx
k =

k∑
i=1

λix
i, (1.1)
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ãäå λ1, λ2, . . . , λk - íåêîòîðûå ÷èñëà (êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèè (1.1)). Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè âñå åå
êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, è íåòðèâèàëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âåêòîðû x1, x2, . . . , xk íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ íóëþ,
òî åñòü åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λk, ñðåäè êîòîðûõ åñòü îòëè÷-
íûå îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî

λ1x
1 + λ2x

2 + . . . + λkx
k = 0. (1.2)

Åñëè ðàâåíñòâî (1.2) âîçìîæíî òîëüêî ïðè λ1 = λ2 = . . . = λk = 0, òî
âåêòîðû x1, x2, . . . , xk íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ò å î ð å ì à 1.1. Âñÿêèå k âåêòîðîâ èç Rn ëèíåéíî çàâèñèìû

ïðè k > n.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

xi1, xi2, . . . , xis (1.3)

íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìîé èëè áàçîé
ñèñòåìû

x1, x2, . . . , xk, (1.4)

åñëè âñå âåêòîðû ñèñòåìû (1.3) ïðèíàäëåæàò ñèñòåìå (1.4) è äîáàâëåíèå
ê (1.3) ëþáîãî äðóãîãî âåêòîðà èç (1.4) ïðèâîäèò ê ëèíåéíî çàâèñèìîé
ñèñòåìå. Ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç Rn íàçûâàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé (âRn), åñëè äîáàâëåíèå ê íåé
ëþáîãî äðóãîãî âåêòîðà x ∈ Rn äàåò óæå ëèíåéíî çàâèñèìóþ ñèñòåìó.

Âñå áàçû îäíîé è òîé æå ñèñòåìû âåêòîðîâ ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñ-
ëî âåêòîðîâ. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàíãîì äàííîé ñèñòåìû. Åñëè âñå
âåêòîðû ñèñòåìû íóëåâûå, òî åå ðàíã ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ. Åñëè âñÿ
ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî åå ðàíã ðàâåí ÷èñëó âåêòîðîâ ñèñòåìû.

Âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ â Rn ñî-
ñòîèò èç n âåêòîðîâ è íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Rn. Âåêòîðû, åãî
ñîñòàâëÿþùèå, íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè âåêòîðàìè. Ëþáîé âåêòîð x ∈ Rn

ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ
âåêòîðîâ. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà x ïî

áàçèñó, à êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè � êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
x îòíîñèòåëüíî äàííîãî áàçèñà.
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Óïðàæíåíèÿ

1.1. Äîêàçàòü, ÷òî

a) åñëè íåêîòîðûå èç âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xk ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

è âñÿ ñèñòåìà x1, x2, . . . , xk ëèíåéíî çàâèñèìà;

b) âñÿêàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçà-

âèñèìà;

c) âåêòîðû x1, x2, . . . , xk ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà õîòÿ áû îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ;

d) åñëè âåêòîðû x1, x2, . . . , xk ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âåêòîð x åñòü

èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, x = λ1x
1 + λ2x

2 + . . . + λkx
k, òî ýòî ïðåä-

ñòàâëåíèå åäèíñòâåííî;

e) åñëè ñðåäè âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xk èìååòñÿ íóëåâîé âåêòîð, òî ýòè

âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû;

f) ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà, ëèíåéíî íåçà-
âèñèìà.

1.2. Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì âåêòîðó y, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî x = λy. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âåêòîð x ïðîïîð-
öèîíàëåí âåêòîðó y, òî è âåêòîð y ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó x. Äîêàçàòü,
÷òî åñëè ñðåäè âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xk åñòü ïðîïîðöèîíàëüíûå, òî ñè-

ñòåìà x1, x2, . . . , xk ëèíåéíî çàâèñèìà.

1.3. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ äâà ðàâíûõ âåê-

òîðà, ëèíåéíî çàâèñèìà.

1.4. Åñëè âåêòîð z ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xk, (1.5)

òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð z ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (1.5). Ñè-
ñòåìà âåêòîðîâ

z1, z2, . . . , zs, (1.6)

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (1.5), åñëè êàæäûé âåêòîð ñèñòå-
ìû (1.6) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (1.5). Äâå ñèñòåìû âåêòîðîâ
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êàæäàÿ èç íèõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç äðóãóþ.
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Äîêàçàòü, ÷òî

a) åñëè ñèñòåìà (1.6) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (1.5), à
ñèñòåìà (1.5), â ñâîþ î÷åðåäü, ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó

u1, u2, . . . , ut, (1.7)

òî ñèñòåìà (1.6) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (1.7);

b) åñëè ñèñòåìà (1.6) ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ñèñòåìó (1.5), òî ÷èñëî âåêòîðîâ â ñèñòåìå (1.6) íå áîëüøå, ÷åì
÷èñëî âåêòîðîâ â ñèñòåìå (1.5) : s ≤ k ;

c) åñëè ñèñòåìà (1.6) ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ñèñòåìó (1.5), à ñèñòåìà (1.5) - ëèíåéíî çàâèñèìàÿ, òî s < k ;

d) âñÿêèå äâå ýêâèâàëåíòíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñèñòåìû ñîäåð-

æàò ðàâíîå ÷èñëî âåêòîðîâ.

1.5. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñè-
ñòåìà îäíîé è òîé æå ñèñòåìû âåêòîðîâ ñîäåðæèò îäèíàêîâîå ÷èñëî

âåêòîðîâ; ëþáóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó ìîæíî äîïîëíèòü

äî ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû.

1.6. Ñèñòåìà åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ èç Rn

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, 0, . . . , 1)

íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì èëè êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïîêàçàòü, ÷òî åñòåñòâåííûé áàçèñ â Rn ÿâëÿåòñÿ åãî áàçèñîì; êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà x = (x1, x2, . . . , xn) � ýòî åãî êîîðäèíàòû îòíîñè-

òåëüíî åñòåñòâåííîãî áàçèñà.

1.7. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-
ìà âåêòîðîâ â Rn ñîäåðæèò n âåêòîðîâ; âñÿêóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ

ñèñòåìó âåêòîðîâ èç Rn ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà.

1.8. Äîêàçàòü, ÷òî Rn èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî áàçèñîâ.

1.9. Ïðè ñëîæåíèè äâóõ âåêòîðîâ èõ êîîðäèíàòû îòíîñèòåëüíî ëþ-

áîãî áàçèñà ñêëàäûâàþòñÿ. Ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî åãî êîîð-

äèíàòû îòíîñèòåëüíî ëþáîãî áàçèñà óìíîæàþòñÿ íà ýòî ÷èñëî. Äî-
êàçàòü.
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1.10. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû

x1 = (x11, x12, x13, . . . , x1n),
x2 = ( 0 , x22, x23, . . . , x2n),
x3 = ( 0 , 0, x33, . . . , x3n),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = ( 0 , 0, 0, . . . , xnn),

ãäå x11 · x22 · x33 . . . · xnn ̸= 0 ñîñòàâëÿþò áàçèñ â Rn.

1.11. Ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ a1, a2, a3 ñ êîýôôè-
öèåíòàìè, ñîîòâåòñòâåííî, λ1, λ2, λ3:

a) a1 = (1, 2, 0), a2 = (2,−1, 3), a3 = (−5, 0, 1), λ1 = 3, λ2 = 2, λ3 = 1;

b) a1 = (1,−1, 2,−4), a2 = (3, 1, 1,−3), a3 = (−1,−3, 4, 5),
λ1 = −2, λ2 = 6, λ3 = 4;

c) a1 = (4,−5, 2, 6, 3), a2 = (2,−2, 1, 3, 3), a3 = (6,−3, 3, 3,−3),
λ1 = 5, λ2 = −6, λ3 = −1;

d) a1 = (5,−5, 4, 3, 0), a2 = (1,−2, 2, 6, 3), a3 = (7,−4, 2,−12,−9),
λ1 = 2, λ2 = −3, λ3 = −1.

1.12. Ðåøèòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

a) 2a1 + 3a2 − a3 + 4x = a4,
a1 = (4,−5, 5), a2 = (2,−2, 1), a3 = (1,−4, 3), a4 = (1, 4,−2);

b) 3(a1 − 2x) + 5(a2 + a3 − 3x) = 2(a3 − 4x),
a1 = (3, 2, 4,−1), a2 = (2,−1, 1, 6), a3 = (−2, 4, 3, 4);

c) 2(x − a1 + a3) − 5(x − 2a2 − a3) + 3(2x + a3 + a4) = x − a4,
a1 = (1, 1,−1,−1), a2 = (3, 0,−5, 1), a3 = (1,−3, 0,−4),
a4 = (2, 3, 4,−5).

1.13. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

x + y − z = a1,
x − y + z = a2,
2x + y + 3z = a3,

ãäå a1 = (0, 5, 2, 1), a2 = (2,−3, 0, 1), a3 = (13,−10, 3,−2).

1.14. Âåêòîðû a1 = (1,−1,−1), a2 = (1, 0, 1), a3 = (−1, 1, 0) ñîñòàâ-
ëÿþò áàçèñ â R3. Íàéäèòå âåêòîð x, êîîðäèíàòû êîòîðîãî â ýòîì áàçèñå
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 1, 1, 2.
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2. Ìàòðèöû è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Âåêòîð�ñòîëáöîì, èëè ïðîñòî ñòîëáöîì, ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà âèäà

x =


x1

x2

· · ·
xn

 . (1.8)

Ïîñêîëüêó ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíîæåíèå èõ íà ÷èñëî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷-
íî òàêæå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè, âåêòîðû x ∈ Rn

ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñî ñòîëáöàìè (1.8). Âñþäó íèæå âåêòîð x ∈ Rn áó-
äåò ñ÷èòàòüñÿ âåêòîð�ñòîëáöîì, íî äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà, åñëè íåîáõîäèìî
óêàçàòü åãî êîìïîíåíòû, ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó çàïèñûâàòü åãî â ñòðî÷-
êó êàê x = (x1, x2, . . . , xn). Çàïèñü æå [x1 x2 . . . xn] îçíà÷àåò, ÷òî ýòî �
ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé ñòðîêè (âåêòîð�ñòðîêà, èëè ïðîñòî ñòðî-
êà), òàê ÷òî, åñëè (x1, x2, . . . , xn) = x, òî [x1 x2 . . . xn] = xT , ãäå ñèìâîë
"T"îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû (âåêòîðà).

Ìàòðèöó

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


ìû áóäåì êðàòêî çàïèñûâàòü êàê [aji]

m,n
j,i=1, à åå ñòîëáöû îáîçíà÷àòü ÷å-

ðåç a1, a2, . . . , an, òàê ÷òî A =
[
a1 a2 . . . an

]
, ãäå ai = (a1i, a2i, . . . , ami),

i = 1, 2, . . . , n. Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà m×n áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Mm,n, à ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n � ÷åðåç Mn.

Ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû A, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðûõ (ìîæåò áûòü,
âñåõ) ñòðîê è íåêîòîðûõ (ìîæåò áûòü, âñåõ) ñòîëáöîâ. Ìîæíî ñêàçàòü
èíà÷å � ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A îáðàçóåòñÿ ïóòåì âû÷åðêèâàíèÿ èç íåå
íåêîòîðûõ (ìîæåò áûòü, íèêàêèõ) ñòðîê è íåêîòîðûõ (ìîæåò áûòü, íè-
êàêèõ) ñòîëáöîâ.

Ìèíîðîì k�òîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A ∈ Mm,n, k ≤ min{m,n}, íàçû-
âàåòñÿ îïðåäåëèòåëü åå ïîäìàòðèöû, ñòîÿùåé íà ïåðåñå÷åíèè ïðîèçâîëü-
íûõ k ñòðîê è k ñòîëáöîâ.
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Ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åå ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ñòîëáöîâ. Ðàíã ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ êàê rankA. Ðàíã íóëå-
âîé ìàòðèöû ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ∈ Mm,n è A ̸= O.

Ò å î ð å ì à 1.2. Íàèâûñøèé ïîðÿäîê îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ

ìàòðèöû A ðàâåí åå ðàíãó.

Òàêèì îáðàçîì, rankA ≤ min{m,n}. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðè-
öåé ïîëíîãî ðàíãà, åñëè rankA = min{m,n}.

Ï ð à â è ë î â û ÷ è ñ ë å í è ÿ ð à í ã à ì à ò ð è ö û:
Ïðè âû÷èñëåíèè ðàíãà ìàòðèöû ñëåäóåò ïåðåõîäèòü îò ìèíîðîâ

ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ ê ìèíîðàì áîëüøèõ ïîðÿäêîâ. Åñëè óæå âû÷èñëåí

ìèíîð k � òîãî ïîðÿäêà, îòëè÷íûé îò íóëÿ, òî òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ

ëèøü îêàéìëÿþùèå åãî (òî åñòü ñîäåðæàùèå ýòîò ìèíîð öåëèêîì

âíóòðè ñåáÿ) ìèíîðû ïîðÿäêà k + 1. Åñëè âñå îíè ðàâíû íóëþ, òî ðàíã

ìàòðèöû ðàâåí k.

Ï ð è ì å ð 1.1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =


1 −2 −1 0 2

−1 2 3 2 −4
3 −6 2 5 1
2 −4 0 2 2

 .

Ìèíîð ïåðâîãî ïîðÿäêà det[a11] = 1 ̸= 0. Îêàéìëÿþùèé åãî ìèíîð âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 −2
−1 2

∣∣∣∣ = 0.

Òî÷íî òàêæå ðàâíû íóëþ îêàéìëÿþùèå ìèíîðû∣∣∣∣ a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣ è

∣∣∣∣ a11 a12

a41 a42

∣∣∣∣ .
Îäíàêî, ìèíîð ∣∣∣∣ a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 −1
−1 3

∣∣∣∣ = 2 ̸= 0.

Îêàéìëÿþùèå åãî ìèíîðû∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a14

a21 a23 a24

a31 a33 a34

∣∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a15

a21 a23 a25

a31 a33 a35

∣∣∣∣∣∣ ,
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∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a14

a21 a23 a24

a41 a43 a44

∣∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a15

a21 a23 a25

a41 a43 a45

∣∣∣∣∣∣
âñå ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, rankA = 2. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî ìàòðè-
öà A èìååò C3

4 · C3
5 = 40 ìèíîðîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1 ,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm .

(1.9)

èëè, â ìàòðè÷íîé çàïèñè,
Ax = b,

ãäå A = [aji]
m,n
j,i=1, x = (x1, x2, . . . , xn), b = (b1, b2, . . . , bm).

Åñëè ñèñòåìà (1.9) èìååò ðåøåíèå, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåñîâìåñòíîé.

Ò å î ð å ì à 1.3. (Ê ð î í å ê å ð à � Ê à ï å ë ë è). Ñèñòåìà (1.9)
ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

[ A b ] = [ a1 a2 . . . an b ] ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû A.

Ò å î ð å ì à 1.4. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà (1.9) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí

÷èñëó íåèçâåñòíûõ : rankA = n.

Óïðàæíåíèÿ

1.15. Äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê
ìàòðèöû ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ

(è ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû).

1.16. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü n � íîãî ïîðÿäêà ðàâåí íóëþ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ñòðîêè (ñòîëáöû) ëèíåéíî çàâèñèìû.

1.17. Äîêàçàòü òåîðåìó Êðîíåêåðà�Êàïåëëè.

1.18. Äîêàçàòü, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà Ax = 0, ãäå A � êâàäðàòíàÿ

ìàòðèöà ïîðÿäêà n, èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà det A = 0.

9



1.19. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ñèñòåìå (1.9) rankA = m, òî ñèñòåìà

ñîâìåñòíà.

1.20. Âû÷èñëèòü ðàíãè ñëåäóþùèõ ñèñòåì âåêòîðîâ:

a) a1 = (1, 2, 3),
a2 = (3, 5, 7);

b) a1 = (4,−2, 2),
a2 = (6,−3, 3);

c) a1 = (2,−2, 1),
a2 = (3,−1, 5),
a3 = (1,−4, 3);

d) a1 = (5, 4, 3),
a2 = (3, 3, 2),
a3 = (8, 1, 3);

e) a1 = (4,−5, 2, 6),
a2 = (2,−2, 1, 3),
a3 = (6,−3, 3, 9),
a4 = (4,−1, 5, 6);

f) a1 = (1, 0, 0, 2, 5),
a2 = (0, 1, 0, 3, 4),
a3 = (0, 0, 1, 4, 7),
a4 = (2,−3, 4, 11, 12).

1.21. Íàéòè âñå áàçû ñèñòåìû âåêòîðîâ:

a) a1 = (1, 2, 0, 0),
a2 = (1, 2, 3, 4),
a3 = (3, 6, 0, 0);

b) a1 = (1, 2, 3, 4),
a2 = (2, 3, 4, 5),
a3 = (3, 4, 5, 6),
a4 = (4, 5, 6, 7).

1.22. Íàéòè êàêóþ�íèáóäü áàçó ñèñòåìû âåêòîðîâ è âûðàçèòü ÷åðåç
íåå âñå îñòàëüíûå âåêòîðû:

a) a1 = ( 5, 3, 1),
a2 = ( 3, 2, 4),
a3 = (13, 8, 6),
a4 = ( 2, 1,−3);

b) a1 = (3, 1, 2, 5),
a2 = (3, 8, 6, 7),
a3 = (0, 4, 2, 1),
a4 = (9, 7, 8, 16).

1.23. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ âåêòîð b ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç âåêòîðû a1, a2, a3:

a) a1 = (4, 4, 3),
a2 = (7, 2, 1),
a3 = (4, 1, 6),
b = (5, 9, λ);

b) a1 = (3, 2, 5),
a2 = (2, 4, 7),
a3 = (5, 6, λ),
b = (1, 3, 5);

c) a1 = (2, 3, 5),
a2 = (3, 7, 8),
a3 = (1,−6, 1),
b = (7,−2, λ);

d) a1 = (3, 2, 6),
a2 = (7, 3, 9),
a3 = (5, 1, 3),
b = (λ, 2, 5).
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3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà

×èñëî

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi (1.10)

íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . . , xn) è y =
= (y1, y2, . . . , yn). n�ìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (1.10) íàçûâàåòñÿ n�ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Âñþäó íèæå ïðîñòðàíñòâî Rn ìû áóäåì ñ÷èòàòü åâêëèäîâûì.

Âåêòîðû x, y ∈ Rn íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè ⟨x, y⟩ = 0.

Äëèíîé èëè íîðìîé (åâêëèäîâîé íîðìîé) âåêòîðà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ =

√√√√ n∑
i=1

x2
i .

Ðàññòîÿíèå ρ(x, y) ìåæäó âåêòîðàìè x è y èç Rn îïðåäåëÿåòñÿ êàê
äëèíà âåêòîðà x − y, òî åñòü,

ρ(x, y) = ∥x − y∥ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íîðìû è
ðàññòîÿíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

1) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,
2) ⟨x + z, y⟩ = ⟨x, y⟩ + ⟨z, y⟩,
3) ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩,
4) ∥x∥ ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ Rn,

5) ∥x∥ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0,

6) ∥λx∥ = |λ| · ∥x∥,
7) ρ(x, y) ≥ 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn,

8) ρ(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y,

9) ρ(x, y) = ρ(y, x).

Äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ Rn ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥, (1.11)
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∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥, (1.12)

∥x − z∥ ≤ ∥x − y∥ + ∥y − z∥. (1.13)

Íåðàâåíñòâî (1.11) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, íåðà-
âåíñòâà (1.12) è (1.13) � íåðàâåíñòâàìè òðåóãîëüíèêà.

Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè x, y ∈ Rn, x, y ̸= 0, íàçûâàåòñÿ óãîë φ,
êîñèíóñ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

cos φ =
⟨x, y⟩

∥x∥ · ∥y∥
.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî | cos φ| ≤ 1. Åñëè õîòÿ
áû îäèí èç âåêòîðîâ x, y ðàâåí íóëþ, òî óãîë ìåæäó òàêèìè âåêòîðàìè
ñ÷èòàåòñÿ íå îïðåäåëåííûì.

Ïóñòü x, y ∈ Rn. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö

xTy = yTx =
n∑

i=1

xiyi.

Òî åñòü, â òåðìèíàõ ìàòðèö ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨x, y⟩ = xTy, ∥x∥ =
=

√
xTx, à íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ïðèíèìàåò âèä:

|xTy| ≤ ∥x∥ · ∥y∥.

Ïðîèçâåäåíèå æå âåêòîð�ñòîëáöà x íà âåêòîð�ñòðîêó yT ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óæå ìàòðèöó

xyT = [xiyj]
n
i,j=1 =


x1y1 x1y2 . . . x1yn

x2y1 x2y2 . . . x2yn

. . . . . . . . . . . . . . . .
xny1 xny2 . . . xnyn

 .

Ìàòðèöà xyT íàçûâàåòñÿ äèàäîé, èëè âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ

x è y è îáîçíà÷àåòñÿ x⟩⟨y (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü âíóòðåííåìó ïðîèçâåäå-
íèþ, êàê èíîãäà íàçûâàþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ). Â îòëè÷èå
îò âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðîå èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ
îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî äëÿ ëþáûõ
âåêòîðîâ x, y. À èìåííî, åñëè x ∈ Rn, y ∈ Rm, òî xyT � ìàòðèöà ðàçìåð-
íîñòè n × m, à yxT � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m × n è (yxT )T = xyT .
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Óïðàæíåíèÿ

1.24. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íåíóëå-

âûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

1.25. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
x, y ̸= 0 ðàâåíñòâî |⟨x, y⟩| = ∥x∥ · ∥y∥ âîçìîæíî â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû x è y ïðîïîðöèîíàëüíû.

1.26. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà (1.12) è (1.13). Äàòü èõ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

1.27. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

∥x − y∥ ≥
∣∣ ∥x∥ − ∥y∥

∣∣,
∥x − y∥ + ∥z − v∥ ≥

∣∣ ∥x − z∥ − ∥y − v∥
∣∣.

1.28. Äîêàçàòü òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà:

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2).

Äàòü åãî ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

1.29. Äîêàçàòü òîæäåñòâî

⟨x, y⟩ =
1

4

(
∥x + y∥2 − ∥x − y∥2).

1.30. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà∣∣∥x∥2 − ∥y∥2
∣∣ ≤ ∥x + y∥ · ∥x − y∥ ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2.

Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ýòè íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà?

1.31. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû x è y îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 (òåîðåìà Ïèôàãîðà).

1.32. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âåêòîðû x1, x2, . . . , xk ïîïàðíî îðòîãîíàëü-

íû, òî

∥x1 + x2 + . . . + xk∥2 = ∥x1∥2 + ∥x2∥2 + . . . + ∥xk∥2.

Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?

1.33. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

(x1 + x2 + . . . + xn)
2 ≤ n(x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n).
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1.34. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ âåêòîðû x è y

îðòîãîíàëüíû:

a) x = (1, λ,−1, 3, 0),
y = (λ, 1, 2, 4, 1);

b) x = (1, 0, λ, 2, 5),
y = (2, 3,−λ, 1, 0);

c) x = ( λ, 2, λ,−1, λ),
y = (−1, 3, λ, 3,−3);

d) x = (5, 2, λ, 2, 5),
y = (5, 3, λ, 2, 7).

1.35. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, det A ̸= 0. Ìàòðèöó (AT )−1

îáîçíà÷èì ÷åðåç A−T . Ïîêàçàòü, ÷òî A−T = (A−1)T .

1.36. Äîêàçàòü, ÷òî rank xyT = 1 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Rn, x, y ̸= 0.

1.37. Ïóñòü E ∈ Mn � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, x, y ∈ Rn, xTy ̸= −1 è
A = E + xyT . Ïðîâåðèòü ôîðìóëó

A−1 = E − 1

1 + xTy
xyT .

1.38. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m×n, B � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè
n × r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a1, . . . , an ñòîëáöû ìàòðèöû A, ÷åðåç b1, . . . , bn

ñòîëáöû ìàòðèöû BT (òî åñòü, (b1)T , . . . , (bn)T � ñòðîêè ìàòðèöû B).

Äîêàçàòü, ÷òî AB =
n∑

k=1
ak(bk)T .

1.39. Åâêëèäîâîé íîðìîé èëè íîðìîé Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû A ∈ Mn

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

∥A∥ =

(
n∑

i,j=1

a2
ij

)1/2

.

Î÷åâèäíî, ÷òî

1) ∥A∥ ≥ 0 ,

2) ∥A∥ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = 0 ,

3) ∥λA∥ = |λ| · ∥A∥ äëÿ ëþáîãî ÷èñëà λ .

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ A,B ∈ Mn è x ∈ Rn

4) ∥A + B∥ ≤ ∥A∥ + ∥B∥ ,

5) ∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥ ,

6) ∥Ax∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥ .
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4. Ïðÿìàÿ è ãèïåðïëîñêîñòü

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè â Rn.
Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà

λx + (1 − λ)y = y + λ(x − y), −∞ < λ < +∞ (1.14)

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè x è y.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó a ∈ Rn

ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì p ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà

a + λp, −∞ < λ < +∞ . (1.15)

Ïðè a = y è p = x− y ñîîòíîøåíèÿ (1.14) è (1.15) îïðåäåëÿþò îäíó è
òó æå ïðÿìóþ (ðèñ. 1.1).

Ðèñ. 1.1

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ëó÷îì, èñõîäÿùèì èç òî÷êè a ∈ Rn

â íàïðàâëåíèè p ∈ Rn, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

a + λp, λ ≥ 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè x, y ∈ Rn,
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

[x, y] = {z ∈ Rn : z = λx + (1 − λ)y = y + λ(x − y), 0 ≤ λ ≤ 1}.

Òî÷êè x è y íàçûâàþòñÿ êîíöàìè îòðåçêà [x, y]. Ïîíÿòíî, ÷òî [x, y] =
= [y, x].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Ïóñòü a � íåíóëåâîé âåêòîð èç Rn, β � ÷èñëî.
Ìíîæåñòâî

H = H(a, β) = {x ∈ Rn : ⟨a, x⟩ = β}
íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ. Âåêòîð a íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòî-

ðîì (âåêòîðîì íîðìàëè) ãèïåðïëîñêîñòè H.
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Âåêòîð a è ÷èñëî β îïðåäåëÿþò ãèïåðïëîñêîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî îá-
ùåãî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Âìåñòî "ãèïåðïëîñêîñòü H(a, β)" ãîâîðÿò
òàêæå ïðîñòî "ãèïåðïëîñêîñòü ⟨a, x⟩ = β ". Ïðè n = 1 ãèïåðïëîñêîñòü �
ýòî òî÷êà x = β/a, ïðè n = 2 � ïðÿìàÿ a1x1 + a2x2 = β, ïðè n = 3 �
ïëîñêîñòü a1x1 + a2x2 + a3x3 = β.

Ïóñòü òî÷êè x, y ∈ H(a, β). Òîãäà è âñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ýòè òî÷êè, ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè H:

⟨a, y + λ(x − y)⟩ = ⟨a, y⟩ + λ[⟨a, x⟩ − ⟨a, y⟩] = β + λ[β − β] = β.

Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð íîðìàëè ãèïåðïëîñêîñòè îðòîãîíàëåí
íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó p = x − y ëþáîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ëþáûå òî÷êè x, y ∈ H (ðèñ. 1.2).

Ðèñ. 1.2

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.7. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ãèïåð-
ïëîñêîñòåé íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ìíîæåñòâîì èëè ëèíåéíûì ìíîãî-

îáðàçèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

⟨aj, x⟩ = aj1x1 + . . . + ajnxn = bj , j = 1, . . . , m,

èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå,
Ax = b ,

ãäå A = [aji]
m,n
j,i=1 , b = [bj]

m
j=1 .

Ïóñòîå ìíîæåñòâî, ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè è âñå ïðî-
ñòðàíñòâî Rn òàêæå ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ìíîæåñòâàìè (ïîñëåäåå êàê
ïåðåñå÷åíèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé).
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Óïðàæíåíèÿ

1.40. Ïðîâåðèòü - ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà x ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè x è y? Åñëè ïðèíàäëåæèò, òî íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî
áëèæàéøåé òî÷êè îòðåçêà [x, y] :

a) x = (3,−4, 2,−1), y = (1,−2, 4, 0), x = (−3, 2, 8, 2);

b) x = (0,−4, 2, 3), y = (−4,−7, 5, 4), x = (8, 2,−4, 1);

c) x = (−4, 0, 4, 1,−1), y = (−3, 1, 3, 0, 0), x = (1, 5,−1,−4, 4);

d) x = (2, 1,−1, 0, 1), y = (−1, 4,−3, 10, 1), x = (−4, 7,−5, 3, 1);

e) x = (−3, 10, 4, 0,−8), y = (7, 0,−6, 10, 2), x = (5, 2,−4, 8, 0).

1.41. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè x1, y1

è x2, y2 :

a) x1 = (−3, 0, 7), y1 = (−2, 3, 11),

x2 = (−3, 4, 14), y2 = (1, 8, 16);

b) x1 = (7, 12, 4, 5), y1 = (2, 4, 2, 1),

x2 = (5, 4, 0, 4), y2 = (8, 4,−2, 7);

c) x1 = (−6,−2, 2, 6, 0), y1 = (−4, 4, 6,−2, 6),

x2 = (8, 6,−5, 5, 6), y2 = (9, 9,−3, 1, 9);

d) x1 = (3, 9,−5, 3, 1), y1 = (5, 6,−5, 3, 0),

x2 = (4, 0, 1, 12, 2), y2 = (5, 1,−1, 9, 1).

1.42. Òðåóãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ x, y, z ∈ Rn, íå ëåæàùèõ
íà îäíîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç îò-
ðåçêîâ [x, y], [y, z] è [z, x]. Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ âûÿñíèòü � ÿâëÿåòñÿ
ëè òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè x, y, z ïðÿìîóãîëüíûì?, ðàâíîáåäðåííûì?,
ðàâíîñòîðîííèì?:

a) x = (1, 2,−3, 1), y = (0, 0,−4, 2), z = (2, 0,−6,−5);

b) x = (2, 1, 0, 1), y = (1, 0,−1, 2), z = (3, 0, 1, 0);

c) x = (2, 4, 2, 4, 2), y = (6, 4, 4, 4, 6), z = (5, 7, 5, 7, 2);

d) x = (3, 0, 4, 2), y = (4, 2, 5, 2), z = (2, 0, 5, 4).

17



1.43. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ çàäàííûõ ïðÿìîé è ãèïåðïëîñêîñòè âîçìîæíû
òðè ñèòóàöèè:

� ïðÿìàÿ èìååò îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ (ïåðåñåêàåò ãè�
ïåðïëîñêîñòü);

� ïðÿìàÿ öåëèêîì ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè;
� ïðÿìàÿ íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ (ïàðàëëåëüíà ãè�
ïåðïëîñêîñòè).

5. Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Ïóñòü A = [aij]
n
i,j=1 � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n , x ∈ Rn.

Ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn

f(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj = ⟨Ax, x⟩ = xTAx

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, à ÷èñëà aij �
åå êîýôôèöèåíòàìè. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû. Ìàòðèöà A (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ⟨Ax, x⟩) íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíî (íåîòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ âñåõ x ̸= 0 âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå ⟨Ax, x⟩ > 0 (≥ 0). Åñëè ⟨Ax, x⟩ < 0 (≤ 0) äëÿ âñåõ
x ̸= 0, òî ìàòðèöà A (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ⟨Ax, x⟩) íàçûâàåòñÿ îòðèöà-
òåëüíî (íåïîëîæèòåëüíî) îïðåäåëåííîé. Ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííûå ìàòðèöû (êâàäðàòè÷íûå ôîðìû) íàçûâàþòñÿ çíàêîîïðå-

äåëåííûìè, íåîòðèöàòåëüíî è íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå � ïîëóîïðå-
äåëåííûìè, à êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ïðèíèìàþùèå êàê ïîëîæèòåëüíûå,
òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàòðèöû)� çíàêî-
íåîïðåäåëåííûìè. ßñíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
(ïîëóîïðåäåëåíà), òî ìàòðèöà [−A] îïðåäåëåíà îòðèöàòåëüíî (íåïîëî-
æèòåëüíî).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

i. Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

⟨Ax, x⟩ ≥ µ∥x∥2 ∀x ∈ Rn ,

ãäå µ > 0 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A .

ii. (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà) Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû.
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iii. Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå åå ãëàâíûå (íå òîëüêî óãëîâûå) ìèíîðû íåîòðèöàòåëüíû (ãëàâ-
íûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû A íàçûâàþòñÿ îïðåäåëèòåëè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ãëàâíûì ïîäìàòðèöàì ìàòðèöû A � òàêèì åå ïîäìàòðèöàì, êîòîðûå
îáðàçóþòñÿ îòáðàñûâàíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñ îäèíàêîâûìè
íîìåðàìè).

Ï ð è ì å ð 1.2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

f(x) = 2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 − 2x1x2 − 2x2x3

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà - ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû

A =

 2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 2


(ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû) ïîëîæèòåëüíû:

det1 = 2, det2 =

∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 3, det3 = det A = 4.

Ï ð è ì å ð 1.3. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

f(x) = 2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 − 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3. (1.16)

Ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ìàòðèöû

A =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2


ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2, 3 è 0. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà íå âûïîëíÿåòñÿ.
Âû÷èñëèì âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû A. Ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêà
îäèí

a11 = a22 = a33 = 2,

ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêà äâà∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 3,

Ãëàâíûé ìèíîð ïîðÿäêà òðè, det A = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà (1.16) � ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ.
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Óïðàæíåíèÿ

1.44. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû è ìàòðèöû A2 = AA è A−1.

1.45. Äîêàçàòü, ÷òî èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèö A è B
ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû A + B.

1.46. Ïóñòü A è C � ìàòðèöû ïîðÿäêà n, ìàòðèöà C � íåâûðîæäåííàÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà B = CTAC ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà A.

1.47. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Mm,n. Òîãäà ìàòðèöû AAT è ATA � íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåííûå. Åñëè rankA = n, òî ìàòðèöà ATA ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåíà. Åñëè rankA = m, òî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà
AAT . (Äîêàçàòü).

1.48. Âûâåñòè êðèòåðèè îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè è ïîëóîïðåäå-
ëåííîñòè ìàòðèö. (Çàìå÷àíèå: åñëè A � ìàòðèöà ïîðÿäêà k, òî det [−A] =
(−1)k det A.)

1.49. Èññëåäîâàòü íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû:

a) x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3;

b) x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x3;

c) −3x2
1 − x2

2 − 5x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3;

d) 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 6x1x2 + 2x1x3 + 6x2x3;

e) −x2
1 − x2

2 − x2
3 + 2x1x2 + x1x3 + 2x2x3.

1.50. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû:

a) 5x2
1 + x2

2 + λx2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;

b) 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2λx1x2 + 2x1x3;

c) x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

d) 2x2
1 + 4x2

2 + λx2
3 + 6x1x2 + 2λx1x3 + 2x2x3.
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6. Ñõîäèìîñòü. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

Îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ Rn íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî

B(a, r) = {x ∈ Rn : ∥x − a∥ < r}.

Ìíîæåñòâî
B[a, r] = {x ∈ Rn : ∥x − a∥ ≤ r}

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì. Îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â
òî÷êå a íàçûâàåòñÿ òàêæå ε � îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a è îáîçíà÷àåòñÿ
O(a, ε). Êîãäà ãîâîðÿò î øàðå áåç êàêèõ-ëèáî ïîÿñíåíèé, òî èìåþò â
âèäó çàìêíóòûé øàð. Íàêîíåö, ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ Rn, òàêèõ, ÷òî
∥x − a∥ = r íàçûâàåòñÿ ñôåðîé ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåðæèò-
ñÿ öåëèêîì â íåêîòîðîì øàðå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X

îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ðàññòîÿ-
íèå ρ(x, y) = ∥x− y∥ îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïîñòîÿííîé.
Âåëè÷èíà D = sup

x,y∈X
∥x−y∥ íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì (îãðàíè÷åííîãî) ìíî-

æåñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ diam X.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} èç Rn íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷�
êå x ∈ Rn (xk → x), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε)
òàêîé, ÷òî ∥xk − x∥ < ε äëÿ âñåõ k ≥ N , òî åñòü, åñëè xk ∈ O(x, ε)
äëÿ âñåõ k ≥ N . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå x, åñëè lim

k→∞
∥xk − x∥ = 0. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {xk}, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê x = lim
k→∞

xk. Íåïîñðåäñòâåííî

èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê
òî÷êå x, òî è âñÿêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê òîé æå ñàìîé
òî÷êå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî ∥xk − xs∥ < ε ïðè k, s ≥ N.

Ò å î ð å ì à 1.5. (Ê ð è ò å ð è é Ê î ø è). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk} ∈ Rn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ M > 0, òàêàÿ, ÷òî ∥xk∥ ≤ M äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . . Èç
ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èçâëå÷ü ñõîäÿùóþñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà).

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, åñ-
ëè ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùà-
ÿñÿ ê x. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → x èìååò, î÷åâèäíî, òî÷-
êó x ñâîåé ïðåäåëüíîé òî÷êîé, à äðóãèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê óæå íå èìååò.
Íåñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò íå èìåòü ïðåäåëüíûõ òî÷åê, à
ìîæåò èõ èìåòü â ëþáîì êîëè÷åñòâå.

Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X ⊆ Rn åñ-
ëè ëþáàÿ åå ε � îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò òî÷êè èç X, îòëè÷íûå îò x. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû òî÷êà x áûëà ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà X, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî ÷òîáû â X ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ ê x. Ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà X ìîãóò
ïðèíàäëåæàòü, à ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó X. Ìíîæåñòâî X

íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Ïóñòîå ìíîæåñòâî, ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê è
âñå ïðîñòðàíñòâî Rn � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ
êîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ∈ X èìååò õîòÿ áû
îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó x, ïðè÷åì x ∈ X.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè îíà âõî-
äèò â X âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé ε � îêðåñòíîñòüþ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî âíóòðåííîñòüþ è îáî-
çíà÷àåòñÿ intX. Ìíîæåñòâî, âñå òî÷êè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè,
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì èëè îáëàñòüþ. Ïóñòîå ìíîæåñòâî
è âñå ïðîñòðàíñòâî Rn � îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé åå
ε � îêðåñòíîñòè ñîäåðæàòñÿ òî÷êè, êàê ïðèíàäëåæàùèå, òàê è íå ïðè-
íàäëåæàùèå ìíîæåñòâó X. Ãðàíè÷íûå òî÷êè ñàìè ìîãóò ïðèíàäëåæàòü,
à ìîãóò è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó X. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ
òî÷åê ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂X.

Âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëü-
íîé òî÷êîé. Îäíàêî, íå âñÿêàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà áóäåò åãî
ïðåäåëüíîé òî÷êîé � èñêëþ÷åíèå çäåñü ñîñòàâëÿþò èçîëèðîâàííûå òî÷-
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êè ìíîæåñòâà. (Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ýòîãî
ìíîæåñòâà, åñëè ñóùåñòâóåò ε � îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, íå ñîäåðæàùàÿ
íè îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà X, îòëè÷íîé îò x.)

Óïðàæíåíèÿ

1.51. Ïîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

a) ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî;

b) äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè c ∈ Rn ñóùåñòâóåò ÷èñëî M =
= M(c) òàêîå, ÷òî ∥x − c∥ ≤ M äëÿ âñåõ x ∈ X;

c) ñóùåñòâóåò ÷èñëî M òàêîå, ÷òî ∥x∥ ≤ M äëÿ âñåõ x ∈ X;

d) ñóùåñòâóåò ÷èñëî D òàêîå, ÷òî ∥x − y∥ ≤ D äëÿ âñåõ x, y ∈ X.

1.52. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} èìååò ïðåäåë, òî
ýòîò ïðåäåë � åäèíñòâåííûé.

1.53. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x = lim
k→∞

xk, y = lim
k→∞

yk, òî

lim
k→∞

∥xk − yk∥ = ∥x − y∥

(ëåììà î íåïðåðûâíîñòè ðàññòîÿíèÿ).

1.54. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ∈ Rn ñõîäèòñÿ ê òî÷�
êå x ∈ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xk

i → xi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

1.55. Äîêàçàòü, ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

1.56. Äîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûé øàð � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, çàìêíóòûé
øàð � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

1.57. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ è ïåðåñå÷åíèå ëþáîé êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
ñíîâà ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

1.58. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê, òî
îíî çàìêíóòî.

1.59. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X ∈ Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî (óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ òåî-
ðåìîé Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà).
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ

Ãëàâà 1

1.1. a) Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ëèíåéíî çàâèñè-
ìû âåêòîðû x1, x2, . . . , xl (l < k), òî åñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ1, λ2, . . . , λl,
íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî λ1x

1 + λ2x
2 + . . . + λlx

l = 0. Òîãäà

λ1x
1 + λ2x

2 + . . . + λlx
l + λl+1x

l+1 + . . . + λkx
k = 0

ïðè λl+1 = . . . = λk = 0.

b) Ïðîòèâíîå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ.

c) Ïóñòü âåêòîðû x1, x2, . . . , xk ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü, ñóùåñòâóþò
÷èñëà λ1, λ2, . . . , λk, ñðåäè êîòîðûõ åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî

λ1x
1 + λ2x

2 + . . . + λkx
k = 0. (I)

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, λ1 ̸= 0. Òîãäà èç (I) ñëåäóåò, ÷òî x1 ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x2, . . . , xk:

x1 =

(
−λ2

λ1

)
x2 + . . . +

(
−λk

λ1

)
xk.

Îáðàòíî, ïóñòü îäèí èç âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xk, ñêàæåì x1, ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ: x1 = λ2x

2 + . . . + λkx
k äëÿ íåêîòîðûõ

λ2, . . . , λk. Îòñþäà

(−1)x1 + λ2x
2 + . . . + λkx

k = 0.

d) Ïóñòü âåêòîðû x1, x2, . . . , xk ëèíåéíî íåçàâèñèìû è x � èõ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ:

x = λ1x
1 + λ2x

2 + . . . + λkx
k. (I)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå

x = µ1x
1 + µ2x

2 + . . . + µkx
k. (II)

Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî (I) èç (II), ïîëó÷èì, ÷òî

(µ1 − λ1)x
1 + (µ2 − λ2)x

2 + . . . + (µk − λk)x
k = 0.

Îòñþäà, òàê êàê âåêòîðû x1, x2, . . . , xk ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

µ1 − λ1 = µ2 − λ2 = . . . = µk − λk = 0.

e) Ïóñòü õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ x1, x2, . . . , xk, ñêàæåì x1, ðàâåí íóëþ.
Òîãäà λ1x

1 +λ2x
2 + . . .+λkx

k = 0 ïðè ëþáûõ λ1 ̸= 0 è λ2 = . . . = λk = 0.

f) Åñëè x ̸= 0, òî λx = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ = 0.

1.2. Òàê êàê ïðîïîðöèîíàëüíûå âåêòîðû, î÷åâèäíî, ëèíåéíî çàâèñèìû,
òðåáóåìîå ñëåäóåò èç 1.1.a).

1.3. Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé 1.2.

1.4. a) Ïóñòü ñèñòåìà
z1, z2, . . . , zs (I)

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó

x1, x2, . . . , xk, (II)

à ñèñòåìà (II), â ñâîþ î÷åðåäü, ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó

u1, u2, . . . , ut, (III)

òî åñòü
zi = λi1x

1 + λi2x
2 + . . . + λikx

k, i = 1, 2, . . . , s. (IV)

xj = µj1u
1 + µj2u

2 + . . . + µjtu
t, j = 1, 2, . . . , k.

Îòñþäà

zi =
k∑

j=1

λijx
j =

k∑
j=1

λij

(
t∑

r=1

µjru
r

)
=

t∑
r=1

(
k∑

j=1

λijµjr

)
ur,

i = 1, 2, . . . , s.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (I) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (III):

zi = γi1u
1 + γi2u

2 + . . . + γitu
t, i = 1, 2, . . . , s,

ãäå γir =
k∑

j=1
λijµjr, i = 1, 2, . . . , s, r = 1, 2, . . . , t.

b) Ïóñòü ñèñòåìà (I) ëèíåéíî íåçàâèñèìà è, êàê è ðàíüøå, ëèíåéíî âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (II), òî åñòü ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (IV).
Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé â ïðåäñòàâëåíèè (IV) ñîñòàâëÿþò
ñèñòåìó âåêòîðîâ èç Rk:

λi = (λi1, λi2, . . . , λik), i = 1, 2, . . . , s. (V)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s > k. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 1.1, ñèñòåìà (V) ëèíåéíî
çàâèñèìà, ò.å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà µi, i = 1, 2, . . . , s, ñðåäè êîòîðûõ åñòü
îòëè÷íûå îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî

s∑
i=1

µiλ
i = 0,

èëè, â ïîêîîðäèíàòíîé çàïèñè,

s∑
i=1

µiλij = 0, j = 1, 2, . . . , k.

Òîãäà

s∑
i=1

µiz
i =

s∑
i=1

µi

(
k∑

j=1

λijx
j

)
=

k∑
j=1

(
s∑

i=1

µiλij

)
xj = 0.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû (I). Ñëåäîâàòåëü-
íî s ≤ k.

c) Ïóñòü, ïî�ïðåæíåìó, ñèñòåìà (I) ëèíåéíî íåçàâèñèìà è ëèíåéíî âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó (II). Åñëè ñèñòåìà (II) � ëèíåéíî çàâèñèìàÿ, òî
îíà ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåêîòîðóþ ñâîþ ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç r < k âåêòîðîâ. Òîãäà, â ñèëó a),
è ñèñòåìà (I) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòó ïîäñèñòåìó è, â ñèëó b),
s ≤ r < k.

d) Ýòî óòâåðæäåíèå ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò èç b).
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1.5. Ïî îïðåäåëåíèþ, âñÿêàÿ ïîäñèñòåìà îäíîé è òîé æå ñèñòåìû âåêòî-
ðîâ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ëþáóþ ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìóþ ïîäñèñòåìó ýòîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå äâå ìàêñèìàëüíûå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû îäíîé è òîé æå ñèñòåìû âåêòîðîâ ýê-
âèâàëåíòíû è, â ñèëó 1.4.d), ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåêòîðîâ.

Ïóñòü x1, x2, . . . , xk � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà íåêîòîðîé ñè-
ñòåìû âåêòîðîâ. Åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, òî, ïî îïðåäåëå-
íèþ, íàéäåòñÿ âåêòîð xk+1 òàêîé, ÷òî ïîäñèñòåìà x1, x2, . . . , xk, xk+1 áóäåò
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Ïîëîæèì k = k + 1 è ïîâòîðèì âñå ðàññóæäåíèÿ
ñíà÷àëà. Â êðàéíåì ñëó÷àå ÷åðåç s − k øàãîâ, ãäå s � ÷èñëî âåêòîðîâ
äàííîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì, ÷òî âñÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

1.6. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

λ1e
1 + λ2e

2 + . . . + λne
n = (λ1, λ2, . . . , λn)

ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ1 = λ2 = . . . = λn = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñèñòåìà e1, e2, . . . , en ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äàëåå, äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà x = (x1, x2, . . . , xn) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

x = x1e
1 + x2e

2 + . . . + xne
n . (I)

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé âåêòîð x ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ e1, e2, . . . , en è, ñòàëî áûòü, ýòà ñèñòåìà âåêòîðîâ � ìàêñèìàëü-
íàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà (áàçèñ), à x1, x2, . . . , xn �êîîðäèíàòû
âåêòîðà x â ýòîì áàçèñå (î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (I) � åäèíñòâåí-
íîå).

1.7.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò
ðàññóæäåíèÿ èç 1.5. Íóæíî ëèøü ó÷èòûâàòü, ÷òî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ ëþáîé ñèñòåìû èç Rn íå ïðåâîñõîäèò n è ÷òî åñòåñòâåí-
íûé áàçèñ ñîäåðæèò ðîâíî n âåêòîðîâ.

1.8. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð � ýòî ìèíèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà. Äîïîëíÿÿ ýòó ñèñòåìó äî ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
ñèñòåìû, ïîëó÷èì íåêîòîðûé áàçèñ. Î÷åâèäíî, òàêèõ áàçèñîâ � áåñêîíå÷-
íî ìíîãî.

1.9. Ïóñòü x1, . . . , xn � íåêîòîðûé áàçèñ â Rn,

x = λ1x
1 + . . . + λnx

n, y = µ1x
1 + . . . + µnx

n.
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Òîãäà
x + y = (λ1 + µ1)x

1 + . . . + (λn + µn)x
n, (I)

γx = (γλ1)x
1 + . . . + (γλn)x

n. (II)

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó ïðåäñòàâëåíèÿ (I)
è (II) � åäèíñòâåííûå.

1.10. Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

w = λ1x
1 + λ2x

2 + λ3x
3 + . . . + λnx

n

èìåþò âèä:

w1 = λ1x11 ,

w2 = λ1x12 + λ2x22 ,
w3 = λ1x13 + λ2x23 + λ3x33 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
wn = λ1x1n + λ2x2n + λ3x3n + . . . + λnxnn .

Î÷åâèäíî, ÷òî w = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.

1.11. a) w = λ1a
1 + λ2a

2 + λ3a
3 = (2, 4, 7); b) w = (12,−4, 18, 10);

c) w = (2,−10, 1, 9, 0); d) w = 0.

1.12. a) x = (−3, 4,−3); b) x = (1, 1, 2, 3); c) x = (−23, 10, 16, 24).

1.13. x = (1, 1, 1, 1), y = (2, 0, 1,−1), z = (3,−4, 0,−1).

1.14. x = (0, 1, 0).

1.15. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàíã ìàòðèöû AT ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó åå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ è, ïî òåîðåìå 1.2, íàèâûñøåìó ïîðÿäêó åå
îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ. Íî ñòîëáöû ìàòðèöû AT ÿâëÿþòñÿ ñòðîêàìè
ìàòðèöû A, à îïðåäåëèòåëü ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ.

1.16. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà
ìàòðèöû è òåîðåìû 1.2.

1.17. Ïóñòü x � ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b, ãäå A ∈ Mm,n. Òîãäà b �

ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A : b =
n∑

i=1
xia

i. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû [ A b ]
ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàòðèöû A : rank[ A b ] = rankA.
Îáðàòíî, ïóñòü rank[ A b ] = rankA. Òîãäà ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî
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íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé è äëÿ ìàò-
ðèöû [ A b ]. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð b ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

1.18. Ïóñòü x ̸= 0 � ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñ êîýôôèöèåíòàìè xi, i = 1, 2, . . . , n,

ðàâíà íóëþ � ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû. Â ñèëó 1.16 îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî det A = 0. Îáðàòíî, åñëè det A = 0, òî â ñèëó 1.16 ñòîëáöû
ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âåêòîð x ̸= 0
òàêîé, ÷òî Ax = 0.

1.19. Åñëè rankA = m, òî âñÿêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Rm. Ñëåäîâàòåëüíî,
rank [ A b ] = m.

1.20. Ïî îïðåäåëåíèþ, r = rank{a1, a2, . . . , ak} = rank [ a1 a2 . . . ak ] :
a) r = 2; b) r = 1; c) r = 3; d) r = 2; e) r = 3; f) r = 4.

1.21. a) {a1, a2}, {a2, a3};

b) {a1, a2}, {a1, a3}, {a1, a4}, {a2, a3}, {a2, a4}, {a3, a4}.

1.22. a) Áàçà: {a1, a2}; a3 = 2a1 + a2, a4 = a1 − a2.

b) Áàçà: {a1, a2, a3}; a4 = 3a1 + a3.

1.23. a) Âåêòîðû a1, a2, a3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
Ax = b, ãäå A = [ a1 a2 a3 ], èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì λ;

b) rank [ a1 a2 a3 ] = 2 ̸= 3 = rank [ a1 a2 a3 b ] ïðè λ = 12;

rank [ a1 a2 a3 ] = rank [ a1 a2 a3 b ] = 3 ïðè λ ̸= 12;

c) λ = 15; d) íè ïðè êàêîì λ.

1.24. Ïóñòü âåêòîðû x, y, . . . , z ̸= 0 è ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà α, β, . . . , γ, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå,
÷òî

αx + βy + . . . + γz = 0. (I)

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, α ̸= 0. Òîãäà, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (I) ñêàëÿðíî íà x, ïîëó÷èì, ÷òî α⟨x, x⟩ = α∥x∥2 = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

1.25. Ïóñòü x, y ∈ Rn, λ � ÷èñëî. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû

∥x − λy∥2 = ⟨x − λy, x − λy⟩ = ∥x∥2 − 2λ⟨x, y⟩ + λ2∥y∥2 ≥ 0.
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Òî åñòü, ïðè ëþáûõ x, y ∈ Rn êâàäðàòíûé îòíîñèòåëüíî λ òðåõ÷ëåí,
ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íå îòðèöàòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî,
åãî äèñêðèìèíàíò

⟨x, y⟩2 − ∥x∥2 ∥y∥2 ≤ 0,

ïðè÷åì ïðè x, y ̸= 0 ðàâåíñòâî íóëþ çäåñü âîçìîæíî â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà x = λy. Ïåðåíîñÿ ∥x∥2 ∥y∥2 â ïðàâóþ ÷àñòü è èçâëåêàÿ
êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì
ê íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

1.26 � 1.31. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû

∥x + y∥2 = ∥x∥2 + 2⟨x, y⟩ + ∥y∥2, (I)

∥x − y∥2 = ∥x∥2 − 2⟨x, y⟩ + ∥y∥2. (II)

Îòñþäà ñëåäóþò òîæäåñòâà

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2), (III)

⟨x, y⟩ =
1

4

(
∥x + y∥2 − ∥x − y∥2),

∥x + y∥2 · ∥x − y∥2 =
(
∥x∥2 + ∥y∥2)2 − 4⟨x, y⟩2. (IV)

Òîæäåñòâî (III) ãåîìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíà-
ëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí). Èç (IV), ñ
îäíîé ñòîðîíû, ñëåäóåò, ÷òî

∥x + y∥2 · ∥x − y∥2 ≤
(
∥x∥2 + ∥y∥2)2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,

∥x + y∥2 · ∥x − y∥2 ≥
(
∥x∥2 + ∥y∥2)2 − 4∥x∥2∥y∥2 =

(
∥x∥2 − ∥y∥2)2.

Îòñþäà ∣∣∥x∥2 − ∥y∥2
∣∣ ≤ ∥x + y∥ · ∥x − y∥ ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2.

Ëåâîå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè âåêòîðû x è y ïðîïîðöèîíàëüíû èëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðàâåí
íóëþ, ïðàâîå � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû x è y îðòîãîíàëüíû.

Èñïîëüçóÿ â (I) è (II) íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

∥x + y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2∥x∥ · ∥y∥ + ∥y∥2 = ( ∥x∥ + ∥y∥ )2 ,
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∥x − y∥2 ≥ ∥x∥2 − 2∥x∥ · ∥y∥ + ∥y∥2 = ( ∥x∥ − ∥y∥ )2 ,

èëè
∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥, (V)

∥x − y∥ ≥
∣∣∥x∥ − ∥y∥

∣∣. (VI)

Ãåîìåòðè÷åñêè íåðàâåíñòâà (V) è (VI) îçíà÷àþò, ÷òî äëèíà ëþáîé ñòî-

ðîíû âñÿêîãî òðåóãîëüíèêà íå áîëüøå ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.
Èç (V) è (VI) ïîëó÷èì, ÷òî∣∣∥x − z∥ − ∥y − v∥

∣∣ ≤ ∥(x − z) − (y − v)∥ =

= ∥(x − y) + (v − z)∥ ≤ ∥x − y∥ + ∥z − v∥.

Íàêîíåö, èç (I) ñëåäóåò, ÷òî ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ⟨x, y⟩ = 0 (êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ

êàòåòîâ).

1.32. Åñëè âåêòîðû x1, x2, . . . , xk ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, òî

∥x1 + x2 + . . . + xk∥2 =
⟨
x1 + x2 + . . . + xk, x1 + x2 + . . . + xk

⟩
=

=
k∑

i=1

∥xi∥2 + 2
k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

⟨
xi, xj

⟩
= ∥x1∥2 + ∥x2∥2 + . . . + ∥xk∥2.

Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíî. Íàïðèìåð, åñëè x1 = (1, 0), x2 =
= (0, 1), x3 = (1,−1), òî ∥x1 + x2 + x3∥2 = ∥x1∥2 + ∥x2∥2 + ∥x3∥2 = 4,
íî
⟨
x1, x3

⟩
= 1,

⟨
x2, x3

⟩
= −1.

1.33. Ïîëîæèì x = (x1, x2, . . . , xn), e = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn. Â ñèëó íåðà-
âåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ⟨x, e⟩2 ≤ ∥x∥2∥e∥2 îòêóäà è ñëåäóåò òðåáó-
åìîå.

1.34. a) λ = −5; b) λ = ±2; c) λ1 = 1, λ2 = 3; d) òàêîãî λ íå
ñóùåñòâóåò.

1.35. Òàê êàê A−1A = AA−1 = E, òî AT (A−1)T = (A−1A)T = E è
(A−1)TAT = (AA−1)T = E. Ñëåäîâàòåëüíî, (A−1)T = (AT )−1 = A−T .

1.36. Äëÿ ëþáûõ i, j, k, l ìèíîð 2�ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû xyT∣∣∣∣∣ (xyT )ik (xyT )il

(xyT )jk (xyT )jl

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ xiyk xiyl

xjyk xjyl

∣∣∣∣∣ = 0.
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1.37.

A−1A =
[
E − 1

1 + xTy
xyT

][
E + xyT

]
=

= E + xyT − 1

1 + xTy
xyT − 1

1 + xTy
xyTxyT =

= E + xyT xTy

1 + xTy
− 1

1 + xTy
x(yTx)yT =

= E + xyT xTy

1 + xTy
− yTx

1 + xTy
xyT = E.

Àíàëîãè÷íî, AA−1 = E.

1.38.

(AB)ij =
n∑

k=1

aikbkj =
n∑

k=1

(ak(bk)T )ij =
( n∑

k=1

ak(bk)T
)
ij
,

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , r.

1.39. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åâêëèäîâó íîðìó ìàòðèöû A = [aij]
n
i,j=1

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åâêëèäîâó íîðìó n2 � ìåðíîãî âåêòîðà
(a11, . . . , a1n, a21, . . . , a2n, . . . , an1, . . . , ann). Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî 4) ñëåäó-
åò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ âåêòîðîâ. Äàëåå,

∥A∥2 =
n∑

k=1

∥ak·∥2 =
n∑

k=1

∥a·k∥2 ,

ãäå ÷åðåç ak· è a·k îáîçíà÷åíû ñòðîêè è ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðè-
öû A. Òîãäà, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,

∥Ax∥2 =
n∑

k=1

⟨ak·, x⟩2 ≤
n∑

k=1

∥ak·∥2∥x∥2 = ∥x∥2
n∑

k=1

∥ak·∥2 = ∥A∥2 · ∥x∥2 .

Îòñþäà ñëåäóåò 6). È, íàêîíåö, òàê êàê AB = [ Ab·1 Ab·2 . . . Ab·n ], òî, ñ
ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà,

∥AB∥2 =
n∑

k=1

∥Ab·k∥2 ≤
n∑

k=1

∥A∥2∥b·k∥2 = ∥A∥2
n∑

k=1

∥b·k∥2 = ∥A∥2∥B∥2 .

Îòñþäà ñëåäóåò 5).
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1.40. a) Ïî îïðåäåëåíèþ, òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êè x è y, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
x = x+λ[y−x]. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êîîðäèíàòû âåêòîðîâ x, x è y, ïðèõîäèì
ê ñèñòåìå

−3 = 3 − 2λ
2 = −4 + 2λ
8 = 2 + 2λ
2 = −1 + λ.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû λ = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ïðÿ-
ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè x è y. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ýòîé ïðÿìîé
p = y − x. Òàê êàê λ = 3, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êîé îòðåçêà [x, y], áëè-
æàéøåé ê òî÷êå x, áóäåò òî÷êà y ; ρ(x, y) = ∥x − y∥ = 2

√
13 .

b) Ïðèíàäëåæèò. Áëèæàéøàÿ ê x òî÷êà � x , ρ(x, x) = 2
√

35 .

c) Ïðèíàäëåæèò. Áëèæàéøàÿ ê x òî÷êà � y , ρ(x, y) = 4
√

5 .

d) Íå ïðèíàäëåæèò.

e) Òî÷êà x ∈ [x, y].

1.41. a) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ x = (−1, 6, 15); b) x = y1; c) ïðÿìûå íå
ïåðåñåêàþòñÿ; d) x = (7, 3,−5, 3,−1).

1.42. a) Ïðÿìîóãîëüíûé; b) ðàâíîáåäðåííûé; c) ðàâíîñòîðîííèé; d) ïðÿ-
ìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé.

1.43. Ïðÿìàÿ x + λp è ãèïåðïëîñêîñòü ⟨a, x⟩ = β èìåþò îáùèå òî÷êè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ òàêîå, ÷òî

⟨a, x + λp⟩ = ⟨a, x⟩ + λ⟨a, p⟩ = β.

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
i. ⟨a, p⟩ = 0 (âåêòîð íîðìàëè ãèïåðïëîñêîñòè îðòîãîíàëåí íàïðàâëÿþ-
ùåìó âåêòîðó ïðÿìîé). Òîãäà, åñëè òî÷êà x ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè
(⟨a, x⟩ = β), òî è âñÿ ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðÿìàÿ è ãèïåðïëîñêîñòü íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
ii. ⟨a, p⟩ ̸= 0. Ïðÿìàÿ è ãèïåðïëîñêîñòü èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó x+λp,
ãäå λ =

[
β − ⟨a, x⟩

]
/⟨a, p⟩.

1.44. Ïóñòü A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

⟨A2x, x⟩ = ⟨AAx, x⟩ = ⟨Ax,ATx⟩ = ⟨Ax,Ax⟩ = ∥Ax∥2 > 0 ∀x ̸= 0
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(òàê êàê ìàòðèöà A � íåâûðîæäåííàÿ, òî ñèñòåìà Ax = 0 èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå). Äàëåå, äëÿ ëþáîãî x ̸= 0 âåêòîð y = A−1x ̸= 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî,

⟨A−1x, x⟩ = ⟨y, Ay⟩ > 0.

1.45. Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

1.46. Òàê êàê ìàòðèöà C � íåâûðîæäåííàÿ, òî Cx ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ̸= 0
è ëþáîé âåêòîð x ̸= 0 îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå x = Cy, ãäå y ̸= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,

⟨Bx, x⟩ = ⟨CTACx, x⟩ = ⟨ACx, Cx⟩ > 0 ∀x ̸= 0 ,

åñëè A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;

⟨Ax, x⟩ = ⟨ACy, Cy⟩ = ⟨By, y⟩ > 0 ∀x ̸= 0 ,

åñëè B ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

1.47. Ïîñêîëüêó

⟨AATx, x⟩ = ∥ATx∥2 , ⟨ATAx, x⟩ = ∥Ax∥2 , (I)

òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äàëåå, åñëè rank A = n, òî Ax ̸= 0
äëÿ ëþáîãî x ̸= 0, åñëè æå rank A = m, òî ATx ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ̸= 0.
Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ (I) ñëåäóþò âòîðîå è òðåòüå óòâåðæäåíèÿ.

1.48. Ìàòðèöà A îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà âñå åå ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà îòðèöàòåëüíû,
à ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû ÷åòíîãî ïîðÿäêà ïîëîæèòåëüíû. Ìàòðèöà A

îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå ãëàâ-
íûå ìèíîðû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà íåïîëîæèòåëüíû, à âñå ãëàâíûå ìèíîðû
÷åòíîãî ïîðÿäêà íåîòðèöàòåëüíû.

1.49. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

a) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;

b) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà;

c) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà;

d) çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ;

e) çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ.
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1.50. a) λ > 2 ; b) −
√

15/3 < λ <
√

15/3 ; c) −4/5 < λ < 0 ; d) òàêîãî
λ íå ñóùåñòâóåò.

1.51. Ïóñòü X � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, ñó-
ùåñòâóþò òî÷êà a ∈ Rn è ÷èñëî r òàêèå, ÷òî ∥x − a∥ ≤ r äëÿ âñåõ
x ∈ X. Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè c ∈ Rn

∥x − c∥ ≤ ∥x − a∥ + ∥a − c∥ ≤ M = r + ∥a − c∥ ∀ x ∈ X.

Ïîëàãàÿ çäåñü c = 0, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå c). Òàêèì îáðàçîì, a) ⇒
⇒ b) ⇒ c). Èìïëèêàöèÿ c) ⇒ a) î÷åâèäíà � ìíîæåñòâî X ñîäåðæèòñÿ â
øàðå ðàäèóñà M ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îïÿòü æå ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà, åñëè X ⊂ B[a, r], òî

∥x − y∥ ≤ ∥x − a∥ + ∥y − a∥ ≤ D = 2r ∀x, y ∈ X,

òàê ÷òî a) ⇒ d). Îáðàòíî, åñëè ∥x − y∥ ≤ D äëÿ âñåõ x, y ∈ X, òî,
ôèêñèðóÿ çäåñü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ a).

1.52. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xk → x è âìåñòå ñ òåì xk → y. Òîãäà, ïî îïðå-
äåëåíèþ, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ îáà íåðàâåíñòâà

∥xk − x∥ < ε, ∥xk − y∥ < ε ,

îòêóäà ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

∥x − y∥ ≤ ∥xk − x∥ + ∥xk − y∥ < 2ε .

Òàê êàê ε > 0 ïðîèçâîëüíî ìàëî, òî ∥x− y∥ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, x = y.

1.53. Ïóñòü xk → x, yk → y è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ íîìåð k = N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî

∥xk − x∥ <
ε

2
, ∥yk − y∥ <

ε

2
.

Òîãäà (ñì. óïð.1.27)∣∣∥xk − yk∥ − ∥x − y∥
∣∣≤ ∥xk − x∥ + ∥yk − y∥ < ε

äëÿ âñåõ k ≥ N .
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1.54. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ Rn

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

max
i=1,...,n

|xi − yi| ≤ ∥x − y∥ ≤
√

n max
i=1,...,n

|xi − yi| . (I)

Ëåâîå íåðàâåíñòâî (I) ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

|xi − yi| ≤ ∥x − y∥ , i = 1, . . . , n .

Ïðàâîå � èç íåðàâåíñòâà

n∑
i=1

(xi − yi)
2 ≤ n · max

i=1,...,n
(xi − yi)

2 = n · ( max
i=1,...,n

|xi − yi| )2 .

Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî.

1.55. Ïóñòü xk → x. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íàéäåì äëÿ íåãî
íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàäàþò â
ε � îêðåñòíîñòü òî÷êè x è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíû ïî íîðìå íåêî-
òîðûì ÷èñëîì M0 : ∥xk∥ ≤ M0. Íî òîãäà âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}
îãðàíè÷åíà ïî íîðìå ÷èñëîì M = max{∥x1∥, . . . , ∥xN−1∥,M0}.

1.56. Ïóñòü x ∈ B(a, r) : ∥x − a∥ < r. Ïîëîæèì ε = r − ∥x − a∥ è ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z ∈ O(x, ε). Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

∥z − a∥ ≤ ∥z − x∥ + ∥x − a∥ < ε + ∥x − a∥ = r .

Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà x ïðèíàäëåæèò øàðó B(a, r) âìåñòå ñî ñâîåé
ε � îêðåñòíîñòüþ.

Ïóñòü òåïåðü x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà B[a, r] è {xk} � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç B[a, r], ñõîäÿùàÿñÿ ê x :
∥xk − a∥ ≤ r äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , xk → x. Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå
∥xk − a∥ ≤ r ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, ïîëó÷èì, â ñèëó ëåììû î íåïðåðûâ-
íîñòè ðàññòîÿíèÿ (ñì. óïð.1.53), ÷òî

lim
k→∞

∥xk − a∥ = ∥x − a∥ ≤ r.

Ñëåäîâàòåëüíî x ∈ B[a, r].

1.57. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ. Äîêàæåì âòîðîå. Ïóñòü ìíîæåñòâà X1, . . . , Xk � îòêðûòûå è
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òî÷êà x ∈ X =
k∩

i=1
Xi. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà ε1, . . . , εk òàêèå, ÷òî O(x, εi) ⊂ Xi, i = 1, . . . , k. Ïîëîæèì ε ðàâíûì
íàèìåíüøåìó èç ÷èñåë ε1, . . . , εk. Òîãäà, î÷åâèäíî, O(x, ε) ⊂ Xi äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , k è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x âõîäèò â ìíîæåñòâî X âìåñòå ñî
ñâîåé ε � îêðåñòíîñòüþ.

1.58.

1.59.
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