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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÿâíîãî âèäà è ïåðå÷èñëèòåëüíîé

èíòåðïðåòàöèè îáîáùåíèé ïîëèíîìîâ Ïëàòîíîâà. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå
âîïðîñû ïåðå÷èñëåíèÿ äåðåâüåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìáèíàòîðíûé ïîëèíîì ðàçáèåíèé, êîðíåâîå äå-
ðåâî, ÷åòâåðòàÿ çàäà÷à Øðåäåðà.

1 Ââåäåíèå

Êîìáèíàòîðíûå ïîëèíîìû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è îïèñàíèè íåêîòîðûõ ñòðóê-
òóð è ïðîöåññîâ òåõíèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ [1, 3]. Àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ èíòåðïðåòàöèé êîìáèíàòîðíûõ
ïîëèíîìîâ.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ ïðîèâîäÿùèå ôóíêöèè è ÿâíûé
âèä îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ Áåëëà [4] è Ïëàòîíîâà [3] è èõ îáîáùåíèé.
Ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåðïðåòàöèè èçó÷àåìûõ
îáúåòîâ è âîïðîñû ïåðå÷èñëåíèÿ äåðåâüåâ.

2 Êîìáèíàòîðíûå ïîëèíîìû ðàçáèåíèé

Ðàçáèåíèåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
â ñóììå ñîñòàâëÿþùèõ n, ïðè ÷åì ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ áåçðàçëè÷åí. Åñëè

n =
n∑

i=1
iri, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (r1, r2, ..., rn) íàçûâàåòñÿ òèïîì ðàçáèå-

íèÿ.
Ðàçîáüåì n-ìíîæåñòâî ïî êðàéíåé ìåðå íà äâà áëîêà. Çàòåì ðàçîáüåì
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êàæäûé áëîê, ñîñòîÿøèé áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà íà äâà áëîêà. Ïðî-
äîëæàÿ ðàçáèâàòü áëîêè ñîäåðæàùèå õîòÿ áû äâà ýëåìåíòà íà íå ìåíåå
÷åì äâà áëîêà äîáüåìñÿ òîãî ÷òîáû êàæäûé áëîê ñîñòîÿë èç îäíãî ýëå-
ìåíòà. Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ðàçáèåíèåì [5].

Ïóñòü g = (g1, g2, ...), x = (x1, x2, ...), y = (y1, y2, ...) � ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ôîðìàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Èñïîëüçóÿ ÷ëåíû ïîëåäîâàòåëüíîñòè g, ñòðîèì ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ
[1]:

exg(t) =
∞∑
k=0

∞∑
n=k

An k(g)x
k t

n

n!
, (1)

exḡ(u) =
∞∑
k=0

∞∑
n=k

Bn k(g)x
ku

n

n!
, (2)

ãäå g(t) =
∞∑
i=1

git
i

i!
è ḡ(u) =

∞∑
i=1

ḡiu
i

i!
� âçàèìíî-îáðàòíûå ôóíêöèè.

Ôóíêöèè Ank(g) è Bnk(g) â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèé (1) è (2) íàçûâà-
þò îäíîðîäíûìè ïîëèíîìàìè Áåëëà (èëè À-ïîëèíîìàìè) è îäíîðîäíûìè
ïîëèíîìàìè Ïëàòîíîâà (èëè B-ïîëèíîìàìè) ñîîòâåòñòâåííî.

Èçâåñòåí ÿâíûé âèä À- (ñì. íàïðèìåð [4]) è Â-ïîëèíîìîâ [3]:

Ank(g) = n!
∑
n, k

n−k+1∏
i=2

grii [ri!(i!)
ri ]−1, n ≥ 1, 1 ≤ k ≤ n,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿ íàòóðàëüíîãî n íà k íàòó-
ðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, ò. å. ïî âñåì òàêèì íàáîðàì (r1, r2, ..., rn−k+1) öåëûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî
n−k+1∑
i=1

ri = k,
n−k+1∑
i=1

iri = n,

Bnk(g) = (−1)n−k[(k − 1)!g2n−k
1 ]−1

∑
2n−2k, n−k

(−1)r1r1!(2n− k − r1 − 1)!×

×
n−k+1∏
i=1

grii [ri!(i!)
ri ]−1, n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n− 1.
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Äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàþò An, n(g) = gn1 , Bn, n(g) = g−n
1 , n ≥ 1.

Ðàññìîðèì âàæíûå îáîáùåíèÿ À- è Â-ïîëèíîìîâ: ïîëèíîìû ïîñòðî-
åííûå ïî êîìïîçèöèÿì.

Ïóñòü ig = (ig1,
ig2, ...), 1 ≤ i ≤ k.

Ãnk(
ig) =

1

k!

∑
n; k

n!

n1!n2! · ... · nk!

k∏
i=1

igni
, 1 ≤ k ≤ n,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçëè÷íûì êîìïîçèöèÿì n íà k íàòó-
ðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, ò. å. ïî âñåì òàêèì ðàçëè÷íûì íàáîðàì (n1, n2, ..., nk)

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî
k∑

i=1
ni = n.

Ôóíêöèè Ãnk(
ig) íàçûâàþò k-ðàñùåïëåííûìè À-ïîëèíîìàìè.

Ïóñòü iḡ(t) =
∞∑
n=1

iḡn
un

n!
è iḡ(ig(t)) = t. Ñ ïîìîùüþ îïðåäåëÿþùåãî ñîîò-

íîøåíèÿ B̃nk(
iḡ) = Ãnk(

ig) â [1] ââåäåíû ðàñùåïëåííûå Â-ïîëèíîìû, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì Â-ïîëèíîìîâ ïðè ig(t) ≡ g(t), B̃nk(

ig) = Bnk(g).
Àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÿâíîãî âèäà ðàñùåïëåííûõ Â-
ïîëèíîìîâ.

3 Äåðåâüÿ

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
Êîðíåâîå äåðåâî ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóðñèâíî. Êîðíåâîå äåðåâî d

åñòü òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî: îäíà ñïåöèàëüíî âûáðàííàÿ âåðøèíà
íàçûâàåòñÿ êîðíåì äåðåâà d, îñòàâøèåñÿ âåðøèíû (èñêëþ÷àÿ êîðåíü)
ðàçáèòû íà m ≥ 0 íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Âåðøèíû, íå èìåþùèå ïðèåìíèêîâ, íàçûâà-
þòñÿ êîíöåâûìè âåðøèíàìè. Âåðøèíû, èìåþùèå ïðèåìíèêîâ, íàçûâàþò
âíóòðåííèìè âåðøèíàìè.

Ïðèñâîèì êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíå äåðåâà ìåòêó, çàíóìåðîâàâ
âåðøèíû ÷èñëàìè 1, 2, ..., n. Ïîâòîðÿì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó äî òåõ
ïîð, ïîêà âñå âåðøèíû êðîìå êîðíÿ íå îêàæóòñÿ ïîìå÷åííûìè [5].
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Ïîìåòèì ÷èñëîì n + 1 âåðøèíó v òàêóþ, ÷òî à) âåðøèíà v íå ïîìå÷åíà,
à âñå åå ïðèåìíèêè ïîìå÷åíû è á) ñðåäè âñåõ íåïîìå÷åííûõ âåðøèí, âñå
ïðèåìíèêè êîòîðûõ ïîìå÷åíû, v ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé, èìåþùåé ïðèåìíèêà
ñ íàèìåíüøåé ìåòêîé. Ïîëó÷åííîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ ïîìå÷åííûì.

Ñòàíäàðòíîé ôîðìîé êîðíåâîãî äåðåâà íàçîâåì òàêîå åãî èçîáðà-
æåíèå, ïðè êîòîðîì ñëåâà íàïðàâî íå óáûâàþò êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ
âåðøèí îò êîðíÿ äî êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíû è êîëè÷åñòâî êîíöåâûõ
âåðøèí êàæäîé èç âíóòðåííèõ âåðøèí èìåþùèõ îäíîãî áëèæàéøåãî
ïðåäêà. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå äåðåâüÿ çàïèñà-
íû â ñòàíäàðòíîé ôîðìå.

Ïóñòü n ≥ 2, 2 ≤ k ≤ n. Îáîçíà÷èì D(n) � ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ
êîðíåâûõ äåðåâüåâ, èìåþùèõ â òî÷íîñòè n êîíöåâûõ âåðøèí, ó êîòîðûõ
èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû (è êîðíÿ) èñõîäèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí;
D(n, k) � ìíîæåñòâî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ, èìåþùèõ â òî÷-
íîñòè n êîíöåâûõ âåðøèí è k ïðèåìíèêîâ êîðíÿ, ó êîòîðûõ èç êàæäîé
âíóòðåííåé âåðøèíû èñõîäèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðû ðîäñòâåííûå äåðåâüåì, â êîòîðûõ âàæåí
ïîðÿäîê âíóòðåííèõ âåðøèí â äåðåâå. ×òîáû åãî çàôèêñèðîâàòü äî-
ãîâîðèìñÿ î ñïîñîáå îáõîäà äåðåâà: áóäåì îáõîäèì äåðåâî îò êîðíÿ
ñëåâà, ââåðõ, íàïðàâî, âíèç îáðàòíî ê êîðíþ. Íàçîâåì òèïîì äåðåâà
d ∈ D(n, k) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (r1, r2, ..., rn−k) ñïåíåé âíóòðåííèõ âåðøèí
äåðåâà, áåç ó÷åòà êîðíÿ ïðè îáõîäå äåðåâà ñïîñîáîì îïèñàííîì âûøå.
Îáîçíà÷èì D(n, k, r1, r2, ..., rn−k) � ìíîæåñòâî äåðåâüåâ d ∈ D(n, k) òèïà
(r1, r2, ..., rn−k).

×åòâåðòàÿ çàäà÷à Øðåäåðà (ïðîèçâîëüíûå ðàññòàíîâêè ñêîáîê â
n-ìíîæåñòâå) è åå îáîáùåíèå, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ äåðåâüåâ, �
ïîäñ÷åò ìîùíîñòè ìíîæåñòâ D(n), D(n, k) è D(n, k, r1, r2, ..., rn−k).

Îáîçíà÷èì πn � ìíîæåñòâî âñåõ n-ïåðåñòàíîâîê, πk
n � ìíîæåñòâî

ïåðåñòàíîâîê π ∈ πn, èìåþùèõ â òî÷íîñòè k öèêëîâ.
Ñîïîñòàâèì êàæäîìó äåðåâó d ∈ D(n, k) ïåðåñòàíîâêó π (d) ∈ πk

n ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Ïðàâèëî 1. Ïóñòü (pi1, ..., pij), 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ n − 1 �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ êîíöåâûõ âåðøèí äåðåâà d (çàïèñàííûõ â
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ïîðÿäêå ïîÿâëåíèÿ), ó êîòîðûõ ïåðâûì ïðåäêîì ïîñëå êîðíÿ ÿâëÿåòñÿ
i-é ïðèåìíèê êîðíÿ (2 ≤ j ≤ n − 1) èëè ýòà âåðøèíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ i-ì
ïðèåìíèêîì êîðíÿ (j = 1). Òîãäà π(d) = (p11, ..., p

1
i1
) ... (pk1, ..., p

k
ik
), ãäå

k∑
m=1

im = n.

Äëÿ k ≥ 2 äåðåâî d íàçîâåì k-ïðåðåñòàíîâî÷íûì, åñëè ñîïîñòàâëåííàÿ
åìó ïî ïðàâèëó 1 ïåðåñòàíîâêà π(d) èìååò â òî÷íîñòè k öèêëîâ.

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó äåðåâó D ∈ D(n) ïåðåñòàíîâêó π (D) ∈ πn ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Ïðàâèëî 2. Ïóñòü (p1, ..., pn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ êîí-
öåâûõ âåðøèí äåðåâà D (çàïèñàííûõ â ïîðÿäêå ïîÿâëåíèÿ). Òîãäà
π(D) = (p1, ..., pn).

Ïåðåñòàíîâêó π(D) = (p1, ..., pn) íàçîâåì ïåðåñòàíîâêîé äåðåâà D.
Ïóñòü g1 ̸= 0, x1 ̸= 0, y1 ̸= 0. Íà ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå äåðåâüåâ

ââåäåì âåñîâûå ôóíêöèè ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.
Ïðàâèëî 3. Ïîëîæèì gig

−1
1 , i ≥ 2 � âåñ âåðøèíû äåðåâà, èìåþùåé i

ïðèåìíèêîâ; g−1
1 � âåñ âåðøèíû äåðåâà, íå èìåþùåé ïðèåìíèêîâ.

Äëÿ d ∈ D(n, k) ñ÷èòàåì âåñ äåðåâà d ðàâíûì ïðîèçâåäåíèþ âåñîâ
âñåõ åãî âåðøèí êðîìå êîðíÿ, äëÿ D ∈ D(n) � ïðîèçâåäåíèþ âåñîâ âñåõ
åãî âåðøèí. Âåñ ìíîæåñòâà äåðåâüåâ ïîëîæèì ðàâíûì ñóììå âåñîâ âñåõ
ñîñòàâëÿþùèõ åãî ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì 3. Â [2] íàéäåíà
èíòåðïðåòàöèÿ Â-ïîëèíîìîâ, êîòîðóþ äàåò

Òåîðåìà 1. Äëÿ n, k ∈ N, n ≥ 2 ñóììàðíûé âåñ âñåõ ðàçëè÷íûõ k-
ïåðåñòàíîâî÷íûõ n-äåðåâüåâ d ðàâåí (−1)n−kBn,k(g). Ñóììàðíûé âåñ âñåõ
n-äåðåâüåâ D, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ïåðåñòàíîâêè, ðàâåí (−1)n−1Bn,1(g).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîäñ÷åòà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
D(n, k, r1, r2, ..., rn−k).

Êîðòåæåì äëèíû n íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð öåëûõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë (i1, ..., in).

Ïóñòü a1, ..., an ∈ N, a1 ≤ ... ≤ an. Îáîçíà÷èì
I(a1, ..., an) = {(i1, ..., in)| ij ≤ aj, ij ≤ ij+1, 1 ≤ j ≤ n},
X(a1, ..., an) = |I(a1, ..., an)|.
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Ñóùåñòâóåò âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè
D(n, k, r1, r2, ..., rn−k) è I(a1, ..., an).
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