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Рассматривается задача исследования внутренней устойчивости

формаций нескольких управляемых движущихся объектов. Под фор-
мацией понимается конечное множество взаимосвязанных движу-
щихся объектов, связи между которыми (типа "ведущий-ведомый")
задаются некоторым ориентированным ациклическим графом. Каж-
дой паре связанных объектов сопоставляется некоторый вектор, опре-
деляющий их требуемое (в идеале) взаимное расположение, которое
реально может быть выдержано только с некоторой точностью. Изу-
чается задача существования управлений, обеспечивающих малые
отклонения формации от желаемого идеального состояния, при ма-
лом начальном отклонении и малых возмущающих внешних воздей-
ствиях. Для простейших формаций (имеющих небольшое количество
объектов), динамика которых описывается линейными обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями, получены необходимые и
достаточные условия разрешимости изучаемой задачи, которые с по-
мощью разбиения формации на простейшие, переносятся на общий
случай. Используя метод функций Ляпунова показано, что эти усло-
вия будут достаточными для внутренней устойчивости и для систем
с квазилинейной динамикой.

Перейдем к точным формулировкам.
Определение. Будем говорить, что задана формация из l взаи-

мосвязанных объектов, если
1) Задан ориентированный ациклический граф G = (V,E), где

V = {1, . . . , l}, E ⊆ V × V, при этом, если (i, j) ∈ V, то i-ый объект
называется ведомым и j-ый объект — ведущим.

2) Динамика движения i-го объекта задается дифференциальным
уравнением

ẋi = fi(xi, ui), xi ∈ Rn, ui ∈ Rm.

3) Если (i, j) ∈ E, то задан вектор dij ∈ Rn (задающий требуемое
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идеальное расположение i-го и j-го объектов, xj = xi + dij).
Если Li = {j ∈ V | (i, j) ∈ E} = {ji1, . . . , jisi} — множество ве-

дущих для i-го объекта, то множество допустимых управлений Ui
этого объекта определяется как подмножество непрерывных функ-
ций ui(xi, xji1, . . . , xjisi) таких, что соответствующее уравнение имеет
единственное решение при любых начальных значениях, продолжи-
мое на весь интервал времени T = [0,+∞).

Если E = {e1, . . . , ep} — множество ребер графа G и ek = (ik, jk),
то z = (z1, . . . , zp) — вектор ошибок, где zk = xik +dikjk−xjk, k = 1, p.

Обозначим также L = {i ∈ V | Li = Ø} — множество лидеров
формации.

Определение. Формация называется внутренне устойчивой, ес-
ли существуют функции γi ∈ K, i ∈ L (K — класс функций Ха-
на, т.е. γi ∈ K, если γi : [0,+∞) → [0,+∞) непрерывная, стро-
го возрастающая, γi(0) = 0) и функция β ∈ KL (β ∈ KL, если
β : [0,+∞) × [0,+∞) → [0,+∞). β(·, t) ∈ K при фиксированном t
и lim

t→∞
β(r, t) = 0, при фиксированном r ∈ [0,+∞)) такие, что для

любых допустимых управлениях ui ∈ Ui, i ∈ L найдутся управле-
ния uj ∈ Uj, j ∈ V \L такие, что при любых начальных значениях
x0i ∈ Rn, i = 1, l и любых t ≥ 0 выполняется оценка

‖z(t)‖ ≤ β(‖z(0)‖, t) +
∑
i∈L

γi( sup
τ∈[0,t]

‖ui(xi(t))‖), (1)

где z(t) — вектор ошибок, полученный на решениях уравнений при
заданных управлениях ui ∈ Ui, i ∈ V.

В кванторном виде это свойство более кратко может быть запи-
сано в виде

(∃γi ∈ K : i ∈ L)(∃β ∈ KL)(∀ui ∈ Ui : i ∈ L)(∃uj ∈ Uj : j ∈ V \L)

(∀x0i ∈ Rn : i ∈ V )(∀t ≥ 0)‖z(t)‖ ≤ β(‖z(0)‖, t)+
∑
i∈L

γi( sup
τ∈[0,t]

‖ui(xi(t))‖),

(2)
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В случае, когда дифференциальные уравнения, определяющие
формацию, линейные, т.е. fi(xi, ui) = Aixi +Biui, а множество допу-
стимых управлений Ui определяется как множество афинных функ-
ций, т.е. ui(xi, xi1, . . . , xisi) = Sixi +

∑si
r=1Kirxjir + ki (Si, Kir — n×n-

матрицы, ki ∈ Rn), то будем говорить, что формация линейно внут-
ренне устойчивая.

Данное понятие является уточнением соответствующего свойства
(input – to – state stability), изучавшимся в работах H.G. Tanner’a,
G.J. Pappas’a, V. Kumar’a при исследовании движения группы робо-
тов.

Доказано следующие утверждения.
Теорема 1. Формация из двух объектов (1-ый ведущий, 2-ой

ведомый), динамика которых задается уравнениями

ẋ1 = A1x1 +B1u1,
ẋ2 = A2x2 +B2u2, x1, x2 ∈ Rn, u ∈ Rm,

(3)

и заданного вектора d21 ∈ Rn является линейно внутренне устой-
чивой тогда и только тогда, когда выполнены условия

1) пара (A2, B2) стабилизируема, т.е. существует m×n-матрица
S такая, что система ẋ2 = (A2 +B2S)x2 асимптотически устой-
чива;

2) существует вектор k ∈ Rn и m× n-матрица N, удовлетво-
ряющие линейным уравнениям

B2k = A2d21,
B2N = A2 − A1.

Замечание 1. Если в системе (3)
u1(x1, ) = S1x1, u2(x2, x1) = S2x2 +K1x1 + k2, z = x1 + d21 − x2
то свойство (2) можно записать в следующем виде

(∃γ1 ∈ K)(∃β ∈ KL)(∀S1)(∃S2, K1, k2)(∀z0 ∈ Rn)(∀t ≥ 0)
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‖z(t)‖ ≤ β(‖z(0)‖, t) + γ1( sup
τ∈[0,t]

‖u1(x1(t))‖). (4)

Отметим, что при выполнении условий теоремы управление для
ведомого объекта, обеспечивающее линейную внутреннюю устойчи-
вость, может быть выбрано независимо от управления ведущего в
виде u2(x1, x2) = Sx2 + (N − S)x1 + (k + Sd21), то есть в свойстве
переставлены кванторы

. . . (∃S2, K1, k2)(∀S1) . . .

Доказательство.
Необходимость.
При заданных x10, x20 и S1 = 0 берем S2, K1, k2 обеспечивающие

требуемое свойство. По формуле Коши получаем

z(t) = −etÃ2x20+

[∫ t

0

e(t−τ)Ã2B2K1e
τA1dτ − etA1

]
x10+

∫ t

0

e(t−τ)Ã2B2k2dτ+d21

где Ã2 = A2 +B2S2.
При этом выполняется оценка

‖z(t)‖ ≤ β(‖z0‖, t) + γ1( sup
τ∈[0,t]

‖u1(x1(t))‖) = β(‖z0‖, t).

Обозначим φ(t) =
∫ t
0 e

(t−τ)Ã2B2k2dτ + d21. Тогда, при x10 = x20 = 0
получаем φ(t)→ 0.

Отсюда при x10 = 0 получаем etÃ2x20 → 0. Следовательно etÃ2

асимптотически устойчива.
Далее, можно показать, что Ã2φ(t) = etÃ2B2k2 − B2k2 + Ã2d21.

Поэтому B2k2 = Ã2d21 = A2d21 +B2S2d21 и B2(k2 − S2d21) = A2d21.
Аналогично, при x10 = x20 + d21 пролучаем z0 = 0 и

‖z(t)‖ ≤ β(‖z0)‖, t) = β(0, t) ≡ 0.
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Отсюда получается разрешимость системы B2N = A2 − A1.
Достаточность.
При управлении ведомого

u2(x1, x2) = Sx2 + (N − S)x1 + (k + Sd21)

можно показать, что ошибка удовлетворяет уравнению

ż = (A2 +B2S)z−B1u1.

Поэтому

z(t) = etÃ2z(0)−
∫ t

0

e(t−τ)Ã2B1u1(x1(τ))dτ

где Ã2 = A2 +B2S2. Тогда легко получается оценка

‖z(t)‖ ≤= Ce−αt‖z(0)‖+ C‖B1‖α−1 sup
τ∈[0,t]

‖u1(x1(t))‖.

Что и требовалось доказать.
Аналогичное утверждение получено для формации из трех объ-

ектов, из которых два ведущих (лидеры) и один ведомый. При этом
получается, что для линейной внутренней устойчивости необходимо
совпадение динамики лидеров и равенство векторов, определяющих
расположение объектов. Ясно, что практически второе условие яв-
ляется не реальным. Более точно верно следующее утверждение.

Теорема 2. Формация из трех объектов (1-ый и 2-ой ведущии
для 2-го ведомого), динамика которых задается уравнениями

ẋ1 = A1x1 +B1u1, u1(x1, ) = S1x1,
ẋ2 = A2x2 +B2u2, u2(x2, ) = S2x2,
ẋ3 = A3x3 +B3u3, u3(x3, x1, x2) = S3x3 +K1x1 +K2x2 + k3,

(5)

и заданных векторов d32, d31 ∈ Rn является линейно внутренне
устойчивой то выполнены условия
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1) пара (A3, B3) стабилизируема, т.е. существует m×n-матрица
S такая, что система ẋ3 = (A3 +B3S)x3 асимптотически устой-
чива;

2) d32 = d31 = d, A1 = A2 = A
3) существует вектор k ∈ Rn и m× n-матрица N, удовлетво-

ряющие линейным уравнениям

B3k = A3d,
B3N = A− A3.

Если, кроме того, матрицаN стабилизирующая, то есть система ẋ3 =
(A3 +B3N)x3 асимптотически устойчива, (при этом A3 +B3N = A)
то формация линейно внутренне устойчива и u3 можно выбрать в
виде

u3 = Nx3 + (k +Nd) (не зависит от S1 и S2).
Для получения условий линейной внутренней устойчивости про-

извольной формации достаточно выписать соответствующие условия
для каждого ребра графа G и для каждой пары ребер в случае раз-
ных ведущих для одного ведомого.

Полученные условия уточняют и обобщают соответствующие усло-
вия H.G. Tanner’a, G.J. Pappas’a, V. Kumar’a.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (гранты №19-08-00746
и №19-01-00301).
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