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❰➘Ó ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ❬✸❪✳ ✃ëàññè÷åñêèå ìåòîäû â ðÿäå ñëó÷àåâ ñâîäÿò àíàëèç
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà ê îöåí✲
êå óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì✳ Ïîòðåáíîñòü âûïîëíÿòü àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ❰➘Ó â
ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè êîìïüþòåðèçèðóåìûõ ìåòîäîâ✳

✷✳ ➚íàëèç óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå✲

íèé✳

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ✃îøè äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ❰➘Ó

dY

dt
= A ( t )Y, Y ( t0 ) = Y0. ✭✶✮

Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî äëÿ ✭✶✮ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

â îáëàñòè R : { t0 6 t < ∞ ; Ỹ ( t ) , Y ( t ) :
∥

∥

∥
Ỹ0 − Y0

∥

∥

∥
6 δ , δ > 0 }✳ Ýëåìåíòû ìàòðèöû

A ( t ) îïðåäåëåíû✱ íåïðåðûâíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â R✳ ❮à îñíîâå ðåêóððåíòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ðàçíîñòíûõ ñõåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ äëÿ
∀t ∈ [ t0, ∞ ) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ ❬✹❪

Ỹ (t)− Y (t) = lim
i→∞

i
∏

ℓ=0

(E + hA( ti−ℓ ) ) ( Ỹ0 − Y0 ).

❰òñþäà àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóþò êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñè✲
ñòåì ëèíåéíûõ ❰➘Ó â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå

∥

∥

∥

∥

∥

lim
i→∞

i
∏

ℓ=0

(E + hA ( ti−ℓ ) )

∥

∥

∥

∥

∥

6 c̃1, c̃1 = ❝♦♥st ∀t ∈ [ t0, ∞ ) , ✭✷✮

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✵ Ñ✳ ➹✳ ➪Ó❐➚❮❰➶

lim
t→∞

∥

∥

∥

∥

∥

lim
i→∞

i
∏

ℓ=0

(E + hA ( ti−ℓ ) )

∥

∥

∥

∥

∥

= 0. ✭✸✮

➶ ðåçóëüòàòå ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êðèòåðèè ✭✷✮✱ ✭✸✮ ïðèâîäÿòñÿ ê àääèòèâíîé ôîðìå
❬✹❪

lim
i→∞

i
∑

ℓ = 0

hA ( t i− ℓ ) 6 C̃1 = ❝♦♥st ∀t ∈ [ t0, ∞ ) , ✭✹✮

lim
t→∞

lim
i→∞

i
∑

ℓ = 0

hA ( t i− ℓ ) = (−∞) , ✭✺✮

ãäå C̃1 ✕ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà✱ ïîä ñèìâîëîì (−∞) ïîíèìàåòñÿ ïðåäåë ìàòðèöû✱ ýëåìåíòû êîòîðîé
ñòðåìÿòñÿ ê −∞✳

✃ðèòåðèè ✭✷✮ ✕ ✭✺✮ îðèåíòèðîâàíû íà ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ è ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü õà✲
ðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ ❰➘Ó â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè✳ Ïðè ýòîì â ÷àñòíîñòè
íå òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ôóíêöèé ❐ÿïóíîâà✱ èíôîðìàöèè î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñëàõ è õàðàê✲
òåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëÿõ✳

➘àëåå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîëó÷èòü êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ✭✶✮ ïî õàðàêòåðó ïîâåäåíèÿ
ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé✳ ➶ ❬✺✱ ✻❪
êîíñòðóèðóþòñÿ êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ❰➘Ó ïî õàðàê✲
òåðó ïîâåäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè✳

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ❰➘Ó

dY

dt
= F ( t, Y ), Y ( t0) = Y0. ✭✻✮

Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî â îáëàñòè R 1 : { t0 6 t < ∞ ; Ỹ ( t ) , Y ( t ) :
∥

∥

∥
Ỹ0 − Y0

∥

∥

∥
6 δ1 , δ1 > 0 }

äëÿ ✭✻✮ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è ôóíêöèÿ F (t, Y )
îïðåäåëåíà✱ íåïðåðûâíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t✱ êîìïîíåíòû ýòîé ôóíêöèè óäî✲

âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
∣

∣

∣
fk(t, Y )− fk(t, Ỹ )

∣

∣

∣
6 L |yk − ỹk|✱ L = ❝♦♥st✱ ∀t ∈ [t✵, ∞)✱ ∀ (t, Y )✱

(t, Ỹ ) ∈ R 1✱ ∀ k ∈ 1, n✳ ➘ëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✻✮ äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå

∆, 0 < ∆ 6 δ✶✱ òàêîãî ÷òî ∀ Ỹ (t) :
∥

∥

∥
Ỹ0 − Y0

∥

∥

∥
6 ∆ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∣

∣

∣

∣

∣

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)

∣

∣

∣

∣

∣

6 c̃2, c̃2 = ❝♦♥st ✭✼✮

∀t ∈ [t0,∞), fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0) 6= 0, ∀ k ∈ 1, n.

➘ëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû ðåøåíèå áûëî óñòîé÷èâî è ñóùåñòâîâà✲

ëî ∆
1
6 ∆✱ òàêîå ÷òî

∥

∥

∥
Ỹ0 − Y0

∥

∥

∥
6 ∆1 âëå÷åò

lim
t → ∞

∣

∣

∣

∣

∣

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0)

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, fk(t0, Ỹ0)− fk(t0, Y0) 6= 0, ∀ k ∈ 1, n. ✭✽✮

➴ñëè ∀ Ỹ (t) :
∥

∥

∥
Ỹ0 − Y0

∥

∥

∥
6 ∆ äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

t 0

f ′
k(t, Ỹ )− f ′

k(t, Y )

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )
dt−

t
∫

t 0

fk(t, Ỹ )− fk(t, Y )

ỹk(t)− yk(t)
dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 c0 ✭✾✮

c0 = ❝♦♥st ∀ t ∈ [t0, ∞) ∀ k ∈ 1, n òî êðèòåðèè ✭✼✮✱ ✭✽✮ áóäóò íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè
óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè✳
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➘ëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ❰➘Ó êðèòåðèè ✭✼✮✱ ✭✽✮ âûïîëíÿþòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ áåç äîïîëíè✲
òåëüíûõ òðåáîâàíèé✳
Òåîðåìà ✶✳ ➶ ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✶✮ íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ∆2, 0 < ∆2 6 δ✱ òàêîå✱ ÷òî ∀ Ỹ (t) , Ỹ (t0) = Ỹ0✱ ïðè

óñëîâèè
∥

∥

∥
Ỹ0 − Y0

∥

∥

∥
6 ∆2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∣

∣

∣

∣

ak1(t) (ỹ1(t)− y1(t) ) + ...+ akn(t) (ỹn(t)− yn(t) )

ak1(t) (ỹ1(t0)− y1(t0) ) + ...+ akn(t) (ỹn(t0)− yn(t0) )

∣

∣

∣

∣

6 c̃3, c̃3 = ❝♦♥st , ✭✶✵✮

∀t ∈ [t0,∞) , ∀ k ∈ 1, n.

➘ëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû ðåøåíèå áûëî óñòîé✲

÷èâî è ñóùåñòâîâàëî ∆
3
6 ∆2✱ òàêîå✱ ÷òî

∥

∥

∥
Ỹ0 − Y0

∥

∥

∥
6 ∆3 âëå÷åò

lim
t → ∞

∣

∣

∣

∣

ak1(t) (ỹ1(t)− y1(t) ) + ...+ akn(t) (ỹn(t)− yn(t) )

ak1(t) (ỹ1(t0)− y1(t0) ) + ...+ akn(t) (ỹn(t0)− yn(t0) )

∣

∣

∣

∣

= 0 ∀ k ∈ 1, n. ✭✶✶✮

Ïîëó÷åíà åùå îäíà ðàçíîâèäíîñòü êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ ❰➘Ó✱ êîòîðàÿ íå
òðåáóåò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû è îáðàùåíèÿ ê ìåòîäàì êà÷åñòâåííîé òåîðèè✳
Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äîïóñêàåò êîíñòðóèðîâàòü êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïðîèçâîäíûõ

ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû ✭✶✮ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ℓ > 2 áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé✱ åñëè
ýòè ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò✳

✸✳ ➬àêëþ÷åíèå✳ Ïðåäñòàâëåíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ✭✶✵✮✱ ✭✶✶✮ ïî ❐ÿïóíîâó ñèñòåì ëèíåé✲
íûõ ❰➘Ó â ôîðìå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé✳ ✃ðèòåðèè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ðåêóð✲
ðåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ îáùåãî
âèäà✳ ✃ðèòåðèè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû✱ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðèáëèæåí✲
íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû✱ äëèíû ïðîìåæóòêà è øàãà ðåøåíèÿ✳ Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ êðèòåðèåâ
âëå÷åò âîçìîæíîñòü êîìïüþòåðèçàöèè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïî ❐ÿïóíîâó ñèñòåì ëèíåéíûõ ❰➘Ó✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➪óëàíîâ Ñ✳ ➹✳ ❮åîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ïî ❐ÿïóíîâó ñèñòåì îáûêíîâåí✲
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ✴✴ ➮òîãè íàóêè è òåõíèêè✳ Ñåðèÿ✿ Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå
ïðèëëîæåíèÿ✳ Òåìàòè÷åñêèå îáçîðû✳ ✷✵✷✸✳ ➑ ✷✷✹✳ Ñ✳ ✶✵✕✶✽✳

✷✳ ➹ðèãîðÿí ➹✳ ➚✳ ✃ðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì äâóõ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ✲
íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè✳ ✷✵✶✽✳ ✶✵✸✱ ➑ ✻✳ Ñ✳ ✽✸✶✕✽✹✵✳

✸✳ Ðîìì ß✳ ➴✳✱ ➪óëàíîâ Ñ✳ ➹✳ ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî ❐ÿïóíîâó ✴✴ Ñîâðåìåííûå
íàóêîåìêèå òåõíîëîãèè✳ ✷✵✷✶✳ ➑ ✼✳ Ñ✳ ✹✷✕✻✵✳

✹✳ Ðîìì ß✳ ➴✳ ❰ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè ïî ❐ÿïóíîâó ✴✴ Ñîâðåìåííûå íàó✲
êîåìêèå òåõíîëîãèè✳ ✷✵✷✷✳ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✾✷✕✶✵✾✳

✺✳ ❆s❤♦r❞✐❛ ▼✳ ▲②❛♣✉♥♦✈ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳
▼❛t❤✳ ❆♣♣❧✳ ✷✵✵✺✳ ✺✵✳ Ñ✳ ✾✺✼✕✾✽✷✳

✻✳ P❡✐①♦t♦ ▼❛r❝✐❛ ▲✳ ❈✳✱ P❡ss✐♠ P❛✉❧♦ ❙✳ P✳✱ ▲❛❝❡r❞❛ ▼❛r❝✐♦ ❏✳✱ P❛❧❤❛r❡s ❘❡✐♥❛❧❞♦ ▼✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ▲P❱ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲♠♦♥♦t♦♥✐❝t❡r♠s ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡
❋r❛♥❦❧✐♥ ■♥st✐t✉t❡✳ ✷✵✷✵✳ ✸✺✼✱ ➑ ✶✶✳ Ñ✳ ✻✺✾✺✕✻✻✶✹✳

➪óëàíîâ Ñåðãåé ➹åîðãèåâè÷
Òàãàíðîãñêèé èíñòèòóò èìåíè ➚✳ Ï✳ ×åõîâà ✭ôèëèàë✮ Ô➹➪❰Ó ➶❰ Ð➹ÝÓ ✭Ð➮❮Õ✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❜✉❧❛♥♦✈t❣♣✐❅♠❛✐❧✳r✉
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✷✕✶✹

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✺✻✳✷
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ➘èðèõëå äëÿ îäíîé ìíîãîìåðíîé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû✱ ñî✲

äåðæàùåé ìëàäøèå ïðîèçâîäíûå✱ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî✱ â îòëè÷èå îò

îäíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ✱ ìëàäøèå ÷ëåíû ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ðàçðåøèìîñòü ïåðâîé

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé✳ ➬àäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ îäíî✲

ãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà✳ ➶ çàâèñèìîñòè îò òîãî✱ ê êàêîìó òèïó ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ✱

ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû✱ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à✱ çàäà÷à ➘èðèõëå✱ ìëàäøèå

ïðîèçâîäíûå✱ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺❏✺✼

➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ åùå íå äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü êëàññè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ
çàäà÷ äëÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì✳ ➶ ñëó÷àå îäíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòî✲
ðîãî ïîðÿäêà òîëüêî îò ãëàâíûõ ÷àñòåé çàâèñèò ôðåäãîëüìîâîñòü çàäà÷è ➘èðèõëå ❬✶❪✳ ➶ îáùåì
ñëó÷àå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì âñòðå÷àþòñÿ íîâûå ÿâëåíèÿ â õàðàêòåðå ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé
êðàåâîé çàäà÷è✱ íå èìåþùèå àíàëîãîâ â ñëó÷àå îäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà✳ Ñðåäè òàêèõ
ÿâëåíèé ñëåäóåò îòìåòèòü ýôôåêò âëèÿíèÿ ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ íà ðàçðåøèìîñòü ãðàíè÷íûõ
çàäà÷✳ Ýòè âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ ➚✳➮✳ßíóøàóñêàñà è åãî ó÷åíèêîâ ❬✷❪✱ ❬✸❪✱ ❬✹❪✳
➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ýôôåêò âëèÿíèÿ ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ îäíîãî êëàññà ýë✲

ëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì✳ ➶ òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì ñèñòåìó✿

−△u+ λ1
∂

∂x
(ux + vy + wz) + kux + nuy = 0;

−△v + λ2
∂

∂y
(ux + vy + wz) + kvx + nvy = 0;

−△w + λ3
∂

∂z
(ux + vy + wz) + kwx + nwy = 0,

✭✶✮

ãäå u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z) ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè✱ λ1λ2, λ3, k è n ✕ íåêîòîðûå ïàðàìåòðû✳
➶âåäåì îáîçíà÷åíèÿ✿

ux + vy + wz = H.

Òîãäà ñèñòåìó ✭✶✮ ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

−△u+ λ1
∂H

∂x
+ kux + nuy = 0;

−△v + λ2
∂H

∂y
+ kvx + nvy = 0;

−△w + λ3
∂H

∂z
+ kwx + nwy = 0.

✭✷✮

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ✭✷✮ ïî x✱ âòîðîå ✕ ïî y✱ òðåòüå ✕ ïî z è ñëîæèì
ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèé✳ Ó÷èòûâàÿ ââåäåííîå îáîçíà÷åíèå✱ ïîëó÷èì

(λ1 − 1)Hxx + (λ2 − 1)Hyy + (λ3 − 1)Hzz + kHx + nHy = 0. ✭✸✮

➘àëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì x è y✳ Ïóñòü ũ(ξ, η, z), ṽ(ξ, η, z),

w̃(ξ, η, z), ˜H(ξ, η, z) ✕ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z), H(x, y, z) ñî✲
îòâåòñòâåííî✳ ➶ òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óðàâíåíèå ✭✸✮ ïðèìåò âèä

˜Hzz − µ2
˜H = 0, ✭✹✮

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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ãäå

µ2 =
ξ2(λ1 − 1) + η2(λ2 − 1)− iξk − iηn

λ3 − 1
. ✭✺✮

➶ñå îãðàíè÷åííûå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✮ äàþòñÿ ôîðìóëîé

˜H(ξ, η, z) = C(ξ, η)e−µz, ✭✻✮

ãäå C(ξ, η) ✕ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ✳
Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì x è y ê ñèñòåìå ✭✷✮

(ξ2 + η2)ũ− ũzz + iξkũ+ iηnũ = −iξλ1
˜H;

(ξ2 + η2)ṽ − ṽzz + iξkṽ + iηnṽ = −iηλ2
˜H;

(ξ2 + η2)w̃ − w̃zz + iξkw̃ + iηnw̃ = −λ3
˜Hz.

➶âîäÿ îáîçíà÷åíèå
ξ2 + η2 + iξk + iηn = ρ2, ✭✼✮

è ó÷èòûâàÿ ✭✻✮✱ ïîëó÷èì
−ũzz + ρ2ũ = −iξλ1e

−µzC(ξ, η),
−ṽzz + ρ2ṽ = −iηλ2e

−µzC(ξ, η),
−w̃zz + ρ2w̃ = λ3µe

−µzC(ξ, η).
✭✽✮

✃àæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ✭✽✮ ñîäåðæèò òîëüêî îäíó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ✳ ❰ãðàíè÷åííûå
íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé èìåþò âèä

ũ = A1(ξ, η)e
−ρz + iξλ1C(ξ,η)

µ2−ρ2
(e−µz − e−ρz) ,

ṽ = A2(ξ, η)e
−ρz + iηλ2C(ξ,η)

µ2−ρ2
(e−µz − e−ρz) ,

w̃ = A3(ξ, η)e
−ρz − λ3µC(ξ,η)

µ2−ρ2
(e−µz − e−ρz) ,

✭✾✮

ãäå A1(ξ, η), A2(ξ, η), A3(ξ, η) ✕ ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè✳
➮òàê✱ îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✽✮ äàåòñÿ ôîðìóëàìè ✭✾✮ è ñîäåðæèò ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûõ

ôóíêöèè A1(ξ, η), A2(ξ, η), A3(ξ, η), C(ξ, η).
➘ëÿ ñèñòåìû ✭✶✮ ðàññìîòðèì çàäà÷ó ➘èðèõëå✿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå {z > 0} íàéòè ðåøåíèå

ñèñòåìû ✭✶✮✱ óäîâëåòâîðÿþùåå íà ãðàíèöå ýòîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà óñëîâèÿì

u|z=0 = f1(x, y),
v|z=0 = f2(x, y),
w|z=0 = f3(x, y),

✭✶✵✮

ãäå f1, f2, f3 ✕ çàäàííûå✱ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè✳
Ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñèñòåìû ìû ïîëó÷èëè â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå✱ ïðèìåíèì ê

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ✭✶✵✮ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì x è y

ũ|z=0 = ˜f1(ξ, η),

ṽ|z=0 = ˜f2(ξ, η),

w̃|z=0 = ˜f3(ξ, η).

✭✶✶✮

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå ✭✾✮ â óñëîâèÿ ✭✶✶✮

ũ|z=0 = A1(ξ, η) = ˜f1(ξ, η),

ṽ|z=0 = A2(ξ, η) = ˜f2(ξ, η),

w̃|z=0 = A3(ξ, η) = ˜f3(ξ, η).

Òàêèì îáðàçîì✱ ôóíêöèè A1(ξ, η), A2(ξ, η), A3(ξ, η) îïðåäåëèëèñü èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è✳
❰ïðåäåëèì C(ξ, η) èñïîëüçóÿ óñëîâèå ñâÿçè ux + vy + wz = H, ïðåäâàðèòåëüíî ïðèìåíèâ ê íåìó
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

iξũ+ iηṽ + w̃z = ˜H. ✭✶✷✮

Ïîäñòàâèì ðåøåíèÿ ✭✻✮ è ✭✾✮ â óñëîâèå ✭✶✷✮✳ Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå
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C(ξ, η)((1− λ3)
2µ2 − ρ2) = (µ− ρ)((1− λ3)µ+ ρ)(ρ ˜f3 − iηi ˜f2 − iξ ˜f1)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ✕ èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ✱ âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç ãðàíè÷íûå ôóíêöèè
fi✳ ❰áîçíà÷èì

g̃ = (µ− ρ)((1− λ3)µ+ ρ)(ρ ˜f3 − iηi ˜f2 − iξ ˜f1).

➮ ïóñòü C(ξ, η) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íåêîòîðîé ôóíêöèè ω✱ ò✳å✳ C(ξ, η) = ω̃. Ó÷èòûâàÿ
ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ ✭✺✮ è ✭✼✮✱ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

ω̃[(λ3 − 1)(λ1 − 1)ξ2 + (λ3 − 1)(λ2 − 1)η2 − (λ3 − 1)iξk − ξ2 − η2 − iξk − iηn] = g̃.

Ïðèìåíÿÿ ê íåìó îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå✱ ïîëó÷èì

(λ3 − λ1(λ3 − 1))ωxx + (λ3 − λ2(λ3 − 1))ωyy − λ3(kωx + nωy) = g(x, y). ✭✶✸✮

Ýòî óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x, y✳ ➴ñëè êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ áóäóò ðàâíû íóëþ✱
ò✳å✳

λ3 − λ1(λ3 − 1) = 0, λ3 − λ2(λ3 − 1) = 0,

òî óðàâíåíèå ✭✶✸✮ ïðèìåò âèä
kωx + nωy = g(x, y)/λ3.

➴ñëè ôóíêöèÿ g(x, y) èíòåãðèðóåìà ïî x è ïî y â ïðîìåæóòêå (−∞,+∞)✱ òî ýòî óðàâíåíèå✱ à✱
ñëåäîâàòåëüíî✱ è ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ✭✭✶✮✱ ✭✶✵✮✮ èìååò ðåøåíèå✱ çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèç✲
âîëüíîé ôóíêöèè✳ Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî òðåáîâàòü ïîâûøåííîé ãëàäêîñòè îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
✭✶✵✮✳
➴ñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ✭✶✸✮ îòëè÷åí îò íóëÿ✱ òî ýòî óðàâíåíèå ìîæåò

îòíîñèòñÿ ê ðàçíûì òèïàì✳ ➶ çàâèñèìîñòè îò ýòîãî õàðàêòåð ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé çàäà÷è
áóäåò ìåíÿòüñÿ✳ ➘îêàçàíà òåîðåìà

Òåîðåìà ✶✳ ❒ëàäøèå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ➘èðèõëå
äëÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì✳ Õàðàêòåð ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çà✲
âèñèò îò âèäà óðàâíåíèÿ ✭✶✸✮✱ êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ x, y✳
➴ñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(λ3 − λ1(λ3 − 1))(λ3 − λ2(λ3 − 1)) > 0,

òî çàäà÷à ❐èðèõëå äëÿ ñèñòåìû ✭✶✮ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå✱ åñëè æå

(λ3 − λ1(λ3 − 1))(λ3 − λ2(λ3 − 1)) 6 0,

òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à ➘èðèõëå äëÿ ñèñòåìû ✭✶✮ îãðàíè÷åííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèé íå
èìååò✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ✃óðàíò Ð✳ Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè✳ ❒✳ ✿ ❒èð✱ ✶✾✼✼✳

✷✳ Ðóòêàóñêàñ Ñ✳ ❰ çàäà÷å òèïà ➘èðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âûðîæäåíèåì íà ïðÿìîé ✴✴ ❒àòå✲
ìàòè÷åñêèå çàìåòêè✳ ✷✵✶✻✳ ✶✵✵✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✷✼✵✕✷✼✽✳

✸✳ Õàëèëîâ Ø✳➪✳ ➬àäà÷à ➘èðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ïî Ïåòðîâñêîìó ñèñòåìû óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✵✻✳ ✹✷✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✹✶✻✕✹✷✷✳

✹✳ ßíóøàóñêàñ ➚✳ ➮✳ ➹ðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðî✲
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ➮ðêóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮ðêóò✳ óí✲òà✱ ✶✾✾✼✳ ✷✵✵ ñ✳

➹îëîâêî ➴ëåíà ➚íàòîëüåâíà
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✺✕✶✻

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾
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➚ííîòàöèÿ✳ Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû ➶åíòöåëÿ óðàâíå✲
íèé ôèëüòðàöèè â êðóãå è íà åãî ãðàíèöå â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèðóåìûõ ❑✕➽øóìîâ➾✳ ➶
÷àñòíîñòè✱ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ✱ êîòîðîå îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâåí✲
íûå ïðîãíîçíûå èçìåíåíèÿ ãåîõèìè÷åñêîãî ðåæèìà ãðóíòîâûõ âîä ïðè áåçíàïîðíîé ôèëüòðàöèè✱
ïðîòåêàþùåé íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ✭â îáëàñòè è íà åå ãðàíèöå✮✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ñèñòåìà ➶åíòöåëÿ✱ óðàâíåíèå ôèëüòðàöèè✱ ïðîèçâîäíàÿ ❮åëüñîíà ✕ ➹ëèêëè✲
õà✱ êðàåâûå óñëîâèÿ ➶åíòöåëÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺●✶✺

✶✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòè✱ êàê è åå òå÷åíèå✱ äèôôóçèÿ✱ ïàäåíèå è ò✳ ä✳
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîöåññîâ âëàãîïåðåíîñà✳ ➮ññëåäîâàíèå ýòèõ ïðîöåññîâ íà÷èíàåòñÿ ñ èçó÷åíèÿ
èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé✳ Ðàññìîòðèì îäíó èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè✳ Ïóñòü
Ω ∈ R

n✱ n > 2✱ ✕ ñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ êëàññà C∞ ✳ ❮à êîìïàêòå Ω∪Γ çàäàíà
ñèñòåìà óðàâíåíèé ➪àðåíáëàòòà ✕ ➷åëòîâà ✕ ✃î÷èíîé ❬✶❪✱ ìîäåëèðóþùàÿ ïðîöåññ ôèëüòðàöèè
æèäêîñòè

(λ−∆)ut = α∆u+ βu, u = u(t, x), (t, x) ∈ R× Ω, ✭✶✮

(λ−∆)vt = γ∆v +
∂u

∂ν
+ δv, v = v(t, x), (t, x) ∈ R× Γ, ✭✷✮

tru = v, íà R× Γ, ✭✸✮

➬äåñü ñèìâîëîì â ✭✶✮ îáîçíà÷åí îïåðàòîð ❐àïëàñà â îáëàñòè Ω✱ à â ✭✷✮ òåì æå ñèìâîëîì îáî✲
çíà÷åí îïåðàòîð ❐àïëàñà ✕ ➪åëüòðàìè íà ãëàäêîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Γ ✳ Ñèìâîëîì
ν = ν(t, x), (t, x) ∈ R × Γ✱ îáîçíà÷åíà âíåøíÿÿ ïî îòíîøåíèþ ê R × Γ íîðìàëü ê R × Ω✳ Ïà✲
ðàìåòðû α, λ, β, γ, δ ∈ R õàðàêòåðèçóþò ñðåäó✳
Ðàíåå ❬✹❪ ìû✱ ñëåäóÿ òðàäèöèè ❬✷❪ ✲ ❬✺❪✱ óñëîâèå âèäà ✭✷✮✱ â êîòîðîì ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ ïî

ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì íå íèæå ïîðÿäêà ïî òåì æå â ✭✶✮✱ íàçûâàëè êðàåâûì óñëîâèåì
➶åíòöåëÿ✳ ❰äíàêî íàìåðåâàÿñü â áóäóùåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ñëó÷àè Ω è Γ ✭íàïðèìåð✱ Ω
✕ îãðàíè÷åííîå ñâÿçíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì Γ✮ ñ÷èòàåì íåîáõîäèìûì íàçûâàòü ✭✶✮✱
✭✷✮ ñèñòåìîé óðàâíåíèé✱ ïóñòü è çàäàííûõ íà ìíîæåñòâàõ ðàçíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè✳ ➶
ïîääåðæêó ýòîãî ãîâîðèò òîò ôàêò✱ ÷òî óðàâíåíèÿ ✭✶✮✱ ✭✷✮ îïèñûâàþò îäèí è òîò æå ôèçè÷åñêèé
ïðîöåññ ôèëüòðàöèè æèäêîñòè✳ Òåðìèí æå ➽êðàåâûå óñëîâèÿ➾ ñëåäóåò îñòàâèòü çà óðàâíåíèÿìè✱
çàäàííûìè íà ãðàíèöå ✭êðàþ✮ îáëàñòè ✭ìíîãîîáðàçèÿ✮ è èìåþùèõ ìåíüøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ
ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ✭ñì✳ êëàññè÷åñêèé òðàêòàò ❬✼❪✱ à òàêæå ❬✻❪✮✳ ❮àçâàíèå ñèñòåìà
óðàâíåíèé ➶åíòöåëÿ ïîä÷åðêèâàåò çàñëóãè ïåðâîîòêðûâàòåëÿ ❬✽❪ íîâîãî ðàçäåëà ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè✳
Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ✭✶✮✱ ✭✷✮ áóäåì èçó÷àòü â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå✿ Ω = {(r, θ) : r ∈

[0, R), θ ∈ [0, 2π)} ✕ êðóã✱ à Γ = {θ : θ ∈ [0, 2π)} ✕ îêðóæíîñòü✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ✭✶✮✱ ✭✷✮ ïðåîá✲
ðàçóåòñÿ ê âèäó

(λ−∆r,θ)ut = α∆r,θu+ βu, u = u(t, r, θ), (t, r, θ) ∈ R× Ω, ✭✹✮

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ✭ïðîåêò ➑ ✷✸✲✷✶✲✶✵✵✺✻✮✳
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(λ−∆θ)vt = γ∆θv + ∂Ru+ δv, v = v(t, θ), (t, θ) ∈ R× Γ, ✭✺✮

ãäå

∆r,θ = (r −R)
∂

∂r

(

(R− r)
∂

∂r

)

+
∂2

∂θ2
, ∆θ =

∂2

∂θ2
, ∂R =

∂

∂r

∣

∣

∣

∣

r=0

.

✃ äàííîé ñèñòåìå ïðèñîâîêóïèì óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ✭✸✮ è ñíàáäèì åå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0, r, θ) = u0(r, θ) v(0, θ) = v0(θ). ✭✻✮

Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ➶åíòöåëÿ óðàâíåíèé ôèëüòðà✲
öèè â êðóãå è íà åãî ãðàíèöå✳ ➶ ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ñèñòåìû ➶åíòöåëÿ óðàâíåíèé â êðóãå è íà åãî ãðàíèöå✳ ➶î âòîðîé ÷àñòè ïðîâîäÿòñÿ àáñòðàêò✲
íûå ðàññóæäåíèÿ✱ çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïîñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâà è äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû ➶åíòöåëÿ óðàâíåíèé â êðóãå è íà åãî ãðàíèöå✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ
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❛♥❞ ✐ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✶✾✺✾✳ ✹✳ Ñ✳ ✶✻✹✕✶✼✼✳

➹îí÷àðîâ ❮èêèòà Ñåðãååâè÷
Þæíî✲Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñè✲

òåò✮ ✭ÞÓð➹Ó ✭❮➮Ó✮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ●♦♥❝❤❛r♦✈✳◆❙✳❦r♠❅②❛♥❞❡①✳r✉

Ñâèðèäþê ➹åîðãèé ➚íàòîëüåâè÷
Þæíî✲Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñè✲

òåò✮ ✭ÞÓð➹Ó ✭❮➮Ó✮✮
❊✲♠❛✐❧✿ s✈✐r✐❞②✉❦❣❛❅s✉s✉✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✼✕✶✾

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✺✼

➬➚➘➚×➚ ✃❰Ø➮ ×➚ÑÒ❮❰➹❰ Ñ❐Ó×➚ß ÓÏÐ➚➶❐ß➴❒❰➹❰ ➘➶➮➷➴❮➮ß

➷➮➘✃❰ÑÒ➮ ➶ ❮➚Ï❰Ð❮❰❒ ÒÐÓ➪❰ÏÐ❰➶❰➘➴

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➴✳ Þ✳ ➹Ð➚➷➘➚❮Ö➴➶➚

➚ííîòàöèÿ✳ Ïîêàçàíî ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ✱ îïèñûâàþùåé îäèí èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ óïðàâëÿåìîãî äâè✲

æåíèÿ âîäû â íàïîðíîì òðóáîïðîâîäå✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå✱ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå✱ çàäà÷à ✃îøè✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺▲✵✷✱ ✸✺▲✻✵

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â òðóáîïðîâîäàõ îïèñûâàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà✳ Ñðåäè çàäà÷ íà îñíîâå ýòèõ
ìîäåëåé âåñüìà àêòóàëüíà çàäà÷à ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà✱ êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ ñ ïîìîùüþ íà÷àëü✲
íûõ è êðàåâûõ óñëîâèé✳ ➮ññëåäîâàíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé✱
èçó÷åíèå îáùèõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçâèâàþùóþñÿ îáëàñòü ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè✳ Õî÷åòñÿ îòìåòèòü✱ ÷òî
áèáëèîãðàôèÿ✱ ïîñâÿùåííàÿ èçó÷åíèþ ïðîöåññîâ✱ îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè èëè
ñèñòåìàìè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáøèðíà✱ ñ íåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ✱ íà✲
ïðèìåð✱ â ðàáîòàõ ❬✶✕✶✶❪ è áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëêàõ ê íèì✳ ✃àê ïðàâèëî✱ âñå ïîïûòêè íàé✲
òè ðåøåíèå ñâîäÿòñÿ ê ïðèìåíåíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ✳ ❰äíàêî íàëè÷èå íåðåøåííûõ âîïðîñîâ✱
ñâÿçàííûõ ñ áûñòðîäåéñòâèåì è íàäåæíîñòüþ ïðîöåäóð ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ïðèâîäÿò ê çàäà÷å ìîäèôèêàöèè ñóùåñòâóþùèõ è ðàçâèòèÿ íîâûõ ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ
ðåøåíèé✳ ➘àííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè ëèíåéíîé íåîä✲
íîðîäíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ✶✲ãî ïîðÿäêà îïèñûâàþùåé
÷àñòíûé ñëó÷àé óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ âîäû â íàïîðíîì òðóáîïðîâîäå✳

✷✳ Ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè ✳✳✳ Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ✶✲ãî ïîðÿäêà âèäà



















∂x

∂l
+ a

∂p

∂t
= f1(l, t),

∂p

∂l
+ c

∂x

∂t
= f2(l, t),

✭✶✮

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(l, 0) = ϕ(l), p(l, 0) = ψ(l), ✭✷✮

ãäå x = x(l, t) è p = p(l, t) ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ✭õàðàêòåðèçóþò ìàñ✲
ñîâûé ðàñõîä è äàâëåíèå æèäêîñòè✱ ñîîòâåòñòâåííî✮✱ l è t ✕ íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå✱ ïðè÷åì
l ∈ [0, L], L ∈ R+, t > 0 ✭l ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé✱ t ✕ âðåìÿ✮✱ a è c ✕ äåéñòâèòåëü✲
íûå ÷èñëà íå ðàâíûå íóëþ òàêèå✱ ÷òî ac > 0 ✭ýòî îáåñïå÷èâàåò ãèïåðáîëè÷íîñòü ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû✮✱ f1;2(l, t) ✕ èíòåãðèðóåìû ïî âòîðîé ïåðåìåííîé ✭îïèñûâàþò óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå
íà ïðîöåññ✮✱ ϕ(l), ψ(l) ✕ íåïðåðûâíû ñî çíà÷åíèÿìè â R.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ❋❲❊❯✲✷✵✷✶✲✵✵✵✻ ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÐÔ íà

✷✵✷✶✲✷✵✸✵ ãã✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✽ ➴✳ Þ✳ ➹Ð➚➷➘➚❮Ö➴➶➚

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü ôóíêöèè fi(l, t), i = 1, 2, ñî çíà÷åíèÿìè â R, îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå
D = {(l, t) : l ∈ [0, L], t > 0, L ∈ R+} è èíòåãðèðóåìû ïî ïåðåìåííîé t, ôóíêöèè ϕ(l) è ψ(l)✱ ñî
çíà÷åíèÿìè â R✱ îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû ∀l ∈ [0, L] ✭l ∈ R+✮✱ a è c ✕ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà íå
ðàâíûå íóëþ òàêèå✱ ÷òî ac > 0.
Òîãäà çàäà÷à ✭✶✮✕✭✷✮ èìååò ðåøåíèå âèäà
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✸✳ Ïðèìåð✳ ❮àéòè ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè äëÿ ñèñòåìû


















∂x

∂l
+ a

∂p

∂t
= lt,

∂p

∂l
+ c

∂x

∂t
= t,

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

x(l, 0) = l2, p(l, 0) = l,

Ðåøåíèå✳ ➬äåñü

f1(l, t) = lt, f2(l, t) = t, ϕ(l) = l2, ψ(l, ) = l,

Òîãäà
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Ñëåäîâàòåëüíî✱ ñîãëàñíî ôîðìóë ✭✸✮✕✭✻✮
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ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➚íäðååâ ➚✳ ➚✳✱ ❰ãîðîäíèêîâ ➴✳ ❮✳ Ïðèìåíåíèå ìàòðè÷íûõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â
ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ✴✴
➶åñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà✳ Ñåðèÿ✿ Ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèå íà✲
óêè✳ ✷✵✵✶✳ ➑ ✶✷✳ Ñ✳ ✹✺✕✺✸✳

✷✳ ➹ðàæäàíöåâà ➴✳ Þ✳✱ Ñîëîäóøà Ñ✳ ➶✳ ❰á îäíîì àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü✲
íîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ✴✴ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆♦♥❧✐♥❡❛r
❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❊①tr❡♠❛❧ Pr♦❜❧❡♠s ✭◆▲❆ ✲ ✷✵✷✷✮✳ ✷✵✷✷✳ Ñ✳ ✹✷✲✹✹✳

✸✳ ✃àðòâåëèøâèëè ❐✳ ❮✳ Ïðèíöèïû ðàñ÷åòà ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà è èõ ðàçâèòèå ✴✴✴ Ïðèðîäîóñòðîé✲
ñòâî✳ ✹✱ ✷✵✶✷✳ Ñ✳ ✼✷✲✼✼✳
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✹✳ ❒ûøêèñ ➚✳ ➘✳✱ Ôèëèìîíîâ ➚✳ ❒✳ ❰ ãëîáàëüíîé íåïðåðûâíîé ðàçðåøèìîñòèñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îä✲
íîìåðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✷✵✵✽✳
✹✹✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✸✾✹✕✹✵✼✳

✺✳ ❮îâèöêèé ❮✳ ❮✳✱ Ñåííîâà ➴✳ ➶✳✱ Ñóõàðåâ ❒✳ ➹✳ è äð✳ ➹èäðàâëè÷åñêèå öåïè✳ Ðàçâèòèå òåîðèè è ïðèëî✲
æåíèÿ✳ ❮îâîñèáèðñê ✿ ❮àóêà✱ ✷✵✵✵✳ ✷✼✸ ñ✳

✻✳ Ïîëÿíèí ➚✳ ➘✱ ➬àéöåâ ➶✳ Ô✳✱ ➷óðîâ ➚✳ ➮✳ ❒åòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè è ìåõàíèêè✳ ❒✳ ✿ Ô➮➬❒➚Ò❐➮Ò✱ ✷✵✵✺✳ ✷✺✻ ñ✳

✼✳ Ðîæäåñòâåíñêèé ➪✳ ❐✳✱ ßíåíêî ❮✳ ❮✳ Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèìåíåíèå â ãàçîâîé
äèíàìèêå✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✽✳ ✻✽✽ ñ✳

✽✳ Òàðàñåâè÷ ➶✳ ➶✳ Ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â íàïîðíûõ òðóáî✲
ïðîâîäíûõ ñèñòåìàõ ✿ äèñ✳ ✳ ✳ ✳ ä✲ðà ôèç✳✲ìàò✳ íàóê✳ ❮îâîñèáèðñê✱ ✷✵✶✼✳ ✷✷✾ ñ✳

✾✳ Ôîêñ ➘✳ ➚✳ ➹èäðàâëè÷åñêèé àíàëèç íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ â òðóáîïðîâîäàõ✳ ▼✳ ✿ Ýíåðãîèçäàò✱
✶✾✽✶✳ ✷✹✽ ñ✳

✶✵✳ ❆ss❛♥♦✈❛ ❆✳ ❚✳✱ ❩❤♦❧❛♠❛♥❦②③② ➚✳ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❉❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r ❛ ❧♦❛❞❡❞ ❙②st❡♠ ♦❢
❍②♣❡r❜♦❧✐❝ ❊q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ❯❞♠✉rt ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳ ✷✵✷✶✳
✸✶✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✸✺✸✕✸✻✹✳

✶✶✳ ●r❛③❤❞❛♥ts❡✈❛ ❊✳ ❨✳✱ ❙♦❧♦❞✉s❤❛ ❙✳ ❱✳ ❖♥ ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥st❡❛❞②
✢✉✐❞ ♠♦t✐♦♥ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✿ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❉❨❙❈✮✳ ✷✵✷✵ ✷✵✷✶✳ ✶✽✹✼✳

➹ðàæäàíöåâà ➴ëåíà Þðüåâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮✱
➮íñòèòóò ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì✳ ❐✳ ➚✳ ❒åëåíòüåâà Ñ❰ Ð➚❮ ✭➮ÑÝ❒ Ñ❰ Ð➚❮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❣r❡❧②✉r❅♠❛✐❧✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✷✵✕✷✶

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾

➚Ñ➮❒ÏÒ❰Ò➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➶❰➱ÑÒ➶➚ ❮➴✃❰Ò❰ÐÛÕ Ñ➮ÑÒ➴❒

❮➴➱ÒÐ➚❐Ü❮❰➹❰ Ò➮Ï➚ Ñ ❐➮❮➴➱❮Û❒ ➬➚Ï➚➬➘Û➶➚❮➮➴❒

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➪✳ ➹✳ ➹Ð➴➪➴❮Ù➮✃❰➶

➚ííîòàöèÿ✳ Ïîòâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå✲

íèé íåéòðàëüíîãî òèïà✱ñîäåðæàùèõ ëèíåéíîå çàïàçäûâàíèå✳ ➮ññëåäóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîé✲

ñòâà ýòèõ ñèñòåì✱ ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåì çàâèñèò îò ñâîéñòâ

ðåøåíèé ñèñòåì áåç íåéòðàëüíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ çàïàçäûâàíèå✱ óñòîé÷èâîñòü✱ ôóíêöèîíàëû ❐ÿïóíîâà ✕ ✃ðàñîâñêîãî✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✼❉✵✾

➘îñòàòî÷íî áîëüøîé ñïèñîê ñèñòåì ñ ëèíåéíûì ✭èëè ïðîïîðöèîíàëüíûì✮ çàïàçäûâàíèåì
âñòðå÷àþùèõñÿ â çàäà÷àõ ôèçèêè✱ ìåõàíèêè✱ áèîëîãèè✱ ýêîíîìèêè✱ òåîðèè î÷åðåäåé è ò✳ä✳✱ ïðèâå✲
äåí â ❬✹❪✳ Ñèñòåìû áåç íåéòðàëüíûõ ÷ëåíîâ è ïðèâîäèìûå ê íèì èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ ❬✶❪✱ ❬✺❪✱ ❬✻❪✳ ➶
÷àñòíîñòè✱ â ðàáîòå ❬✻❪ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé ïîëîçà òîêîïðèåìíèêà
äâèæóùåãîñÿ ëîêîìîòèâà ïðè ïðîõîæäåíèè ýëàñòè÷íîé îïîðû✳ Ïðè óäàëåíèè îò îïîðû íåîáõî✲
äèìî óæå ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà✳

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

dx(t)/dt = Ax(t) +Bx(µt) + R̂(t)dx(µt)/dt, t > t0 > 0, µ = const, 0 < µ < 1. ✭✶✮

Ðåøåíèå ñèñòåìû îïðåäåëåíî íà íà÷àëüíîì ìíîæåñòâå s ∈ [µt0, t0] âåêòîð✲ôóíêöèåé ϕ̂(s) ⊂ C
1✳

A,B ✕ ïîñòîÿííûå ìàòðèöû m×m, R̂(t) ✕ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè
m × m✱ x(t) ∈ R

m✳ ➘îêàçûâàåòñÿ✱ ÷òî ïðè íàëè÷èè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ ❝ ïîëîæèòåëüíîé

âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî ïðè ëþáîé ìàòðèöå R̂(t)✳

Ñäåëàâ çàìåíó àðãóìåíòà τ = ln
(

t

t0

)

✱ ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì

σ = − ln(µ)✱ σ > 0✱

dz(τ)/dτ = t0 exp
τ [Az(τ) +Bz(τ − σ)] + µR(τ)dz(τ − σ)/dτ, τ > 0, t > t0 > 0. ✭✷✮

Ñ÷èòàÿ✱ ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü✱ ïîëà✲
ãàÿ ïðè ýòîì✱ ÷òî ñèñòåìà áåç íåéòðàëüíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óñòîé÷èâà✱
íî íå àñèìïòîòè÷åñêè✱ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ✭íî íå àñèìïòîòè÷åñêîé✮ ïî✲
ëó÷åííîé ñèñòåìû ñ íåéòðàëüíûìè ÷ëåíàìè✳

Òåîðåìà ✶✳ ✃àê ñëåäóåò èç ❬✸❪ ââèäó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòå✲
ìû

dy(t)/dt = Ay(t) +By(µt), ✭✸✮

åå ðåøåíèå óñòîé÷èâî✳

➬àìå÷àíèå ✶✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî óñëîâèå ïðè êîòîðîì âñåì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì |ρk| =
1 îòâå÷àþò æîðäàíîâû êëåòêè ðàçìåðíîñòè ✶✱ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì✳ Ïðè íåâûïîëíåíèè
ýòîãî óñëîâèÿ âûðîæäåííàÿ ✭ðàçíîñòíàÿ✮ ñèñòåìà

ȳ(t) = −A−1Bȳ(µt)

íåóñòîé÷èâà✳ Ðàíåå àâòîðîì áûëî ïîêàçàíî✱ ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ✭✶✮
òàêæå íåóñòîé÷èâî✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû áåç íåéòðàëüíûõ ÷ëåíîâ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü çíàêîïåðåìåííûå ôóíêöèîíàëû ❐ÿïóíîâà ✕ ✃ðàñîâñêîãî âèäà ❬✸❪

V (τ, z(τ), zτ ) =
e−τ

t0
W (z) +

m
∑

j=1

νj

∫

τ

τ−σ

z2j (s)ds,

W (z) ✕ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ✭íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåëåííî ïîëîæèòåëüíàÿ✱ νj ✕ êîíñòàíòû✳ Ïðèâå✲
äåí ïðèìåð óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà✱ ïîêàçûâàþùèé✱ ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ èçëîæåí✲
íûõ â ❬✷❪ èç íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ áåç íåéòðàëüíûõ ÷ëåíîâ ñëåäóåò è íåóñòîé÷èâîñòü
àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ óæå ñ íåéòðàëüíûì ÷ëåíîì✳ ➘àííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ñè✲
ñòåìû ñ ïåðåìåííûìè ìàòðèöàìè A(τ), B(τ) è R(τ)✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➹ðåáåíùèêîâ ➪✳ ➹✳✱ Ðîæêîâ ➶✳ ➮✳ ➚ñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ îäíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû
ñ çàïàçäûâàíèåì ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✾✸✳ ✷✾✱ ➑ ✺✳ Ñ✳ ✼✺✶✕✼✺✽✳

✷✳ ✃îëìàíîâñêèé ➶✳ ➪✳✱ ❮îñîâ ➶✳ Ð✳ Óñòîé÷èâîñòü è ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ðåãóëèðóåìûõ ñèñòåì ñ ïî✲
ñëåäåéñòâèåì✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✶✳

✸✳ ✃ðàñîâñêèé ❮✳ ❮✳ ❮åêîòîðûå çàäà÷è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ✳ ❒✳ ✿ Ôèçìàòãèç✱ ✷✵✶✶✳

✹✳ Ïîëÿíèí ➚✳ ➘✳✱ Ñîðîêèí ➶✳ ➹✳✱ ➷óðî ➚✳ ➮✳ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì✳ Ñâîéñòâà✱
ìåòîäû ðåøåíèÿ è ìîäåëè✳✳ ❒✳ ✿ ➮Ï❒åõ✳Ð➚❮✱ ✷✵✷✷✳

✺✳ Carr J., Dyson J. The matrix functional-differential equation y′(x) = Ay(λx)+By(x) // Proceedings of the
Royal Society of Edinburgh. Section A: Mathematical and Physical Sciences. 1976. 75, ➑ 1. P. 5–22.

✻✳ Ockendon J. R., Tayler A. B. The dinamics of a current collection system for an electric locomotive //
Proceedings of the Royal Society of London. Section A: Mathematical and Physical Sciences. 1971. 322,
➑ 1551.

➹ðåáåíùèêîâ ➪îðèñ ➹åîðãèåâè÷
Þæíî✲Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñè✲

òåò✮ ✭ÞÓð➹Ó ✭❮➮Ó✮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❜♦r✐s✳❣✳❣r❡❜❡♥s❤❝❤✐❦♦✈✳✹✽❅♠❛✐❧✳r✉
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✷✷✕✷✺

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✽✽✳✻✼

❰➪ ❰➘❮❰❒ ✃❐➚ÑÑ➴ ❮➴❐➮❮➴➱❮ÛÕ ÓÐ➚➶❮➴❮➮➱ ➶ ➪➚❮➚Õ❰➶ÛÕ

ÏÐ❰ÑÒÐ➚❮ÑÒ➶➚Õ Ñ ❐➮❮➴➱❮Û❒ ÔÓ❮✃Ö➮❰❮➚❐❰❒ ➮

Ï➚Ð➚❒➴ÒÐ❰❒
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ñ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì è
ïàðàìåòðîì ïðè ëþáîì çíà÷åíèè êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå✳ Ïîëó÷åíû íåîáõî✲
äèìûå óñëîâèÿ íà êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ✭òî÷êè áèôóðêàöèè✮ â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ
óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå✳ Ïðèâåäåíû èëëþñòðèðóþùèå ïðèëîæåíèÿ äëÿ êëàññîâ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ òî÷êà áèôóðêàöèè✱ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë✱ ïàðàìåòð✱ áàíàõîâû ïðîñòðàí✲
ñòâà✱ çàäà÷à ➹óðñà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✼❏✶✺

✶✳ ➶âåäåíèå✳ Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Bu = F (u, uα, λ). ✭✶✮

➬äåñü u ✕ èñêîìîå ðåøåíèå èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E1✳ uα
.
= 〈u, α〉 ✕ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë✱

ãäå α ïðèíàäëåæèò ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó E∗
1
è λ ∈ R✳ ❰òîáðàæåíèå B : D(L) ⊂ E1 7→ E2

✕ ëèíåéíûé ïëîòíî çàäàííûé îïåðàòîð ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E2✳ ➶ ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ ✭✶✮ íåëèíåéíûé îïåðàòîð F îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé✿

F = A(λ)uα +
N
∑

i+k=l

Aik(λ, u)u
k

α, l > 2, ✭✷✮

ãäå Aik(λ, u) ✕ ✐✲îäíîðîäíûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû✱ äåéñòâóþùèå èç E1 â E2

Aik(λ, cu) = ciAik(λ, u) ∀c ∈ R,

‖Aik‖E2
6 mik‖u‖

i

E1
, mik ∈ R+.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð B èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé B−1 : E2 7→ D(E1) ⊂
E1✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî â ñèëó ✭✷✮ F (0, 0, λ) = 0 ïðè ∀λ ∈ R✳ ➶ ñòàòüå ðàçâèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîò ❬✸✱
✺❪✱ èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ìîíîãðàôèé ❬✶✱ ✷✱ ✹❪✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳ Òî÷êà λ0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ ✭✶✮✱ åñëè ïðè ëþáûõ

ε > 0 è δ > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u â ïðîñòðàíñòâå E1 è ÷èñëî λ✱ äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû

íåðàâåíñòâà 0 < ‖u‖E1
< ε✱ |λ− λ0| < δ✳

➶ ðàáîòå íàõîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ✱ ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ λ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóð✲
êàöèè óðàâíåíèÿ ✭✶✮ è ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(λ) → 0 ïðè λ → λ0✳ ❮åîáõîäèìîå
óñëîâèå èëëþñòðèðóåòñÿ íà êëàññàõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ íàãðóçêàìè✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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✷✳ Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ è íåîáõîäèìîå óñëîâèå áèôóðêàöèè✳ ❰ò óðàâ✲
íåíèÿ ✭✶✮ ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ

u = B−1F (u, uα, λ) ✭✸✮

è áóäåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

u =

∞
∑

n=1

an(λ)u
n

α. ✭✹✮

❮àïîìíèì✱ ÷òî ôóíêöèîíàë uα çàâèñèò îò λ è â ñèëó íàøåé öåëè ✭ïîñòðîåíèå ìàëûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ ✭✶✮✮ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðè λ → λ0✳ ✃îýôôèöèåíòû ðÿäà ✭✹✮ ÿâëÿ✲
þòñÿ ýëåìåíòàìè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E1 è ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë✿

a1(λ) = B−1A(λ), ✭✺✮

an(λ) =
1

n!
B−1

∂n

∂unα

[

N
∑

i+k=l

Aik(a1(λ)uα + · · ·+ an−1(λ)u
n−1

α )
]

∣

∣

∣

uα=0

n = 2, 3, . . .

❮à îñíîâàíèè òåîðåìû î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè ðÿä ✭✹✮ ñõîäèòñÿ ïðè |uα| < ρ✱ ãäå ρ ✕ äîñòà✲
òî÷íî ìàëî✳ Ïîäåéñòâóåì íà ✭✹✮ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì 〈·, α〉✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èñêîìîå
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè

L(uα, λ)
.
=

∞
∑

n=1

Ln(λ)u
n

α = 0. ✭✻✮

➬äåñü

L1(λ) = 〈a1(λ), α〉 − 1,

Ln(λ) = 〈an(λ), α〉 n = 2, 3, . . .

❮åëèíåéíîå óðàâíåíèå ✭✻✮ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðûõ òî÷åê λ0 ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ìàëûõ
ðåøåíèé uα → 0 ïðè λ → λ0✳ Ïîýòîìó è óðàâíåíèå ✭✶✮ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ìàëûõ ðåøåíèé â
ïðîñòðàíñòâå E1 â âèäå ðÿäà ✭✹✮✳

❐åììà ✶✳ ➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû λ0 ìîãëà áûòü òî÷êîé áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ ✭✶✮ íåîáõîäèìî✱
÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî L1(λ0) = 0✳

➘îêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî èç ðàáîòû ❬✸❪✱ ãäå áûë èññëåäîâàí
áîëåå óçêèé êëàññ çàäà÷✳

Ñëåäñòâèå ✶✳ Ïóñòü â óðàâíåíèè ðàçâåòâëåíèÿ ✭✻✮ Ln(λ0) = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N✳ Òîãäà

λ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè çàäà÷è ✭✶✮✳ ➪îëåå òîãî✱ óðàâíåíèå ✭✶✮ ïðè äàííîì λ0 èìååò

❝✲ïàðàìåòðè÷åñêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u(λ0, c) → 0 ïðè c → 0✳ ➘ðóãèõ ìàëûõ ðåøåíèé â

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè λ0 óðàâíåíèå ✭✶✮ íå èìååò✳

Ñëåäñòâèå ✷✳ ×èñëî ìàëûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ✭✶✮ íå ïðåâûøàåò ÷èñëî

íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ ✭✻✮ èç îêðåñòíîñòè êîðíåé óðàâíåíèÿ L1(λ) =
0✳

✸✳ Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✮ â ñëó÷àå✱ êîãäà îòîáðàæåíèå F íå çàâèñèò îò

èñêîìîé ôóíêöèè✳ Ïóñòü îïåðàòîð F íå çàâèñèò îò èñêîìîé ôóíêöèè u✳ Òîãäà èìååò ìåñòî
òàêîé ðåçóëüòàò✳

Ñëåäñòâèå ✸✳ Ïóñòü â óðàâíåíèè ✭✶✮ ñòîèò íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

F (uα, λ) =

∞
∑

n=1

An(λ)u
n

α.
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➬äåñü An : R 7→ E2✱ λ ∈ I ⊂ R✱ ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè |uα| 6 ρ✳ Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð

B èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé✳ Òîãäà ôóíêöèîíàë uα óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ âèäà ✭✻✮✱ â
êîòîðîì òåïåðü

L1(λ) = 〈B−1A1(λ), α〉 − 1,

Ln(λ) = 〈B−1An(λ), α〉 n = 2, 3, . . .

Òàêèì îáðàçîì✱ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ ✭✻✮ óïðîùàåòñÿ✱
à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✮ ñòðîèòñÿ â âèäå ðÿäà ✭✹✮✱ â êîòîðîì an = B−1An(λ)✳ ➮ç ñëåäñòâèÿ ✸
âûòåêàåò

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ ✸✳ Ïóñòü ïðè ýòîì

〈B−1A1(λ0), α〉 − 1 = 0,

∂

∂λ
〈B−1A1(λ), α〉

∣

∣

∣

∣

λ=λ0

6= 0,

〈B−1A2(λ0), α〉 6= 0.

Òîãäà λ0 áóäåò òî÷êîé áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ ✭✶✮✳ ➪îëåå òîãî✱ â îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 ïðè

λ → λ0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

u(λ) = B−1A1(λ0)c(λ− λ0) + r(λ− λ0),

ãäå

c = −
〈B−1A1(λ0), α〉

〈B−1A2(λ0), α〉
, ‖r(λ− λ0)‖ = O(|λ− λ0|

2).

➘îêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ
îñòàòêà r(λ− λ0) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé✳

➬àìå÷àíèå ✶✳ ➴ñëè â óðàâíåíèè ✭✶✮ ñòîèò ñïðàâà ïîëèíîì F (uα, λ) =
∑

N

n=1
An(λ)u

n
α, ãäå

An : R 7→ E2✱ òî è èñêîìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✮ òîæå ñòðîèòñÿ â âèäå ïîëèíîìà ïî ñòåïåíÿì

ôóíêöèîíàëà uα✳ Ôóíêöèîíàë uα îïðåäåëÿåòñÿ èç àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (〈B−1A1(λ), α〉 −

1)uα +
∑

N

n=2
〈B−1An(λ), α〉u

n
α = 0✳ ➶ òî÷êàõ λ0 óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó 〈B−1A1(λ0), α〉 = 1

ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ñ åãî òðèâèàëüíûì êîðíåì uα = 0✳

✹✳ Ïðèìåð✳ Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ➹óðñà










∂2u(x,t)

∂t∂x
= b(x, t, λ)uα +

∑

N

n=2
bn(x, t, λ)u

n
α,

u(x, t)
∣

∣

t=0
= 0, t ∈ [0, τ ],

u(x, t)
∣

∣

x=0
= 0, x ∈ [0, χ].

✭✼✮

➬äåñü uα
.
= u(x0, t0)✱ x0 ∈ (0, χ]✱ t0 ∈ (0, τ ]✳ ❰áðàòíûé ê B èìååò âèä B−1 .

=
∫

t

0

∫

x

0
[·]dxdt✳ Ðåøåíèå

u èùåì â âèäå ïîëèíîìà u =
∑

N

n=1
an(x, t, λ)u

n
α✱ ãäå

a1(x, t, λ) =

∫

t

0

∫

x

0

b(x, t, λ)dxdt,

an(x, t, λ) =

∫

t

0

∫

x

0

bn(x, t, λ)dxdt n = 2, 3, . . . , N.

Ïóñòü

a1(x0, t0, λ0)− 1 = 0,
∂

∂λ
a1(x0, t0, λ)

∣

∣

λ=λ0

6= 0, a2(x0, t0, λ0) 6= 0,

â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ✶✳

➬àìå÷àíèå ✷✳ ➴ñëè E1 = C[a,b]✱ òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

uα
.
=

n
∑

i=1

diu(ti) +

n
∑

i=1

∫

bi

ai

mi(s)u(s)ds,

ïîðîæäàþùèé òî÷êè ëîêàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ íàãðóçîê✳
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✺✳ ➬àêëþ÷åíèå✳ Ïðèâåäåì îäíî óñèëåíèå òåîðåìû ✶✳

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü îïåðàòîð B îáðàòèì✱ Li(λ0) = 0, i = 1, 2, . . . , l−1✱ Ll(λ0) 6= 0✱ L
′

l
(λ0) 6= 0✳

Òîãäà ïðè ÷åòíîì l çàäà÷à ✭✶✮ â îêðåñòíîñòè λ0 èìååò ðîâíî îäíî ìàëîå âåùåñòâåííîå ðåøå✲

íèå✳ Ïðè íå÷åòíîì l ñóùåñòâóåò äâà òàêèõ ðåøåíèÿ✱ îïðåäåëåííûõ â òîé ïîëóîêðåñòíîñòè

òî÷êè áèôóðêàöèè λ0✱ â êîòîðîé L′
1
(λ0)Ll(λ0)(λ−λ0) < 0✳ ➪îëåå òîãî✱ äëÿ ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè µ → 0✳

u(λ0 + µ) = B−1A(λ0)
l−1

√

−
L′
1
(λ0)

Ll(λ0)
µ+ o(|µ|

1

l−1 ). ✭✽✮

❮àêîíåö✱ îòìåòèì✱ ÷òî â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíîé íåëèíåéíîñòè F = A(λ)uα+A2(λ)u
2
α+A3u

3
α è

îáðàòèìîãî îïåðàòîðå B ìîæíî ïîñòðîèòü äâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ ✭✶✮ â çàìêíóòîì âèäå ïðè
ëþáîì λ0✳ Ôîðìóëà ✭✽✮ ïðè l = 2 äàñò àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îäíîãî èç ýòèõ ðåøåíèé
ïðè λ → λ0✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➶àéíáåðã ❒✳ ❒✳✱ Òðåíîãèí ➶✳ ➚✳ Òåîðèÿ âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✾✳

✷✳ ✃ðàñíîñåëüñêèé ❒✳ ➚✳ Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✾✳

✸✳ Ñèäîðîâ ❮✳ ➚✳✱ ➘ðåãëÿ Ñèäîðîâ ❐✳ Ð✳ ➘✳ ❰ ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ➹àììåðøòåéíà ñ íà✲
ãðóçêàìè è áèôóðêàöèîííûìè ïàðàìåòðàìè ✴✴ ➮çâåñòèÿ ➮ðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳
Ñåðèÿ ❒àòåìàòèêà✳ ✷✵✷✸✳ ✹✸✳ Ñ✳ ✼✽✕✾✵✳

✹✳ Ñèäîðîâ ❮✳ ➚✳ ❰áùèå âîïðîñû ðåãóëÿðèçàöèè â çàäà÷àõ òåîðèè âåòâëåíèÿ✳ ➮ðêóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮ðêóò✳
óí✲òà✱ ✶✾✽✷✳
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✇✐t❤ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✴✴ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✷✵✷✷✳

➘ðåãëÿ Ñèäîðîâ ❐åâ Ðàÿí ➘åíèñîâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❧❡✈✳r②❛♥✳❧❡✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ñèäîðîâ ❮èêîëàé ➚ëåêñàíäðîâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ s✐❞♦r♦✈✐s✉❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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➚ííîòàöèÿ✳ ➮çëîæåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ â íåñòàöèî✲

íàðíûõ ëèíåàðèçîâàííûõ ìîäåëÿõ Õîôôà íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ✳ Ýòè ìîäåëè îïèñûâàþò

êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê✱ øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ â ñòðîèòåëüñòâå✳ Ïðè âûñîêèõ òåìïå✲

ðàòóðàõ â òàêèõ ìîäåëÿõ ïàðàìåòð â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïåðåñòàåò áûòü ñòàöèîíàðíûì✱ ÷òî

îáúÿñíÿåò ïîÿâëåíèå ôóíêöèè âðåìåíè â óðàâíåíèè✳ Óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçî✲

âàííîé ìîäåëè Õîôôà ïîçâîëÿåò ïðè âîçäåéñòâèè âûñîêèõ òåìïåðàòóð áîëåå òî÷íî îïðåäåëÿòü

âðåìÿ ïîääåðæàíèÿ ñòàáèëüíîñòè êîíñòðóêöèé✱ îïèñûâàåìûõ ñ å➻ ïîìîùüþ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô✱ íåñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà✱ âûïó✲

÷èâàíèå äâóòàâðîâîé áàëêè✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✼❉✵✾

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Õîôôà ❬✼❪

(λ− λ0 +∆)ut = αu+ βu3 + f,

êîòîðîå âêóïå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîçâîëÿåò ñìîäåëèðîâàòü âûïó÷èâàíèå äâóòàâðîâîé áàë✲
êè✱ êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïîñòîÿííîé íàãðóçêè✱ à òàêæå âûñîêîé òåìïåðàòóðû✳
➬àäàâàåìûå ïàðàìåòðû α✱ β ∈ R îòðàæàþò õàðàêòåðèñòèêè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà áàëêè✱ òîãäà
êàê ïàðàìåòðû λ, λ0 ∈ R+ âûñòóïàþò õàðàêòåðèñòèêîé ñàìîé íàãðóçêè✳ Ôóíêöèÿ u = u(x, t) ñ
(x, t) ∈ Ω×R ïîìîãàåò ïîñòðîèòü è îïèñàòü îòêëîíåíèå áàëêè îò âåðòèêàëè ✭u = 0✮✱ ãäå Ω ⊂ R

m

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ â ãðàíèöàõ ∂Ω êëàññà C∞✳
➘èíàìèêó êîíñòðóêöèè èç äâóòàâðîâûõ áàëîê ìîäåëèðóþò óðàâíåíèÿ Õîôôà

(λj − λ0)ujt + ujtxx = αjuj + βju
3

j + fj , ✭✶✮

çàäàííûå íà êîíå÷íîì ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = G(V,E)✱ ãäå V = {Vi} ✕ ìíîæåñòâî
âåðøèí✱ à E = {Ei} ✕ ìíîæåñòâî ðåáåð✳ ✃àæäîå ðåáðî Ej èìååò äëèíó lj ∈ R+ è ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ dj ∈ R+❀ uj = uj(x, t)✱ (x, t) ∈ (0, lj) × R+✱ õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå j✲òîé
áàëêè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ❀ ïàðàìåòðû λ0, λj ∈ R+ âûñòóïàþò õàðàêòåðèñòèêàìè íàãðóçêè
íà ýòó áàëêó✱ à ïàðàìåòðû αj , βj ∈ R õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà j✲îé áàëêè✱ à fj ≡ fj(x, t)
îòâå÷àåò âíåøíåé íàãðóçêå íà íå➻✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç Eα(ω)(Vi) ìíîæåñòâî ðåáåð ñ íà÷àëîì ✭êîíöîì✮ â âåðøèíå Vi✱ t ∈ R+✱ è çàäà✲
äèì â âåðøèíàõ V ãðàôà G óñëîâèÿ ➽íåïðåðûâíîñòè➾✿

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t),
Ej , Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Eω(Vi).

✭✷✮

➘ëÿ óðàâíåíèé ✭✶✮ óñëîâèÿ ✭✷✮ òðåáóþò íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé u = (u1, u2, . . . , uj , . . .) â âåðøè✲
íàõ V ãðàôà G è îçíà÷àþò✱ ÷òî áàëêè æåñòêî çàêðåïëåíû â óçëàõ✳ ✃ðîìå ýòîãî✱ çàäàäèì óñëîâèå
➽áàëàíñà ïîòîêà➾ â âåðøèíàõ ✕ àíàëîã óñëîâèé ✃èðõãîôà äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ✕

∑

Ej∈Eα(Vi)

djujx(0, t)−
∑

Ek∈Eω(Vi)

dkukx(lk, t) = 0. ✭✸✮

❰òìåòèì✱ ÷òî óñëîâèÿ ✭✸✮ äëÿ óðàâíåíèé ✭✶✮ îçíà÷àþò✱ ÷òî óçëû êîíñòðóêöèè íåïîäâèæíû✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



❰➪ ÓÑÒ❰➱×➮➶❰ÑÒ➮ ❮Ó❐➴➶❰➹❰ Ð➴Ø➴❮➮ß ✷✼

➴ñëè ãðàô ñîñòîèò èç îäíîãî íåöèêëè÷åñêîãî ðåáðà ✭ò✳å✳ âåðøèí ó ãðàôà äâå✮✱ òî óñëîâèå ✭✷✮
îòñóòñòâóåò✱ à óñëîâèå ✭✸✮ ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå ❮åéìàíà✳ ➴ñëè æå ðåáðî öèêëè÷åñêîå ✭ò✳å✳
âåðøèíà ó ãðàôà îäíà✮✱ òî óñëîâèÿ ✭✷✮✱ ✭✸✮ ïðåâðàùàþòñÿ â óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ✳ ➬àìåòèì åùå✱
÷òî â êîíòåêñòå óñëîâèé ✭✷✮✱ ✭✸✮ ➽îòñóòñòâîâàòü➾ íå çíà÷èò ➽áûòü ðàâíûì íóëþ➾✳ ❮àïðèìåð✱
åñëè â âåðøèíó Vi âñå ðåáðà ➽âõîäÿò➾✱ òî ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà â ✭✷✮ è óìåíüøàåìîå â ✭✸✮ èìåííî
➽îòñóòñòâóþò➾✱ à íå ðàâíû íóëþ✳ Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè ❬✷❪✱ ãðàô G = G(V,E)✱ îáëàäàþùèé
âûøåïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè✱ áóäåì íàçûâàòü ãåîìåòðè÷åñêèì ãðàôîì✳
Ðàññìîòðèì íà ãåîìåòðè÷åñêîì ãðàôå ● íåñòàöèîíàðíûå ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Õîôôà

(λ− λ0)ujt + ujxxt = α(t)uj äëÿ âñåõ x ∈ (0, lj), t ∈ R ✭✹✮

ñ óñëîâèÿìè ✭✷✮✱ ✭✸✮✱ ìîäåëèðóþùèå âûïó÷èâàíèå äâóòàâðîâûõ áàëîê â êîíñòðóêöèè â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà✱ êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿð✲
íîé ôóíêöèåé α ∈ C(R;R+)✳ Ïðè âîçäåéñòâèè âûñîêèõ òåìïåðàòóð ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà ìîãóò
ìåíÿòüñÿ✱ ÷òî è îáóñëàâëèâàåò èñïîëüçîâàíèå â óðàâíåíèÿõ ôóíêöèè✱ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè✳
➘îïîëíèì çàäà÷ó ✭✷✮✱ ✭✸✮✱ ✭✹✮ óñëîâèåì ✃îøè

uj(x, 0) = uj0(x). ✭✺✮

❮à îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ❬✸❪ î ðàçðåøèìîñòè íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ❬✺❪✱ â
äîêëàäå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ëèíåàðèçî✲
âàííûõ óðàâíåíèé Õîôôà ✭✹✮ íà ãåîìåòðè÷åñêîì ãðàôå ñ óñëîâèÿìè ✭✷✮✱ ✭✸✮✱ ✭✺✮✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî
äëÿ òàêîé ìîäåëè íåïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé â òåðìèíàõ äèõîòîìèé ðå✲
øåíèé ❬✹❪✱ ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ❬✻❪ îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
äëÿ ëèíåéíîãî íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà✱ à òàêæå ðåçóëüòàòû ❬✶❪ îá óñòîé✲
÷èâîñòè ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Õîôôà ✭✶✮ ñ òåìè æå íà÷àëüíî✲êðàåâûìè óñëîâèÿìè✳
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➚ííîòàöèÿ✳ Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ➪óññè✲
íåñêà ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óëîâèåì ❮åéìàíà è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ✃îøè èëè Øîóîë✲
òåðà ✕ Ñèäîðîâà✳ ❮à îñíîâå ìåòîäà êîìïàêòíîñòè ïîêàçàíî✱ ÷òî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå✱ ïîñòðîåííîå â âèäå ãàëåðêèíñêîé ñóììû ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîðîäíîé
çàäà÷è ❮åéìàíà✱ ✯✲ñëàáî ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ✳ Óðàâíåíèÿ äàííîãî âèäà íàõîäÿò ñâîå
ïðèìåíåíèå ïðè îïèñàíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ îò ãèäðîäèíàìèêè ✭òåîðèÿ
ìåëêîé âîäû✮ äî ðåëÿòèâèñòêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå ➪óññèíåñêà❀ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà❀
óñëîâèå ❮åéìàíà❀ ìåòîä ➹àëåðêèíà❀ ✯✲ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺❈✵✾✱ ✸✺◗✸✺

✶✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Ïóñòü Ω ⊂ R
n ✕ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C∞✱ T ∈ R+✳ ➶ öèëèí✲

äðå Q = Ω× (0, T ) ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå ➪óññèíåñêà

(λ−∆)utt − α2∆u+ u3 = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ) ✭✶✮

ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì ❮åéìàíà

∂u

∂~n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ) ✭✷✮

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì ✃îøè

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, ✭✸✮

ãäå λ, α ∈ R✱ ∂u

∂~n
(x, t) ✕ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω✳

Óðàâíåíèå ✭✶✮✱ íàïðèìåð✱ ìîäåëèðóåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí íà ìåëêîé âîäå ❬✶❪✳ ➶ ýòîì ñëó✲
÷àå ôóíêöèÿ u = u(x, t) îïðåäåëÿåò âûñîòó âîëíû✱ à ïàðàìåòð λ õàðàêòåðèçóåò êàïèëëÿðíûå
ýôôåêòû✳ ➶ ❬✶✷❪ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè äëÿ
îáîáùåííîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ➪óññèíåñêà â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå ✭ñ ïàðàìåòðà✲
ìè λ = 1, α = 1✮✳ ➶ ❬✾❪ íà îñíîâå äðóãîé ìîäèôèêàöèè óðàâíåíèÿ ➪óññèíåñêà îïèñûâàåòñÿ ðàñ✲
ïðîñòðàíåíèå óåäèíåííûõ ïðîäîëüíûõ âîëí äåôîðìàöèè â òîíêîì óïðóãîì ñòåðæíå✳ Óðàâíåíèå
✭✶✮ íàõîäèò ïðèìåíåíèå è â ðåëÿòèâèñòêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå✱ òàê â ❬✶✵❪ îíî ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ïîëåâîå óðàâíåíèå íåëèíåéíîé êëàññè÷åñêîé ìåçîííîé òåîðèè✳
➮ñïîëüçóÿ òåîðèþ (L, p)✲îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ✱ ðàçðàáîòàííóþ ➹✳➚✳ Ñâèðèäþêîì è åãî

ó÷åíèêàìè ❬✺✱ ✻❪✱ â ðàáîòå ❬✷❪ ïîêàçàíî✱ ÷òî✱ çàäàâ îïåðàòîðû L = λ −∆,M = α2∆, N(u) = u3 â
ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ✱ çàäà÷ó ✭✶✮✕✭✸✮ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê çàäà÷ó
✃îøè

u(0) = u0, u̇(0) = u1 ✭✹✮

äëÿ îïåðàòîðíî✲äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ❬✶✶❪ âèäà

Lü−Mu+N(u) = 0, ✭✺✮

ãäå u̇, ü ✕ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå ïî t✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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➬àòåì✱ èñïîëüçóÿ ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ❬✺❪✱ äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè åäèí✲
ñòâåííîãî ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ✳ Ïóñòü U,F ✕ áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà✱ îïåðàòîð L ∈ L(U;F) ✭ò✳å✳
ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé✮✱ à îïåðàòîð M ∈ CL(U;F) ✭ëèíåéíûé è ïëîòíî îïðåäåëåííûé✮✳ ❒íî✲
æåñòâî

ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L(F;U)}

íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì îïåðàòîðà M îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L ✭èëè✱ L✲
ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì îïåðàòîðà M✮✳ ❒íîæåñòâî C\ρL(M) = σL(M) íàçûâàåòñÿ ñïåê✲
òðîì îïåðàòîðà M îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L ✭èëè✱ ▲✲ñïåêòðîì îïåðàòîðà M✮✳
❰ïåðàòîð✲ôóíêöèè (µL −M)−1, RL

µ = (µL −M)−1L,LL
µ = L(µL −M)−1 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå✲

íèÿ ρL(M) íàçûâàþòñÿ✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ ðåçîëüâåíòîé✱ ïðàâîé ðåçîëüâåíòîé✱ ëåâîé ðåçîëüâåíòîé
îïåðàòîðà M îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L ✭êîðî÷å✱ ▲✲ðåçîëüâåíòîé✱ ïðàâîé ▲✲ðåçîëüâåíòîé✱ ëåâîé
▲✲ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà ▼✮✳
❰ïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ (L, σ)✲îãðàíè÷åííûì✱ åñëè

∃a > 0 ∀µ ∈ C : (|µ| > a) ⇒ (µ ∈ ρL(M)).

Ïóñòü îïåðàòîð M (L, σ)✲îãðàíè÷åí✳ Òîãäà îïåðàòîðû

P =
1

2πi

∫

Γ

RL

λ (M)dλ è Q =
1

2πi

∫

Γ

LL

λ (M)dλ

ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè â ïðîñòðàíñòâàõ U è F✱ ñîîòâåòñòâåííî ❬✹❪✳ ➬äåñü Γ = {λ ∈ C : |λ| = r > a}✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳ ❒íîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ ✭✺✮✱ åñëè
✶✮ äëÿ ëþáûõ (u0, u1) ∈ TP ✭êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ P✮ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è ✭✹✮✱ ✭✺✮❀
✷✮ ëþáîå ðåøåíèå u = u(t) óðàâíåíèÿ ✭✺✮ ëåæèò â P êàê òðàåêòîðèÿ✳

Ïðè÷åì çàïèñü (u0, u1) ∈ TP ñëåäóåò ïîíèìàòü✱ êàê u0 ∈ P è (u0, u1) ∈ Tu0
P✳

Ïóñòü kerL 6= {0} è îïåðàòîð M (L, 0)✲îãðàíè÷åí✱ òîãäà✱ â ñèëó òåîðåìû î ðàñùåïëåíèè ❬✺❪✱
óðàâíåíèå ✭✺✮ ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê ýêâèâàëåíòíîé åìó ñèñòåìå óðàâíåíèé

{

0 = (I−Q)(M +N)(u),
ü1 = L−1

1 Q(M +N)(u),

ãäå u1 = Pu. Òîãäà ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì P óðàâíåíèÿ ✭✺✮ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

P = {u ∈ U : (I−Q)(M +N)(u) = 0}.

Òàêèì îáðàçîì✱ â ðàáîòå ❬✷❪ áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ
✭✹✮✱ ✭✺✮✳

✷✳ Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ✳ ➶ ðàáîòå ❬✽❪ ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñ óñëîâèÿìè ➘èðèõëå✱
ïîýòîìó â äàííîì ïàðàãðàôå äàäèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ✭✶✮✕✭✸✮ è
èäåþ äîêàçàòåëüñòâà äëÿ çàäà÷è ❮åéìàíà✳
➘ëÿ ðåøåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåñêîëüêî ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ✳ ➬àäàäèì ïðîñòðàí✲

ñòâî

H1
0 (Ω) = {u ∈ L2(Ω), Du ∈ L2(Ω),

∂u

∂~n
(x)

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0}

è îáîçíà÷èì B = L4(Ω) ∩H1
0 (Ω)✳ ✃ðîìå òîãî✱ çàäàäèì ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé L∞(0, T ;B)

è L∞(0, T ;L2(Ω)). Ñîïðÿæåííûå èì ïðîñòðàíñòâà ñòðîÿòñÿ ïî òåîðåìå ➘àíôîðäà ✕ Ïåòòèñà

(L∞(0, T ;B))∗ ≃ L1(0, T ;L
4

3 (Ω) ∪H−1(Ω)) è (L∞(0, T ;L2(Ω)))∗ ≃ L1(0, T ;L2(Ω))✳
Ïóñòü λk ✕ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è ❮åéìàíà ✭✷✮ äëÿ îïåðàòîðà −∆✱ çàíóìå✲

ðîâàííûå ïî íåâîçðàñòàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè✱ à ϕk ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè✳
✃ðîìå òîãî✱ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà span{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm} ïðè m → ∞ ïëîòíà â B è îðòîíîðìèðîâàíà
✭â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(Ω)✮✳



✸✵ ➚✳ ➚✳ ➬➚❒ÛØ❐ß➴➶➚✱ ➴✳ ➶✳ ➪Û×✃❰➶

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü λ ∈ [λ1,+∞)✱ (u0, u1) ∈ TP✱ ïðè÷åì u0 ∈ B è u1 ∈ L2(Ω) ∩ coimL✳ Òîãäà
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✮✕✭✸✮ u = u(x, t) òàêîå✱ ÷òî u ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω) ∩ L4(Ω)) è u̇ ∈
L∞(0, T ;L2(Ω) ∩ coimL)✳

Ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✮✕✭✸✮ áóäåì èñêàòü â âèäå ãàëåðêèíñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ❬✸❪

um(t) =

m
∑

k=1

amk (t)ϕk. ✭✻✮

✃îýôôèöèåíòû am
k
(t) íàéäåì èç ñèñòåìû àëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

〈Lüm, ϕk〉 − α2〈∆um, ϕk〉+ 〈(um)3, ϕk〉 = 0, 1 6 k 6 m. ✭✼✮

➮ñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé â ðÿä ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì✱ ïîëó÷èì íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû àëãåáðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ✭✼✮

amk (0) = βm

k , ȧmk (0) = γmk , 1 6 k 6 m, ✭✽✮

ãäå βm

k
= 〈u0, ϕk〉 è γm

k
= 〈u1, ϕk〉✱ ïðè÷åì

um0 =

m
∑

k=1

βm

k ϕk → u0 â B, è um1 =

m
∑

k=1

γmk ϕk → u1 â L2(Ω) ïðè m → ∞.

➶ ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðèè è òîãî ôàêòà✱ ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå ëåæàò â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà✱ ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ðåøåíèå um = um(x, t)✱ t ∈ [0, tm] çàäà÷è ✭✼✮✱ ✭✽✮✳
Ïîëó÷èì àïðèîðíûå îöåíêè✳ ➶âåäåì â ïðîñòðàíñòâå coimL ∩ L2(Ω) (L2(Ω) = coimL ⊕ kerL)

íîðìó |u̇|2 = 〈Lu̇, u̇〉 â ñèëó ïðèíöèïà ✃óðàíòà ýòà íîðìà ýêâèâàëåíòà íîðìå u̇ â ïðîñòðàíñòâå
L2(Ω)✳

|u̇m|2 + α2‖um‖2
H1

0

+
1

2
‖um‖4

L4 6 C.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ïî÷ëåííî ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå ✭✼✮✳ ➶âèäó ïëîòíîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé
{ϕk}

m

k=1
â ïðîñòðàíñòâå B ïðè m → ∞✱ è ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ϕk✱ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî v ∈ B

d2

dt2
〈Lu, v〉+ α2〈∇u,∇v〉+ 〈u3, v〉 = 0.

✸✳ Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè✳

Òåîðåìà ✷✳ ➶ óñëîâèÿõ Òåîðåìû ✶ è ïðè n = 1, 2, 3 ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✮✕✭✸✮ åäèíñòâåííî✳

➘îêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî è îñíîâûâàåòñÿ íà íåðàâåíñòâå ➹åëüäåðà✱
òåîðåìå âëîæåíèÿ è ëåììå ➹ðîíóîëëà✳

✹✳ ➬àêëþ÷åíèå✳ ➶ìåñòî óñëîâèÿ ✃îøè ✭✸✮✱ â çàäà÷å ✭✶✮✕✭✸✮ ìîæíî ðàññìîòðåòü óñëîâèå
Øîóîëòåðà✕Ñèäîðîâà

P (u(x, 0)− u0(x)) = 0, P (ut(x, 0)− u1(x)) = 0. ✭✾✮

Óñëîâèå ✭✾✮ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì óñëîâèÿ ✃îøè äëÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òè✲
ïà ❬✼❪ è íå òðåáóåò ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè íà÷àëüíûõ ôóíêöèé êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ✳

Òåîðåìà ✸✳ Ïóñòü λ ∈ [λ1,+∞)✱ u0 ∈ B = H1
0 (Ω) ∩ L4(Ω) è u1 ∈ L2(Ω)✳ Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ ✭✶✶✮ u = u(x, t) òàêîå✱ ÷òî u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)∩L4(Ω)) è

u̇ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✳

✃îëè÷åñòâî áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ ãàëåðêèíñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñëåäóåò âûáèðàòü òàê✱ ÷òîáû
èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïîêðûâàëà ÿäðî îïåðàòîðà L✱ äëÿ ó÷åòà ýôôåêòà âûðîæäåííîñòè óðàâíå✲
íèÿ✳
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ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➚ðõèïîâ ➘✳ ➹✳✱ Õàáàõïàøåâ ➹✳ ➚✳ ❮îâîå óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ íåóïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåëèíåé✲
íûõ ëîêàëèçîâàííûõ âîëí â äèñïåðãèðóþùèõ ñðåäàõ ✴✴ Ïèñüìà â ➷ÝÒÔ✳ ✷✵✶✶✳ ✾✸✱ ➑ ✽✳ Ñ✳ ✹✻✾✕✹✼✷✳

✷✳ ➬àìûøëÿåâà ➚✳ ➚✳✱ ➪û÷êîâ ➴✳ ➶✳ Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ➪óññèíåñêà ✴✴
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➬àìûøëÿåâà ➚ëåíà ➚ëåêñàíäðîâíà
Þæíî✲Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðè✲

òåò✮ ✭ÞÓð➹Ó✭❮➮Ó✮✮
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➪û÷êîâ ➴âãåíèé ➶èêòîðîâè÷
Þæíî✲Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðè✲

òåò✮ ✭ÞÓð➹Ó✭❮➮Ó✮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❜②❝❤❦♦✈❡✈❅s✉s✉✳r✉



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✸✷✕✸✺

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✺
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➶ ➹❐➚➶❮❰➱ ×➚ÑÒ➮
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➚ííîòàöèÿ✳ ➮ññëåäóþòñÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ✱ ñî✲

äåðæàùèõ ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð â ãëàâíîé ÷àñòè✳ Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðå✲

øåíèÿìè ñèñòåìû ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì è ðåøåíèÿìè ïðåäåëüíîé ñèñòåìû✱ ïîëó÷àåìîé åñëè ïåðà✲

ìåòð ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ✳ Ïðåäñòàâëåíû êëàññû ñèñòåì✱ ïðè ñèíãóëÿðíîì âîçìóùåíèè êîòî✲

ðûõ ñîõðàíÿþòñÿ ñâîéñòâà ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íèõ äîïóñêàåòñÿ

ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé óæå ìåòîäàìè ðåãóëÿðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ìàëûé ïàðàìåòð✱ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå óðàâíåíèå✱ ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à✱

çàäà÷à ➘èðèõëå✱ çàäà÷à ✃îøè✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺❆✷✵

✶✳ ➶âåäåíèå✳ Ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæàùèõ ìàëûé ïàðàìåòð
✭âîçìóùåíèå✮ âîçíèêàåò âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîé ✭âîçìóùåííîé✮ çàäà✲
÷è è ïðåäåëüíîé ✭êîãäà ìàëûé ïàðàìåòð îáðàùàåòñÿ â íîëü✮✳ ➮íà÷å ãîâîðÿ✱ ìîæíî ëè èñõîäÿ èç
ðåøåíèÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è ïîëó÷èòü õîòÿ áû ïðèáëèæåííî ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è✳ ➴ñëè
âîçìóùåíèå íîñèò ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð✱ òî ýòî âîçìîæíî✳ ➶ ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå✱ íàïðèìåð äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ïàðàìåòðó â óðàâíåíèè
ìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ ïîðÿäêà âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî ê ñóùåñòâåííî✲
ìó ðàçëè÷èþ ñâîéñòâ ðåøåíèé îáåèõ çàäà÷✱ êàê ñëåäñòâèå íåâîçìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
ìåæäó íèìè✳ ➶ ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îáðàùåíèå â íîëü
ìàëîãî ïàðàìåòðà â ãëàâíîé ÷àñòè ìîæåò è íå èçìåíèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ✱ íî ïîìåíÿòü åãî òèï
è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ òàêèõ çàäà÷ ìîæíî îæèäàòü âåñüìà ðàçíîîáðàçíóþ êàðòèíó ❬✷✱✸❪✳ ➶ äàííîé
ðàáîòå âûäåëåíû äâà êëàññà ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ✱ äëÿ êîòîðûõ âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî ïàðàìåòðó✳

✷✳ ➬àäà÷à ✃îøè äëÿ ñèñòåì✱ ñâîäÿùèõñÿ ê óðàâíåíèÿì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà✳ Ðàñ✲
ñìîòðèì çàäà÷ó ✃îøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà✿

∂2ui

∂x2
−

n
∑

j=1

aij

(

ǫ
∂2uj

∂t2
+ α

∂uj

∂t

)

= 0, (1)

ui(x, 0, ǫ) = fi(x), (2)

∂ui

∂t
(x, 0, ǫ) = gi(x), i = 1, . . . , n, (3)

ãäå ui(x, t, ǫ) ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t > 0), fi(x) ∈ C1(R1), gi(x) ∈ C(R1), fi(x) è gi(x) àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìû íà R
1, α > 0, ǫ > 0 ✕ ìàëûé ïàðàìåòð✳

❰òíîñèòåëüíî ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ A = ‖aij‖ áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì ñëåäóþ✲
ùåå óñëîâèå✿
❆✮ detA 6= 0 è âñå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè ìàòðèöû A ïåðâîé ñòåïåíè✱ òîãäà å➻ æîðäàíîâà

ôîðìà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä ❬✶❪

A = T−1 diag{λ1, . . . , λn} T,

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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ïðè÷åì ñðåäè ÷èñåë λ1, . . . , λn ìîãóò áûòü ðàâíûå✱ íî âñå λi 6= 0. ➘îïîëíèòåëüíî áóäåì ïðåäïî✲
ëàãàòü✱ ÷òî âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíû ✭λi > 0✮✳

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ❆✮✱ íåâûðîæäåííîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ v̄ = T ū, ãäå ū(x, t, ǫ) ✕
âåêòîð✲ñòîëáåö èñêîìûõ ôóíêöèé

ū(x, t, ǫ) =











u1(x, t, ǫ)
u2(x, t, ǫ)

✳✳✳
un(x, t, ǫ)











çàäà÷à ✭✶✮ ✕ ✭✸✮ ðàñïàäàåòñÿ íà n íåçàâèñèìûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà✿

∂2vj

∂x2
− λj

(

ǫ
∂2vj

∂t2
+ α

∂vj

∂t

)

= 0, (4)

vj(x, 0, ǫ) = Fj(x), (5)

∂vj

∂t
(x, 0, ǫ) = Gj(x), (6)

çäåñü

F̄ (x) =











F1(x)
F2(x)
✳✳✳

Fn(x)











= T











f1(x)
f2(x)
✳✳✳

fn(x)











, Ḡ(x) =











G1(x)
G2(x)

✳✳✳
Gn(x)











= T











g1(x)
g2(x)
✳✳✳

gn(x)











.

➶âåäåíèåì íîâîé ïåðåìåííîé τ è íîâîé ôóíêöèè Vj(x, τ, ǫ) ïî ïðàâèëàì✿

τ =
t

√

λjǫ
, vj(x, t, ǫ) = Vj(x, τ, ǫ) exp

(

−
ατ

2

√

λj

ǫ

)

,

çàäà÷ó ✭✹✮ ✕ ✭✻✮ ïåðåïèøåì â âèäå✿

∂2Vj

∂x2
−

∂2Vj

∂τ2
+

α2λj

4ǫ
Vj = 0, (7)

Vj(x, 0, ǫ) = Fj(x),

∂Vj

∂τ
(x, 0, ǫ) =

√

λjǫGj(x) +
α

2

√

λj

ǫ
Fj(x).

Ñòàíäàðòíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ξ = τ−x, η = τ+x óðàâíåíèå ✭✼✮ ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó

∂2Wj

∂ξ∂η
−

α2λj

16ǫ
Wj = 0,

ñ óñëîâèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêå è ìîæåò áûòü ðåøåíî ìåòîäîì Ðèìàíà✳ ➶îçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì
ïåðåìåííûì ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✹✮ ✕ ✭✻✮

vj(x, t, ǫ) = exp

(

−
αt

2

)

{Fj

(

x− t√
λjǫ

)

+ Fj

(

x+ t√
λjǫ

)

2
+

+
1

2

t√
λjǫ
∫

− t√
λjǫ

[

J0

(

αi

2ǫ

√

t2 − λjǫξ2
)

(

√

λjǫGj(x− ξ) +
α

2

√

λj

ǫ
Fj(x− ξ)

)

+

+
1

i
J1

(

αi

2ǫ

√

t2 − λjǫξ2
)

·
α
√

λjt

2
√
ǫ
√

t2 − λjǫξ2
Fj(x− ξ)

]

dξ

}

,

çäåñü J0(ix) è
1

i
J1(ix) ✕ ôóíêöèè ➪åññåëÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà ìíèìîãî àðãóìåíòà✳
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Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ǫ→0+

vj(x, t, ǫ) =

√

λjα

2
√
πt

+∞
∫

−∞

exp

(

−
λjα(x− ξ)2

4t

)

Fj(ξ)dξ = v0j (x, t).

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ v0
j
(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðåäåëüíîé çàäà÷è ✭ò✳å✳ ǫ = 0✮

äëÿ ✭✹✮ ✕ ✭✻✮✱ íî äëÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâèå ✭✻✮ ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì✳ Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà ✶✳ ➴ñëè äëÿ ìàòðèöû A = ‖aij‖ çàäà÷è ✭✶✮ ✕ ✭✸✮ âûïîëíåíî óñëîâèå ❆✮✱ òî äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ǫ→0+

ū(x, t, ǫ) = lim
ǫ→0+

T−1v̄(x, t, ǫ) = T−1v̄0(x, t) = ū0(x, t),

ãäå ū0(x, t) ✕ ðåøåíèå ïðåäåëüíîé ñèñòåìû äëÿ ✭✶✮ ✕ ✭✸✮✳

➬àìå÷àíèå ✶✳ Òåîðåìà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñè✲
òåëüíî ìàòðèöû A = ‖aij‖. ➚ èìåííî✱ èçâåñòíî ✭ñì✳ ❬✶❪✮✳ ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû
A ðàçìåðíîñòè n ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ✱ ÷òî

TAT−1 =











λ1Eq1 +Nq1 0 0 . . . 0
0 λ2Eq2 +Nq2 0 . . . 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 0 . . . λµEqµ +Nqµ











= (8)

= diag{λ1Eq1 +Nq1 , λ2Eq2 +Nq2 , . . . , λµEqµ +Nqµ},

çäåñü q1+q2+ ·+qµ = n, èíäåêñ qi ïðè êâàäðàòíûõ ìàòðèöàõ Eqi ✭åäèíè÷íîé✮ èëè Nqi ✭æîðäàíîâ
íèëüïîòåíòíûé áëîê✮ îçíà÷àåò èõ ðàçìåðíîñòü qi,

Nqi =















0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0















, i = 1, . . . µ, N qi
qi

= Oqi .

Ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ✭✽✮ íàçûâàþò êàíîíè÷åñêîé æîðäàíîâîé ôîðìîé ìàòðèöû A, áëîêè
(λiEqi + Nqi) íàçûâàþò æîðäàíîâûìè ➽ÿùèêàìè➾✱ ÷èñëà λi íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè
ìàòðèöû A êðàòíîñòè qi, ïðè÷åì âñå λi 6= 0, åñëè detA 6= 0.

✸✳ ➬àäà÷à ➘èðèõëå äëÿ ñèñòåì✱ ñâîäÿùèõñÿ ê óðàâíåíèÿì ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà✳ Ðàñ✲
ñìîòðèì çàäà÷ó ➘èðèõëå â ïîëóïðîñòðàíñòâå t > 0 äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà

∂2ui

∂x2
1

+
∂2ui

∂x2
2

+
n
∑

j=1

aij

(

ǫ
∂2uj

∂t2
− α

∂uj

∂t

)

= 0, (9)

ui(x1, x2, 0, ǫ) = fi(x1, x2), i = 1, . . . , n, (10)

ãäå ui(x1, x2, t, ǫ) ∈ C2(t > 0)∩C(t > 0), fi(x1, x2) ∈ C(R2), fi(x1, x2) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû íà
R
2, α > 0, ǫ > 0 ✕ ìàëûé ïàðàìåòð✱ lim

(x1,x2,t)→∞
|ui(x1, x2, t| < +∞.

❰òíîñèòåëüíî ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ A = ‖aij‖ áóäåì ïðåäïîëàãàòü ✭êàê âûøå✮ âûïîëíåí✲
íûì óñëîâèå ❆✮✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå òîé æå çàìåíîé ïåðåìåííûõ v̄ = T ū çàäà÷à ✭✾✮ ✕ ✭✶✵✮ ðàñïàäàåòñÿ
íà n íåçàâèñèìûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

∂2vj

∂x2
1

+
∂2vj

∂x2
2

+ λj

(

ǫ
∂2vj

∂t2
− α

∂vj

∂t

)

= 0, (11)

vj(x1, x2, 0, ǫ) = Fj(x1, x2). (12)
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➶âåäåíèåì íîâûõ ïåðåìåííûõ ïî ïðàâèëàì✿

τ =
t

√

λjǫ
, vj(x1, x2, t, ǫ) = Vj(x1, x2, τ, ǫ) exp

(

ατ

2

√

λj

ǫ

)

,

çàäà÷ó ✭✶✶✮ ✕ ✭✶✷✮ ïåðåïèøåì â âèäå✿

∂2Vj

∂x2
1

+
∂2Vj

∂x2
2

+
∂2Vj

∂t2
−

α2λj

4ǫ
Vj = 0, Vi(x1, x2, 0, ǫ) = Fj(x1, x2).

Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó ìåòîäîì ôóíêöèè ➹ðèíà è âåðíóâøèñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì✱ ïîëó÷èì ðå✲
øåíèå çàäà÷è ✭✶✶✮ ✕ ✭✶✷✮✿

vj(x1, x2, t, ǫ) =
λjt

4π

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Fj(y1, y2)
2ǫ+ α

√

λjǫ
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
)

+ t2

(
√

λjǫ
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
)

+ t2
)3

·

· exp







−
αλj

(

(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2
)

2
(

t+
√

λjǫ
(

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
)

+ t2
)







dy1dy2,

ïðè÷åì
lim
ǫ→0+

vj(x1, x2, t, ǫ) =

=
αλj

4πt

+∞
∫

−∞

+∞
∫

−∞

Fj(y1, y2) exp

(

−
αλj

4t

(

(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2
)

)

dy1dy2 = v0j (x1, x2, t).

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ v0
j
(x1, x2, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðåäåëüíîé çàäà÷è äëÿ ✭✶✶✮

✕ ✭✶✷✮✳ ➮òàê✱ äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà ✷✳ ➴ñëè äëÿ ìàòðèöû A = ‖aij‖ çàäà÷è ✭✾✮ ✕ ✭✶✵✮ âûïîëíåíî óñëîâèå ❆✮✱ òî äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ǫ→0+

ū(x1, x2, t, ǫ) = lim
ǫ→0+

T−1v̄(x1, x2, t, ǫ) = T−1v̄0(x1, x2, t) = ū0(x1, x2, t),

ãäå ū0(x1, x2, t) ✕ ðåøåíèå ïðåäåëüíîé ñèñòåìû äëÿ ✭✾✮ ✕ ✭✶✵✮✳

➬àìå÷àíèå ✷✳ ➬àäà÷à ✭✾✮ ✕ ✭✶✵✮ äîïóñêàåò áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó äëÿ óðàâíåíèÿ

∆ui +

n
∑

j=1

aij

(

ǫ
∂2uj

∂t2
− α

∂uj

∂t

)

= 0,

çäåñü ∆ ✕ îïåðàòîð ❐àïëàñà✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➹àíòìàõåð Ô✳ Ð✳ Òåîðèÿ ìàòðèö✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✽✳ ✺✺✷ ñ✳

✷✳ ➬àõàðîâà ➮✳ ➶✳ ❰ íåêîòîðûõ çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè✱ ñîäåðæàùèõ ìàëûé
ïàðàìåòð â ãëàâíîé ÷àñòè ✴✴ ➮òîãè íàóêè è òåõíèêè✳ Ñåðèÿ✿ Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ✳
Òåìàòè÷åñêèå îáçîðû✳ ✷✵✷✵✳ ✶✽✸✳ Ñ✳ ✻✶✕✼✷✳

✸✳ ßíóøàóñêàñ ➚✳ ➮✳❰ çàâèñÿùèõ îò ìàëîãî ïàðàìåòðà óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ✴✴ Ñáîðíèê
íàó÷íûõ òðóäîâ✳ ➮ðêóòñê ✿ ➮ðêóò✳ óí✲ò✱ ✶✾✾✵✳ Ñ✳ ✾✹✕✶✵✸✳

➬àõàðîâà ➮ðèíà ➶àëåíòèíîâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ③❛✐r❅♠❛t❤✳✐s✉✳r✉

Ôàëàëååâ ❒èõàèë ➶àëåíòèíîâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ♠✈❢❛❧❛❧❡❡✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✸✻✕✸✾

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✺✼

➚❮➚❐➮Ò➮×➴Ñ✃➮➴ ➮ ×➮Ñ❐➴❮❮Û➴ Ð➴Ø➴❮➮ß Ñ ❮Ó❐➴➶Û❒

ÔÐ❰❮Ò❰❒ Ï➚Ð➚➪❰❐➮×➴Ñ✃❰➱ Ñ➮ÑÒ➴❒Û Ð➴➚✃Ö➮ß✲➘➮ÔÔÓ➬➮ß

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➚✳ ❐✳ ✃➚➬➚✃❰➶✱ ❐✳ Ô✳ ÑÏ➴➶➚✃

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñ íóëåâûì ôðîíòîì äëÿ íåëèíåéíîé

âûðîæäàþùåéñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû òèïà ðåàêöèÿ ✕ äèôôóçèÿ✳ Ñôîðìóëèðîâàíû äâå òåî✲

ðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé èñêîìîãî âèäà â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé✳

Ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû✱ êîòîðîå óäàëîñü çàïèñàòü â êâàäðàòóðàõ✳ Ïðåäëîæåí ïîäõîä

ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ✱ îñíîâàííûé íà ìåòîäå êîëëîêàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç✲

ëîæåíèÿ ïî ðàäèàëüíûì áàçèñíûì ôóíêöèÿì✳ ➶ûïîëíåíû èëëþñòðèðóþùèå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íåëèíåéíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà✱ âûðîæäåíèå✱ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ✱

òî÷íîå ðåøåíèå✱ ìåòîä êîëëîêàöèé✱ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺✃✹✵✱ ✸✺✃✺✼

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➘ëÿ íåêîòîðûõ òåïëîâûõ✱ äèôôóçèîííûõ è ôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ❬✶✱ ✷❪
ñâîéñòâåííî ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà ✭ïðèìåñåé✮ ñ îãðàíè÷åííîé ñêîðîñòüþ✳ ❰ïèñàòü ïîäîáíûé
ýôôåêò✱ èñïîëüçóÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ❬✾❪✱ êàê èçâåñòíî✱ íåëüçÿ✳ ➘ëÿ
ýòîãî èíîãäà ïðèìåíÿþò óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ❬✽❪✱ îäíàêî îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü
äîëæíóþ àäåêâàòíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ✳ ➶îçìîæíûì ðåøåíèåì äàí✲
íîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíûõ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî
òèïà ❬✻✱ ✶✶❪✱ à òàêæå èõ ñèñòåì ❬✶✵❪✱ íàèáîëåå ïðîñòîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ➽ðåàêöèÿ✲
äèôôóçèÿ➾✱ èìåþùàÿ âèä

Ut = [Φ1(U)]xx +Ψ1(U, V ), Vt = [Φ2(V )]xx +Ψ2(V,U), ✭✶✮

ãäå t, x ✕ íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå❀ U(t, x)✱ V (t, x) ✕ èñêîìûå âåëè÷èíû❀ ôóíêöèè Φi,Ψi✱ i =
1, 2✱ èçâåñòíû è îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå✱ ÷òî Φ′

1
(0) =

Φ′
2
(0) = Ψ1(0, 0) = Ψ2(0, 0) = 0.

✷✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ ➪óäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè Φ1(U) è Φ2(V ) ñòðîãî ìîíîòîííûìè è ñäå✲
ëàåì â ñèñòåìå ✭✶✮ çàìåíó u = Φ′

1
(U), v = Φ′

2
(V )✱ â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ñèñòåìà ✭✶✮ ïðèìåò âèä

ut = uuxx +A(u)u2x + F (u, v), vt = vvxx +B(v)v2x +G(v, u). ✭✷✮

➶ûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé A,B, F,G íå ïðèâîäÿòñÿ èç✲çà ãðîìîçäêîñòè✳ Ñóùåñòâåííî ëèøü òî✱
÷òî îíè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè✿ A(0) > 0, B(0) > 0, F (0, 0) = G(0, 0) = 0✳

➘ëÿ ñèñòåìû ✭✷✮ ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ✿

u|x=a(t) = f(t), v|x=b(t) = g(t), ✭✸✮

ãäå a(t), b(t), f(t), g(t) ✕ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè✱ óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ a(0) = b(0) =
f(0) = g(0) = 0✳

➬àäà÷à ✭✷✮✱ ✭✸✮ ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ✭ñì✳ íèæå✮ èìååò ðåøå✲
íèÿ✱ îïèñûâàþùèå âîçìóùåíèÿ✱ ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïî íóëåâîìó ôîíó ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ
✭äèôôóçèîííûå âîëíû✮✳ Ðàíåå ïîäîáíûå ïîñòàíîâêè ðàññìàòðèâàëèñü â îñíîâíîì äëÿ îäèíî÷íûõ
óðàâíåíèé ❬✸✱✼❪✱ à òàêæå äëÿ ñèñòåìû ✭✷✮ â ñïåöèàëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ❬✺❪✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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✸✳ Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ✳ ➘ëÿ çàäà÷è ✭✷✮✱ ✭✸✮ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû ñóùåñòâî✲
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü äëÿ çàäà÷è ✭✷✮✱ ✭✸✮ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ✿

✶✮ f, g ≡ 0❀
✷✮ a, b è A,B, F,G ✕ àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè t = 0 è u = v = 0 ñîîòâåòñòâåííî❀
✸✮ A(0), B(0) > 0✱ F (0, v) = G(u, 0) = 0❀
✹✮ a(0) = b(0) = 0✱ a′(0) · b′(0) > 0✳

Òîãäà çàäà÷à ✭✷✮✱ ✭✸✮ èìååò åäèíñòâåííîå êóñî÷íî✲àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå òèïà äèôôóçèîííîé
âîëíû✳

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü äëÿ çàäà÷è ✭✷✮✱ ✭✸✮ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ✿

✶✮ a, b ≡ 0❀
✷✮ f, g è A,B, F,G ✕ àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè t = 0 è u = v = 0 ñîîòâåòñòâåííî❀
✸✮ A(0), B(0) > 0✱ F (0, 0) = G(0, 0) = 0❀
✹✮ f(0) = g(0) = 0✱ f ′(0) > 0, g′(0) > 0❀
✺✮ (ux|x=0) · (vx|x=0) > 0✳

Òîãäà ïðè âûáîðå çíàêîâ âåëè÷èí ux|x=0✱ vx|x=0 çàäà÷à ✭✷✮✱ ✭✸✮ èìååò åäèíñòâåííîå êóñî÷íî✲
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå òèïà äèôôóçèîííîé âîëíû✳

➘îêàçàòåëüñòâà òåîðåì âåñüìà îáúåìíûå è çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî òåîðåìà ✷ áûëà
äîêàçàíà ïðè ó÷àñòèè ê✳ô✳✲ì✳í✳ Ï✳➚✳ ✃óçíåöîâà✳

✹✳ Òî÷íîå ðåøåíèå✳ Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîñòðîåíèè òî÷íûõ ðåøåíèé ñ íóëåâûì ôðîíòîì
äëÿ ñèñòåìû ✭✷✮ â ñëó÷àå ñòåïåííûõ íåëèíåéíîñòåé✳ Ïóñòü A(u) = 1/σ, B(v) = 1/δ✱ F (u, v) =
α1u+ α2v, G(v, u) = β1u+ β2v✱ α1,2, β1,2, σ, δ ∈ R, σ, δ > 0✳ Òîãäà ✭✷✮ ïðèìåò âèä

ut = uuxx +
1

σ
u2x + α1u+ α2v, vt = vvxx +

1

δ
v2x + β1u+ β2v. ✭✹✮

Ñ ó÷åòîì âûáîðà ôóíêöèé F è G ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u = ϕ1(x) + ψ1(t), v = ϕ2(x) + ψ2(t). ✭✺✮

ïîäñòàâèì ✭✺✮ â ñèñòåìó ✭✹✮✳ ❰ïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè✱ çàïèøåì èòîãîâûé âèä ðåøåíèÿ

u∗(t, x) = µ1R
2 [ñ❤(λt) + ηs❤(λt)]− µ1(x+R)2, v∗(t, x) =

µ2R
2

η
[s❤(λt) + η❝❤(λt)]− µ2(x+R)2, ✭✻✮

ãäå R 6= 0 ✕ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà✱

λ2 = α2β1 > 0, µ1 =
1

4
3

√

σ2δα2

2
β1, µ2 =

1

4
3

√

σδ2α2β
2

1
, η = 6

√

δ2α2

σ2β1
. ✭✼✮

✺✳ ×èñëåííîå ðåøåíèå✳ ❮åñìîòðÿ íà òî✱ ÷òî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ âûøå òåîðåì êîí✲
ñòðóêòèâíû✱ ïîñòðîåííûå â íèõ ðåøåíèÿ íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð ñ íåèçâåñòíîé â îáùåì ñëó÷àå
îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè✳ ➶ ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
✭✷✮✱ ✭✸✮ íà çàäàííîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè✳
Ïóñòü f, g ≡ 0✱ a′(0) > 0✱ b′(0) > 0✱ ò✳å✳ óñëîâèÿ ✭✸✮ èìåþò âèä

u|x=a(t) = 0, v|x=b(t) = 0.

Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè b(t) > a(t) äëÿ âñåõ t > 0✳
Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è íà çàäàííîì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ] áóäåì ñòðîèòü ïî øàãàì✳ ❮à

êàæäîì øàãå t = tk = kh✱ ãäå h ✕ ðàçìåð øàãà✱ ðåøåíèå ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ✳
Ýòàï ✶✳ ❮à îòðåçêå x ∈ [a(tk), b(tk)]✱ ãäå u = 0✱ ðåøàåì çàäà÷ó✱ ñîîòâåòñòâóþùóþ âòîðîìó

óðàâíåíèþ ñèñòåìû ✭✷✮
vxx = [vt −B(v)v2x −G(v, 0)]/v,

v|x=b(tk)
= 0, ✭✽✮

vx|x=b(tk)
= −b′(tk)/B(0). ✭✾✮
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Óñëîâèå ✭✾✮ ñëåäóåò èç ✭✽✮ è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ✭✷✮✳
Ýòàï ✷✳ ❮à îòðåçêå x ∈ [0, a(tk)] ðåøàåì çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû✿

uxx = [ut −A(u)u2x − F (u, v)]/u, vxx = [vt −B(v)v2x −G(v, u)]/v, ✭✶✵✮

u|x=a(tk)
= 0, v|x=a(tk)

= v(1)(tk, a(tk)), ✭✶✶✮

ux|x=a(tk)
= −

a′(tk)−
√

(a′(tk))2 − 4A(0)F (0, v(1)(tk, a(tk)))

2A(0)
, vx|x=a(tk)

= v(1)x (a(tk, tk)). ✭✶✷✮

➬äåñü v(1)(tk, x) ✕ ðåøåíèå✱ ïîëó÷åííîå íà ýòàïå ✶✳ ➹ðàíè÷íîå óñëîâèå íà ux â ✭✶✷✮ ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ ✭✶✶✮ è ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ✭✷✮✳

Ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé Ïóàññîíà íà îáîèõ ýòàïàõ çàâèñÿò îò èñêîìûõ ôóíêöèé✱
ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ èòåðàöèîííî✱ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîëëîêàöèé è àïïðîêñèìàöèè ïðàâûõ ÷àñòåé
óðàâíåíèé ðàäèàëüíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè✳ ➮òåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà íå ïðèâîäèòñÿ çäåñü
èç✲çà ãðîìîçäêîñòè✳

✻✳ Ïðèìåð✳ ➶åðèôèêàöèþ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ïðîâåäåì ñðàâíåíèåì ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ
ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ✭✻✮✳

Ïóñòü â ñèñòåìå ✭✹✮ α2 = β1 = 1✱ σ = 8, δ = 3.375✳ Òîãäà ïðè R = 1 èìååì✿ λ = 1✱ µ1 = 1.5, µ2 =
1.125✱ α1 = 3, β2 = 2.25, η = 0.75✳ Òî÷íîå ðåøåíèå ✭✻✮ ïðèìåò âèä

u = 1.3125et + 0.1875e−t − 1.5(x+ 1)2, ✭✶✸✮

v = 1.3125et − 0.1875e−t − 1.125(x+ 1)2, ✭✶✹✮

0 6 x 6 a(t) =
√
0.875et + 0.125e−t − 1✳

❮åèçâåñòíàÿ àïðèîðè ôóíêöèÿ b(t) è ôóíêöèÿ v(t, x)✱ a(t) < x < b(t)✱ áûëè íàéäåíû ÷èñëåííî
â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èíèöèèðîâàíèè âîëíû ❬✹❪✱ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷íîìó ðåøåíèþ
✭✶✸✮✱ ✭✶✹✮✳

❰òìåòèì✱ ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå íå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ ✸ òåîðåìû ✶✳
Òåì íå ìåíåå✱ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò êîððåêòíî✳ ❮à ðèñ✳ ✶ ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ãðàôè✲
êîâ ÷èñëåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé â ìîìåíò âðåìåíè t = 1✳ Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò äîñòàòî÷íî
õîðîøóþ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ✳
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Ðèñ✳ ✶✳ Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ïðè t = 1✿ ✶ ✕ ôóíêöèÿ u✱ ÷èñëåííîå❀ ✷ ✕
ôóíêöèÿ u✱ òî÷íîå❀ ✸ ✕ ôóíêöèÿ v✱ ÷èñëåííîå❀ ✹ ✕ ôóíêöèÿ v✱ òî÷íîå❀ ✺ ✕ ôóíêöèÿ v✱ a(t) < x <

b(t)✱ ÷èñëåííîå✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➪àðåíáëàòò ➹✳ ➮✳✱ ➴íòîâ ➶✳ ❒✳✱ Ðûæèê ➶✳ ❒✳ Òåîðèÿ íåñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè æèäêîñòè è ãàçà✳
❒✳ ✿ ❮åäðà✱ ✶✾✼✷✳

✷✳ ➬åëüäîâè÷ ß✳ ➪✳✱ Ðàéçåð Þ✳ Ï✳ Ôèçèêà óäàðíûõ âîëí è âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ÿâëåíèé✳ ❒✳ ✿ Ôèçìàòëèò✱ ✶✾✻✻✳
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✺✳ ✃àçàêîâ ➚✳ ❐✳✱ Ñïåâàê ❐✳ Ô✳ Ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé âûðîæäàþùåéñÿ ñèñòåìû ðåàêöèÿ ✕ äèôôóçèÿ
òèïà äèôôóçèîííûõ âîëí ñ äâóìÿ ôðîíòàìè ✴✴ Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà è òåõíè÷åñêàÿ ôèçèêà✳ ✷✵✷✷✳
✻✸✱ ➑ ✻✳ Ñ✳ ✶✵✹✕✶✶✺✳

✻✳ Ñàìàðñêèé ➚✳ ➚✳✱ ➹àëàêòèîíîâ ➶✳ ➚✳✱ ✃óðäþìîâ Ñ✳ Ï✳✱ ❒èõàéëîâ ➚✳ Ï✳ Ðåæèìû ñ îáîñòðåíèåì â
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✽✳ ×åòâåðóøêèí ➪✳ ❮✳✱ ❰ëüõîâñêàÿ ❰✳ ➹✳✱ ➹àñèëîâ ➶✳ ➚✳ ßâíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíå✲
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✳ ✷✵✷✷✳ ✸✹✱ ➑ ✶✷✳ Ñ✳ ✸✕✶✾✳
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s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✴✴ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✳ ✷✵✶✸✳ ✽✽✳ Ñ✳ ✵✹✷✾✷✺✳

✶✶✳ ❱❛③q✉❡③ ❏✳ ▲✳ ❚❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥✿ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r②✳ ❖①❢♦r❞ ✿ ❈❧❛r❡♥❞♦♥ Pr❡ss✱ ✷✵✵✼✳

✃àçàêîâ ➚ëåêñàíäð ❐åîíèäîâè÷
➮íñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ èì✳ ➶✳ ❒✳ ❒àòðîñîâà Ñ❰ Ð➚❮ ✭➮➘ÑÒÓ Ñ❰

Ð➚❮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛③❛❦♦✈❅✐❝❝✳r✉

Ñïåâàê ❐åâ Ôðèäðèõîâè÷
➮íñòèòóò ìàøèíîâåäåíèÿ èì✳ Ý✳ Ñ✳ ➹îðêóíîâà Óð❰ Ð➚❮ ✭➮▼àø Óð❰ Ð➚❮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❧❢s❅✐♠❛❝❤✳✉r❛♥✳r✉
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå ñ âåêòîðíûì ïàðàìåòðîì✳ Òåî✲

ðåìà î íåÿâíîì îïåðàòîðå íå âûïîëíÿåòñÿ✱ òàê êàê îïåðàòîð â ãëàâíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íå ÿâ✲

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì â çàäàííîé òî÷êå✳ ➘îêàçàííàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìàëîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå â íåêîòîðîé îáëàñòè✱ êîòîðàÿ

íàçâàíà ñåêòîðèàëüíîé îêðåñòíîñòüþ íóëÿ✳ Ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðîì✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî✱ íåëèíåéíûé îïåðàòîð✱ îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå✱ ñóùå✲

ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ✱ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✼❏✾✾

Ïóñòü X✱ Y ✕ áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà✱ Λ ✕ ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî✳ Ðàññìàòðè✲
âàåòñÿ íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

F (x, λ) = 0, ✭✶✮

ãäå F : X × Λ → Y ✳
❰ïåðàòîð F ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî x è λ✱ ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F (0, 0) = 0✳ ❮èæå ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ✱ ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàëîå íåïðåðûâíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✶✮ òàêîå✱ ÷òî x(0) = 0✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳ ➪óäåì ãîâîðèòü✱ ÷òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî S ⊂ Λ ✕ ñåêòîðèàëüíàÿ îêðåñò✲
íîñòü òî÷êè 0 ∈ Λ✱ åñëè 0 ∈ ∂S✱ ãäå ∂S ✕ ãðàíèöà ìíîæåñòâà S✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî îïåðàòîð F (x, λ) èìååò ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó✱ íåïðå✲
ðûâíóþ ïî x è λ â îêðåñòíîñòè íóëÿ✱ è ïóñòü âûïîëíåíà îöåíêà✿

‖F−1

x (0, λ)‖ = O
( 1

a(λ)

)

äëÿ ∀λ ∈ S, ✭✷✮

ãäå a(λ) íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë✱ a(λ) : S → R+❀ a(0) = 0 ✭ò✳ å✳ lim
S∋λ→0

a(λ) = 0✮❀ S ✕ ñåêòîðè✲

àëüíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ✳
➬àìåòèì✱ ÷òî ñòàíäàðòíàÿ òåîðåìà î íåÿâíîì îïåðàòîðå â äàííîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ïðè✲

ìåíåíà✱ òàê êàê îïåðàòîð Fx(0, 0) íå èìååò îãðàíè÷åííîãî îáðàòíîãî ✭ñì✳ îöåíêó ✭✷✮✮✳
➶ ðàáîòå ❬✻❪ áûëè âûäåëåíû êëàññû óðàâíåíèé✱ êîãäà ïðè âûïîëíåíèè îöåíêè âèäà ✭✷✮ óðàâíå✲

íèå ✭✶✮ ïðèâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ✱ èìåþùåìó åäèíñòâåííîå ìàëîå ðåøåíèå✱ ñóùå✲
ñòâîâàíèå êîòîðîãî ìîæíî äîêàçàòü✱ èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé✱ è ïîñòðîèòü
àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé✳ Ðÿä ðåçóëüòàòîâ✱ ïðî✲
äîëæàþùèõ ýòî èññëåäîâàíèå✱ ïðåäñòàâëåí â ðàáîòàõ ❬✶✕✺❪✳
Ïóñòü r ✕ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è S ✕ ñåêòîðèàëüíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ✳ ➶âåäåì ìíîæåñòâî✿

Ω = {(x, λ) ∈ X × Λ, ‖x‖ 6 a(λ)r, λ ∈ S}.

❰ïðåäåëåíèå ✷✳ ➴ñëè íàéäóòñÿ ÷èñëà r0 ∈ (0, r] è ε > 0 òàêèå✱ ÷òî èç âñåõ ìàëûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ ✭✶✮✱ îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè Ω✱ òîëüêî îäíî ðåøåíèå x∗(λ) ïîïàäàåò â îáëàñòü

Ω0 = {(x, λ) ∈ X × Λ, ‖x‖ 6 a(λ)r0, λ ∈ S, 0 < ‖λ‖ < ε},

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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òî ðåøåíèå x∗(λ) áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ✭✶✮ â îáëàñòè S✱ íåïðåðûâ✲
íûì â òî÷êå λ = 0 ✭äàëåå êðàòêî ➽ìèíèìàëüíîé íåïðåðûâíîé âåòâüþ➾✮✳

➘àëåå äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✮ ïðèâåäåíà òåîðåìà✱ óñëîâèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíîé íåïðåðûâíîé âåòâè â ñåêòîðèàëüíîé îêðåñòíîñòè íóëÿ S0 ⊆ S ⊂ Λ✳

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü â îáëàñòè Ω âûïîëíåíû óñëîâèÿ✿
1) îïåðàòîð F (x, λ) íåïðåðûâåí ïî x è λ è èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå Fx(x, λ)✱ íåïðå✲
ðûâíóþ ïî x è λ❀
2) F (0, 0) = 0❀ îïåðàòîð Fx(0, λ) íåïðåðûâíî îáðàòèì ïðè ∀λ ∈ S íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Y ✱
ïðè÷åì ïðè S ∋ λ → 0 èìååò ìåñòî îöåíêà ✭✷✮❀
3) íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà L > 0✱ ÷òî äëÿ êàæäîãî λ ∈ S ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî✿

‖Fx(x, λ)− Fx(0, λ)‖ 6 L‖x‖;

4) èìååò ìåñòî îöåíêà

‖F (0, λ)‖ = o(a2(λ))

ïðè S ∋ λ → 0✳
Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî r0 ∈ (0, r] è ñåêòîðèàëüíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ S0 ⊆ S òàêèå✱ ÷òî äëÿ

êàæäîãî λ ∈ S0 óðàâíåíèå ✭✶✮ èìååò â øàðå ‖x‖ 6 a(λ)r0 ìèíèìàëüíóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü
x(λ) → 0 ïðè S0 ∋ λ → 0✱ êîòîðóþ ìîæíî ïîñòðîèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå✲
íèé✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå ✭✶✮ â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

x = x− F−1

x (0, λ)F (x, λ),

êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ∀λ ∈ S â ñèëó îöåíêè ✭✷✮ è ñäåëàåì çàìåíó x = a(λ)V ✱ ãäå a(λ) ✕
ôóíêöèîíàë èç ✭✷✮✳ Ïîëó÷èì

V = V −
1

a(λ)
F−1

x (0, λ)F (a(λ)V, λ).

❰áîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ Φ(V, λ)

V = Φ(V, λ). ✭✸✮

➘ëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü✱ ÷òî ñóùåñòâóþò ñåêòîðèàëüíàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ
S0 ⊆ S è ÷èñëî 0 < r0 6 r òàêèå✱ ÷òî äëÿ ∀λ ∈ S0 â øàðå ‖V ‖ 6 r0 ê óðàâíåíèþ ✭✸✮ ïðèìåíèì
ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé✳
Òîãäà íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé óðàâíåíèå ✭✸✮ äëÿ ∀λ ∈ S0 â øàðå

‖V ‖ 6 r0 èìååò åäèíñòâåííîå ìàëîå ðåøåíèå✱ êîòîðîå ìîæíî ñòðîèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé ïî ôîðìóëå

Vn = Φ(Vn−1, λ), ✭✹✮

ñõîäÿùèìñÿ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè V0 èç øàðà ‖V0‖ 6 r0✱ â òîì ÷èñëå ïðè V0 = 0✳
Òîãäà èñêîìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✸✮ V∗ = lim

n→∞
Vn✱ à x∗ = a(λ)V∗ áóäåò ìàëûì ðåøåíèåì óðàâ✲

íåíèÿ ✭✶✮✳ Ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî óðàâíåíèå ✭✶✮ êðîìå x∗ ìîæåò èìåòü è äðóãèå ìàëûå ðåøåíèÿ✳
�

Ïðèìåð ✶✳ Ïîêàæåì✱ ÷òî óðàâíåíèå

F (x, λ) ≡

1
∫

0

tsx(s) ds+ λx(t)−

1
∫

0

x3(s) ds− f(t, λ) = 0,

ãäå x(t) ∈ C[0,1]✱ f(t, λ) = m(t)λn✱ m(t) ∈ C[0,1]✱ n > 2✱ S ✕ ñóòü ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ✱
èìååò íåïðåðûâíîå ïðè t ∈ [0, 1] ðåøåíèå xλ(t) → 0 ïðè S ∋ λ → 0✳



✹✷ Ð✳ Þ✳ ❐➴❰❮ÒÜ➴➶

Ðåøåíèå✳ ➘èôôåðåíöèàë Ôðåøå áóäåò èìåòü âèä✿

Fx(x, λ)h =

1
∫

0

tsh(s) ds+ λh(t)− 3

1
∫

0

x2(s)h(s) ds.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåì✱ îöåíêà íà íîðìó îïåðàòîðà F−1
x (0, λ) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëî✲

âèþ ✭✷✮✳ ❮àéäåì F−1
x (0, λ)✳ ➘ëÿ ýòîãî ðàçðåøèì óðàâíåíèå

1
∫

0

tsh(s) ds+ λh(t) = f(t) ✭✺✮

îòíîñèòåëüíî h(t)✱ ãäå
1

∫

0

ts[·] ds+ λ[·] ≡ Fx(0, λ).

➶ûíåñåì ìíîæèòåëü t çà çíàê èíòåãðàëà è ââåäåì îáîçíà÷åíèå✿

1
∫

0

s · h(s) ds = C1. ✭✻✮

Òîãäà èç ✭✺✮ ïîëó÷èì✿

h(t) =
1

λ
(f(t)− tC1).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ h(t) â ðàâåíñòâî ✭✻✮✱ ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî C1✱ ïîñëå ðàçðåøåíèÿ êîòîðîãî ïîëó÷èì✿

C1 =
3

3λ+ 1

1
∫

0

sf(s) ds.

Òîãäà îïåðàòîð F−1
x (0, λ) èìååò âèä✿

F−1

x (0, λ)f =
f(t)

λ
−

3t

(3λ+ 1)λ

1
∫

0

sf(s) ds.

Ñëåäîâàòåëüíî✱ îöåíêà ✭✷✮ âûïîëíÿåòñÿ✿

‖F−1

x (0, λ)‖ = O

(

1

|λ|

)

ïðè λ → 0, λ 6= 0.

Òåïåðü ïðîâåðèì✱ ÷òî âûïîëíåíû îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû ✶✿
✶✮ îïåðàòîð F (x, λ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî x è λ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ ‖x‖ 6 r✱

|λ| < ρ✳ Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå Fx(x, λ) òîæå íåïðåðûâíà ïî x è λ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ
‖x‖ 6 r✱ |λ| < ρ❀
✷✮ îïåðàòîð Fx(0, λ) íåïðåðûâíî îáðàòèì â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ✱ è èìååò

ìåñòî îöåíêà ✭✷✮❀
✸✮ èç ñëåäóþùåé îöåíêè✿

‖Fx(x, λ)h− Fx(0, λ)h‖ = ‖3

1
∫

0

x2(s)h(s) ds‖ 6 3r‖x‖‖h‖,

ãäå ‖x‖ 6 r✱ ñëåäóåò✱ ÷òî

‖Fx(x, λ)− Fx(0, λ)‖ 6 3r‖x‖;

✹✮ ‖F (0, λ)‖ = ‖f(t, λ)‖ = ‖m(t)λn‖ = ‖m(t)‖|λ|n✱ ãäå n > 2✳
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Ñëåäîâàòåëüíî✱ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ✶✱ ÷òî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü✱ ÷òî äàííîå óðàâ✲
íåíèå èìååò ðåøåíèå x(λ) → 0 ïðè λ → 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ 0 < |λ| < r0✳
Ýòî ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä x = λV ✱ ãäå V (λ) ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé
ïðè íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè V0 = 0✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ❐åîíòüåâ Ð✳ Þ✳✱ Ñèäîðîâ ❮✳ ➚✳ Óíèôîðìèçàöèÿ è ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé íåëè✲
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ âåêòîðíûì ïàðàìåòðîì ✴✴ ➮çâåñòèÿ ➮ðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳
Ñåðèÿ ❒àòåìàòèêà ✷✵✶✶✳ ✹✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✶✶✻✕✶✷✸✳

✷✳ ❐åîíòüåâ Ð✳ Þ✳ ❰ ðåøåíèÿõ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ✴✴ ➶åñòíèê ➪ó✲
ðÿòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳ ❒àòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà✳ ✷✵✵✾✳ ➑ ✾✳ Ñ✳ ✼✼✕✽✸✳

✸✳ ❐åîíòüåâ Ð✳ Þ✳ ❰ ðåøåíèÿõ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ✴✴ ❮àóêà â âóçàõ✿
ìàòåìàòèêà✱ ôèçèêà✱ èíôîðìàòèêà✳ Ïðîáëåìû âûñøåãî è ñðåäíåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ✿
òð✳ ❒åæäóíàð✳ êîíô✳✳ ❒✳ ✿ ÐÓ➘❮✱ ✷✵✵✾✳ Ñ✳ ✷✼✻✕✷✼✽✳

✹✳ ❐åîíòüåâ Ð✳Þ✳ ➮òåðàöèîííûå ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñåêòîðèàëüíûõ îáëà✲
ñòÿõ ✴✴ Òåçèñû äîêëàäîâ ❒åæäóíàðîäíîãî íàó÷íîãî ñåìèíàðà ïî îáðàòíûì è íåêîððåêòíî ïîñòàâëåí✲
íûì çàäà÷àì✳✳ ❒✳ ✿ ÐÓ➘❮✱ ✷✵✶✺✳ Ñ✳ ✶✶✻✳

✺✳ ❐åîíòüåâ Ð✳ Þ✳ ❰ ìàëûõ ðåøåíèÿõ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ñ âåêòîðíûì ïàðàìåòðîì ✴✴
❒àòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå åñòåñòâåííî✲íàó÷íûõ è ñîöèàëüíûõ ïðîáëåì ✿ ìàòå✲
ðèàëû ❳■■ ❒åæäóíàð✳ íàó÷✳✲òåõí✳ êîíô✳ ìîë✳ ñïåöèàëèñòîâ✱ àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ✳✳ Ïåíçà ✿ ➮çä✲âî
Ï➹Ó✱ ✷✵✶✽✳ Ñ✳ ✽✵✕✽✸✳

✻✳ Ñèäîðîâ ❮✳ ➚✳❒èíèìàëüíûå âåòâè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è àñèìïòîòè÷åñêèå ðåãóëÿðèçàòîðû
✴✴ ❮åëèíåéíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è✳ ✷✵✵✹✳ ➑ ✶✹✳ Ñ✳ ✶✻✶✕✶✻✹✳

❐åîíòüåâ Ðîìàí Þðüåâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ r♦♠❛♥✐s✉❅②❛✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✹✹✕✹✼

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✱ ✺✶✳✼✷

➹➚❒➮❐ÜÒ❰❮❰➶ Ô❰Ð❒➚❐➮➬❒ ➘❐ß ➷➴ÑÒ✃➮Õ ➮ ❒ß➹✃➮Õ
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➚ííîòàöèÿ✳ Ïîñòðîåíà ãàìèëüòîíîâà òåîðèÿ äëÿ êîëëåêòèâíûõ ïðîäîëüíî ïîëÿðèçîâàííûõ
ìÿãêèõ âîçáóæäåíèé íåàáåëåâîé ïëàçìû✱ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîé öâåòîçà✲
ðÿæåííîé ÷àñòèöåé✳ Ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ñêîáêè ❐è ✕ Ïóàññîíà íà ñëó÷àé ñïëîøíîé ñðåäû ñ
áîçîííûìè íîðìàëüíûìè ïîëåâûìè ïåðåìåííûìè a a

k è a∗a

k ✱ è íåàáåëåâûì öâåòíûì çàðÿäîì Qa è
ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ➹àìèëüòîíà✳ ➶ûïèñàíû êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ✱
âêëþ÷àþùèå îäíîâðåìåííî êàê áîçîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû ìÿãêèõ êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé✱
òàê è ñòåïåíè ñâîáîäû æåñòêîé ïðîáíîé ÷àñòèöû✱ ñâÿçàííîé ñ åå öâåòíûì çàðÿäîì✳ ❮àéäåí ÿâíûé
âèä ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà✱ îïèñûâàþùåãî óïðóãîå ðàññåÿíèå ïëàçìî✲
íà íà æåñòêîé öâåòíîé ÷àñòèöå✳ Ïîñòðîåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà êèíåòè÷åñêèõ èíòåãðî✲
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüöìàíîâñêîãî òèïà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì✱ ñêîáêà ❐è✲Ïóàññîíà✱ êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå✱
óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà✱ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå✱ ãëþîííàÿ ïëàçìà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✹❈✶✹✱ ✽✷❉✾✾

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàñøèðèëè ãàìèëüòîíîâ àíàëèç äèíàìèêè ìÿãêèõ ôåð✲
ìèîííûõ è áîçîííûõ âîçáóæäåíèé â ãîðÿ÷åé ïëàçìå ñ íåàáåëåâûì òèïîì âçàèìîäåéñòâèåì✱ ïðîâå✲
äåííûé â ❬✶✱✷❪✱ íà æåñòêèé ñåêòîð ïëàçìåííûõ âîçáóæäåíèé✳ ➬äåñü ìû ñîñðåäîòî÷èì ñâîå èññëåäî✲
âàíèå íà èçó÷åíèè ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ ìÿãêèõ ïëàçìåííûõ âîëí íà æåñòêèõ ÷àñòèöàõ â ðàìêàõ
ôîðìàëèçìà ðåàëüíîãî âðåìåíè✱ îñíîâàííîãî íà êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ äëÿ ìÿãêèõ ìîä✳ ➘ëÿ
äîñòàòî÷íî âûñîêîãî óðîâíÿ ìÿãêèõ ïëàçìåííûõ âîçáóæäåíèé ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ ïëàçìèíà è
ïëàçìîíà íà æåñòêîé ÷àñòèöå áóäóò äàâàòü âêëàäû òîãî æå ïîðÿäêà â ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòâåòñòâó✲
þùèõ óðàâíåíèé ➪îëüöìàíà✱ ÷òî è âêëàäû îò ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ ìÿãêèõ âîçáóæäåíèé äðóã íà
äðóãå✳

✷✳ ➹àìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ïëàçìîíîâ è æåñòêîé ÷àñòèöû✳ Ðàññìîòðèì ïî✲
òåíöèàë êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ Aa

µ(x)✱ êîòîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ íà ïðîäîëüíî✲
ïîëÿðèçîâàííûå ïëîñêèå âîëíû ❬✸❪

Aa

µ(x) =

∫

dk

(

Zl(k)

2ω l

k

)1/2
{

ǫ lµ(k)a
a

k
e−iω l

k
t+ik·x + ǫ∗ lµ (k) a∗a

k
eiω

l

k
t−ik·x

}

,

ãäå ǫ lµ(k) ✕ âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ✭k ✕ âîëíîâîé âåêòîð✮✱ à ω l

k
✕ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ

ïðîäîëüíîé ìîäû✳ ➚ìïëèòóäû ïðîäîëüíûõ âîçáóæäåíèé a a

k
ñ÷èòàåì îáû÷íûìè ✭êîìïëåêñíûìè✮

ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè✳ Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áîçîííûõ àìïëèòóä èìååò âèä
〈

c∗a
k
c a

′

k′

〉

= N
aa′

k
δ(k− k

′), ✭✷✳✶✮

ãäå N
aa′

k
ïëîòíîñòü ÷èñëà ïðîäîëüíûõ ïëàçìåííûõ âîëí✳ Öâåòíûå èíäåêñû a, b, c, . . . ïðîáåãàþò

çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , N 2 − 1 äëÿ óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû SU(N)✳ ➘ëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíîé ñðåäû â

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ❒èíîáðíàóêè Ðîññèè ïî ïðîåêòó ✏➚íàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìå✲
òîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â çàäà÷àõ òîìîãðàôèè✱ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà✑ ✭➑ ãîñ
ðåãèñòðàöèè✿ ✶✷✶✵✹✶✸✵✵✵✺✽✲✶✮✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ñêîáêè ❐è✲Ïóàññîíà ïîëàãàåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå✿

{

F, G
}

=

∫

dk′

{

δF

δa c

k′

δG

δa∗c
k′

−
δF

δa∗c
k′

δG

δa c

k′

}

+
∂F

∂Q a

∂G

∂Qb
f abcQc.

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ✕ ýòî ñòàíäàðòíàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà✳ ➶î âòîðîì ÷ëåíå
f abc ✕ àíòèñèììåòðè÷íûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû ❐è su(N)✳ Óðàâíåíèÿ ➹àìèëüòîíà äëÿ
ôóíêöèé a a

k
, a∗a

k
è Qa èìåþò✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ âèä

∂a a

k

∂ t
= −i

{

a a

k
, H

}

≡ −i
δH

δa∗a
k

,
∂a∗a

k

∂t
= −i

{

a∗a
k
, H

}

≡ i
δH

δa a

k

, ✭✷✳✷✮

dQa

dt
= {Qa, H} =

∂H

∂Qb
f abcQc, Qa|t=t0 = Qa

0 . ✭✷✳✸✮

➬äåñü ôóíêöèÿ H = H(0)+Hint ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí äëÿ ñèñòåìû ïëàçìîíîâ è æåñò✲
êîé òåñòîâîé ÷àñòèöû✱ ãäå H(0) ✕ ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ✿ H(0) =

∫

dk (ω l

k
− v · k) a∗a

k
a a

k
,

Hint ✕ ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ïëàçìîíîâ è æåñòêîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöû✳ ➶ ïðè✲
áëèæåíèè ìàëûõ àìïëèòóä Hint ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ôîðìàëüíîãî èíòåãðî✲ñòåïåííîãî
ðÿäà ïî áîçîííûì ïîëåâûì ôóíêöèÿì aa

k
è a∗a

k
✱ à òàêæå ïî öâåòíîìó çàðÿäó Qa✿

Hint = H(3) +H(4) + . . . ,

ãäå ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó✿

H(3) =

∫

dk
[

ϕ
k
a a

k
Qa + ϕ∗

k
a∗a
k

Qa

]

✭✷✳✹✮

+

∫

dk dk1dk2

{

V a a1a2

k,k1,k2
a∗a
k

a a1

k1
a a2

k2
+ V ∗ a a1a2

k,k1,k2
a a

k
a∗ a1
k1

a∗ a2
k2

}

δ(k− k1 − k2)

+
1

3

∫

dk dk1dk2

{

U a a1a2

k,k1,k2
aa
k
aa1
k1
aa2
k2

+ U ∗ a a1 a2
k,k1,k2

a∗ a

k
a∗ a1
k1

a∗ a2
k2

}

δ(k+ k1 + k2)

è✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

H(4)=
1

2

∫

dk dk1

{

T
∗ (1) a a1 a2
k,k1

a a

k
a a1

k1
Q a2 + (êîìïë✳ ñîïð✳)

}

+ i

∫

dk dk1 T
(2) a a1 a2

k,k1
a ∗ a
k

a a1

k1
Q a2 .

✸✳ ✃àíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ✳ Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ îò íîðìàëüíîé ïîëåâîé ïå✲
ðåìåííîé aa

k
è êëàññè÷åñêîãî öâåòíîãî çàðÿäà Qa ê íîâûì ïîëåâîé ïåðåìåííîé c a

k
è öâåòíîìó

çàðÿäó Qa✿
aa
k
= a a

k
(c a

k
, c∗a

k
, Qa), Q a = Q a(c a

k
, c∗a

k
, Qa). ✭✸✳✶✮

Ïîòðåáóåì✱ ÷òîáû óðàâíåíèÿ ➹àìèëüòîíà â òåðìèíàõ íîâûõ ïåðåìåííûõ èìåëè âèä ✭✷✳✷✮ è ✭✷✳✸✮ ñ
îäíèì è òåì æå ãàìèëüòîíèàíîì H✳ ❮åñëîæíûå✱ íî äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò
ê äâóì ñèñòåìàì èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé✳ Ïåðâàÿ ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùèé âèä✿

∫

dk′

{

δa a

k

δc c
k′

δa∗b
k′′

δc∗c
k′

−
δa a

k

δc∗c
k′

δa∗b
k′′

δc c
k′

}

+, i
∂a a

k

∂Qc

∂a∗b
k′′

∂Qc′
f cc′dQd= δabδ(k− k

′′), ✭✸✳✷❛✮

∫

dk′

{

δa a

k

δc c
k′

δa b

k′′

δc∗c
k′

−
δa a

k

δc∗c
k′

δa b

k′′

δc c
k′

}

+ i
∂a a

k

∂Qc

∂a b

k′′

∂Qc′
f cc′dQd = 0, ✭✸✳✷❜✮

∫

dk′

{

δa a

k

δc c
k′

δQ b

δc∗c
k′

−
δa a

k

δc∗c
k′

δQ b

δc c
k′

}

+ i
∂a a

k

∂Qc

∂Qb

∂Qc′
f cc′ dQd = 0. ✭✸✳✷❝✮

➶òîðàÿ ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì✳ Ïðåäñòàâèì êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
✭✸✳✶✮ â âèäå èíòåãðî✲ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî íîðìàëüíîé ïîëåâîé ïåðåìåííîé c a

k
è öâåòíîìó çàðÿäó

Q a✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå â ✭✸✳✶✮ âïëîòü äî ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â c a
k
è Qa

èìååò ñëåäóþùèé âèä✿

aa
k
= ca

k
+ FkQ

a +

∫

dk1

[

˜V
(1) a a1a2

k,k1
c∗ a1
k1

Qa2 + ˜V
(2) a a1 a2

k,k1
ca1
k1
Qa2

]

✭✸✳✸✮
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+

∫

dk1dk2

[

V
(1) a a1a2

k,k1,k2
ca1
k1
ca2
k2

+ V
(2) a a1a2

k,k1,k2
c∗ a1
k1

c a2
k2

+ V
(3) a a1a2

k,k1,k2
c∗ a1
k1

c∗ a2
k2

]

+

∫

dk1dk2

[

W
(1) a a1a2 a3

k,k1,k2
ca1
k1
ca2
k2
Qa3 + W

(2) a a1 a2 a3

k,k1,k2
c∗ a1
k1

ca2
k2
Qa3 + W

(3) a a1 a2 a3

k,k1,k2
c∗ a1
k1

c∗ a2
k2

Qa3

]

+ . . . .

❒û ñ÷èòàåì✱ ÷òî ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè öâåòîâîãî çàðÿäà ðàâíà äâóì✳ ➚íàëîãè÷íî✱ íàèáîëåå îá✲
ùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä äëÿ âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ✭✸✳✶✮ âïëîòü äî ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì✿

Qa = Qa +

∫

dk1

[

M a a1 a2

k1
ca1
k1
Qa2 eik1 ·x0 + M ∗ a a1 a2

k1
c∗ a1
k1

Qa2 e−ik1 ·x0

]

✭✸✳✹✮

+

∫

dk1dk2

[

M
(1) a a1 a2 a3

k1,k2
ca1
k1
ca2
k2
Qa3 ei(k1+k2)·x0 + M

(2) a a1 a2 a3

k1,k2
c∗ a1
k1

ca2
k2
Qa3 e−i(k1−k2)·x0

+M
∗ (1) a a1 a2 a3
k1,k2

c∗ a1
k1

c∗ a2
k2

Qa3 e−i(k1+k2)·x0

]

+ . . . .

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ ✭✸✳✸✮ è ✭✸✳✹✮ â ñèñòåìó óñëîâèé êàíîíè÷íîñòè ✭✸✳✷✮✱ ìû ïîëó÷àåì äîñòà✲
òî÷íî íåòðèâèàëüíûå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ✱ ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå êîýô✲
ôèöèåíòíûå ôóíêöèè✳
✹✳ Ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà H(4)✳ Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ãàìèëüòî✲
íèàíà H(3)✱ óðàâíåíèå ✭✷✳✹✮✱ ìû ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà H(4)✱ êîòîðûé îïèñûâàåò óïðóãîå ðàññåÿíèå ïëàçìîíà íà æåñòêîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷à✲
ñòèöå✿

H(4) = i

∫

dk1dk2 T
a a1a2

k1,k2
c∗a1
k1

ca2
k2
Q a. ✭✹✳✶✮

➬äåñü ïîëíàÿ ýôôåêòèâíàÿ àìïëèòóäà T a a1 a2

k1,k2
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà äâóõ âêëàäîâ

T
a a1a2

k1,k2
= −i

[

ω l

k1
− ω l

k2
− v · (k1 − k2)

]

˜V
(2) a1 a2 a

k1,k2
+ ˜T

(2) a1 a2 a

k1,k2
, ✭✹✳✷✮

ãäå✱ â ñâîþ î÷åðåäü✱ ýôôåêòèâíàÿ àìïëèòóäà ˜T
(2) a1 a2 a

k1,k2
èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó✿

˜T
(2) a1a2 a

k1,k2
= T

(2)a a1a2

k1,k2
+ f a1 a2 a

{

ϕ∗
k1
ϕ

k2

ω l

k2
− v · k2

+2i

(

V
k1,k2,k1−k2

ϕ∗
k1−k2

ω l

k1−k2
− v · (k1 − k2)

−
V ∗

k2,k1,k2−k1
ϕ

k2−k1

ω l

k2−k1
− v · (k2 − k1)

)}

.

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ✭✹✳✷✮ èìååò ðåçîíàíñíûé êîýôôèöèåíò
[

ω l

k1
− ω l

k2
− v · (k1 − k2)

]

✱
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè â èññëåäóåìîì ïðîöåññå
ðàññåÿíèÿ✳ ➶ ñëó÷àå ñòðîãî âûïîëíåíèÿ çàêîíîâ îí ðàâåí íóëþ✳

✺✳ ✃èíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ìÿãêèõ ãëþîííûõ âîçáóæäåíèé✳ Ïåðåéäåì òåïåðü ê
ïîñòðîåíèþ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé✱ îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ïëàçìîíà íà
æåñòêîé öâåòíîé ÷àñòèöå✳ ➶ êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ ìû ðàññìîòðèì ýôôåêòèâ✲
íûé ãàìèëüòîíèàí H(4)✱ âûðàæåíèå ✭✹✳✶✮✳ Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ áîçîííûõ íîðìàëüíûõ ïîëå✲
âûõ ïåðåìåííûõ c a

k
è c∗ b

k′ ✱ è öâåòíîãî çàðÿäà Q a îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè
➹àìèëüòîíà ✭✷✳✷✮ è ✭✷✳✸✮✳ ➘ëÿ ìÿãêèõ áîçå✲âîçáóæäåíèé íàõîäèì

∂c a′

k′

∂ t
= −i

{

c a′

k′ ,H(0)+H(4)

}

= −i
(

ω l

k′ − v · k′
)

c a′

k′ +

∫

dk1T
a′ a1 d

k′,k1
ca1
k1
Q de−i(k′−k1)·x0 , ✭✺✳✶✮

è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå íà ñîïðÿæåííûé áîçå✲îïåðàòîð c∗ a
k
✳ ➘ëÿ êëàññè÷åñêîãî öâåòíîãî

çàðÿäà ïîëó÷àåì

dQ d

dt
=
{

Q d ,H(0)+H(4)

}

=
∂
(

H(0)+H(4)
)

∂Qd′
f dd′eQe= if dd′e

∫

dk1dk2 T
a1 a2 d

′

k1,k2
c∗ a1
k1

ca2
k2
Q e. ✭✺✳✷✮

✃èíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ïëàçìîíîâ N
aa′

k
îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

óðàâíåíèé ➹àìèëüòîíà ✭✺✳✶✮ è ✭✺✳✷✮ è îïðåäåëåíèÿ ✭✷✳✶✮✿

∂N
aa′

k

∂ t
= −i

{

T
k,k

(

Nk T
e
)aa′

− T
∗
k,k

(

T eNk

)aa′
}

〈

Qe
〉

−

∫

dk1

∣

∣Tk,k1

∣

∣

2
× ✭✺✳✸✮



➹➚❒➮❐ÜÒ❰❮❰➶ Ô❰Ð❒➚❐➮➬❒ ➘❐ß ➷➴ÑÒ✃➮Õ ➮ ❒ß➹✃➮Õ ➶❰➬➪Ó➷➘➴❮➮➱ ✹✼

×

{

1

∆ωk,k1
+ i0

(

(

NkT
d ′

Nk1
T d

)aa′

f d d ′e
〈

Qe
〉

+ i
[

(

NkT
eT d

)aa′

−
(

T eNk1
T d

)aa′
]

〈

Qd
〉〈

Qe
〉

)

−
1

∆ωk,k1
− i0

(

(

T d ′

Nk1
T dNk

)aa′

f d d ′e
〈

Qe
〉

+ i
[

(

T eT dNk

)aa′

−
(

T eNk1
T d

)aa′
]

〈

Qd
〉〈

Qe
〉

)

}

.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öâåòîâóþ äåêîìïîçèöèþ ìàòðè÷íîé ôóíêöèè N
aa′

k
✿

N
aa′

k
= δ aa′N l

k
+
(

T c
)aa′〈

Qc
〉

W l

k
. ✭✺✳✹✮

❰ïðåäåëèì êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ áåñöâåòíîé è öâåòíîé ÷àñòåé ïëîòíîñòè ÷èñ✲
ëà ïëàçìîíîâ✱ ò✳å✳ äëÿ N l

k
è W l

k
✳ ➮ñïîëüçóÿ öâåòîâîå ðàçëîæåíèå ✭✺✳✹✮ è ôîðìóëû äëÿ ñëåäîâ

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ è òðåõ öâåòíûõ ìàòðèö ✭ãåíåðàòîðîâ✮ â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ❬✹❪✱
íàõîäèì ïåðâûé ìîìåíò ïî öâåòó äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✺✳✸✮

dA
∂N l

k

∂ t
= 2N q2(t)

(

ImTk,k

)

W l

k
✭✺✳✺✮

−N q2(t)

∫

dk1

∣

∣Tk,k1

∣

∣

2
{

(

N l

k
−N l

k1

)

−
1

2
N
(

W l

k
N l

k1
−N l

k
W l

k1

)

}

(2π) δ(ω l

k
− ω l

k1
− v · (k− k1)).

➬äåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ áåñöâåòíîé êâàäðàòè÷íîé êîìáèíàöèè óñðåäíåííîãî öâåòíîãî çà✲
ðÿäà q2(t) ≡

〈

Qe
〉〈

Qe
〉

✳ ✃îýôôèöèåíò dA ≡ N 2 − 1 â ëåâîé ÷àñòè ✭✺✳✺✮ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
äëÿ ãðóïïû SU(N)✳
➶åðíåìñÿ ê ìàòðè÷íîìó êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ✭✺✳✸✮✳ Ñâåðíåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî

óðàâíåíèÿ ñ öâåòîâîé ìàòðèöåé (T s)a
′a✳ Ïîñëå íåñêîëüêî ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé ñëåäîâ îò ïðî✲

èçâåäåíèÿ ãåíåðàòîðîâ â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè âïëîòü äî ïÿòîãî ïîðÿäêà êèíåòè÷åñêîå
óðàâíåíèå äëÿ W l

k
ïðèìåò âèä✿

N
∂
(〈

Qs
〉

W l

k

)

∂ t
= 2N

(

ImTk,k

)

N l

k

〈

Qs
〉

−

∫

dk1

∣

∣Tk,k1

∣

∣

2
{

2δsdδce+
1

4
N dsdλdceλ

}

(

W l

k
−W l

k1

)〈

Qc
〉〈

Qd
〉〈

Qe
〉

(2π)δ(ω l

k
−ω l

k1
−v · (k−k1))

+
1

2
N 2

c

∫

dk1

∣

∣Tk,k1

∣

∣

2
N l

k
N l

k1

〈

Qs
〉

(2π) δ(ω l

k
− ω l

k1
− v · (k− k1)),

ãäå dabc ✕ ñèììåòðè÷íûå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû ❐è su(N)✳
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➚ííîòàöèÿ✳ ➶ûïèñàíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé áîëüöìàíîâñêîãî
òèïà✱ ó÷èòûâàþùàÿ ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ìÿãêèõ âîçáóæäåíèé íåàáåëåâîé ïëàçìû ïðè âçàè✲
ìîäåéñòâèè ñ âíåøíåé âûñîêîýíåðãè÷íîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöåé✳ ❮à îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé
ðàññìîòðåíà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à ýâîëþöèè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ áåñêîíå÷íî óçêèõ âîëíîâûõ
ïàêåòîâ✳ Ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà✱ îïðåäåëÿþùàÿ äèíàìèêó âçàèìîäåéñòâèÿ áåñöâåòíîéN

l

k è öâåòîâîéW
l

k êîìïîíåíò ïëîò✲
íîñòè ÷èñëà êîëëåêòèâíûõ áîçîííûõ âîçáóæäåíèé✳ Ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû â
ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå✱ ãëþîííàÿ ïëàçìà✱ âîëíîâîé ïàêåò✱ óíèìîäóëÿðíàÿ
ãðóïïà✱ óðàâíåíèå ➚áåëÿ âòîðîãî ðîäà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✹❈✶✹✱ ✽✷❉✾✾

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➶ ðàáîòå ❬✶❪ íàìè áûëà ðàçâèòà ãàìèëüòîíîâà òåîðèÿ äëÿ êîëëåêòèâíûõ
ïðîäîëüíî✲ïîëÿðèçîâàííûõ áîçå✲âîçáóæäåíèé ✭ïëàçìîíîâ✮✱ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ êëàññè÷åñêîé
âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîé òåñòîâîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöåé✱ ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ÷åðåç âûñîêî✲
òåìïåðàòóðíóþ ÷èñòî ãëþîííóþ ïëàçìó✳ ➪ûëî ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ñêîáêè ❐è✲Ïóàññîíà íà ñëó✲
÷àé ñîñòàâíîé ñèñòåìû✿ ñïëîøíîé ñðåäû✱ îïèñûâàåìîé áîçîííûìè íîðìàëüíûìè ïåðåìåííûìè
ïîëÿ a a

k
è a∗a

k
✱ è æåñòêîé òåñòîâîé ÷àñòèöåé ñ íåàáåëåâûì öâåòíûì çàðÿäîì Qa è ïðåäñòàâëåíû

ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ➹àìèëüòîíà✳ ➪ûëè âûïèñàíû êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ✱ âêëþ✲
÷àþùèå îäíîâðåìåííî êàê áîçîííóþ ñòåïåíü ñâîáîäû ìÿãêèõ êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé✱ òàê è
ñòåïåíü ñâîáîäû æåñòêîé òåñòîâîé ÷àñòèöû✱ ñâÿçàííîé ñ åå öâåòíûì çàðÿäîì✳ ❮àìè áûëà ïîëó✲
÷åíà ïîëíàÿ ñèñòåìà óñëîâèé êàíîíè÷íîñòè äëÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå

âàæíîå ïîíÿòèå ïëîòíîñòè ÷èñëà ïëàçìîíîâ N
aa′

k
✱ êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ìàòðèöåé âî

âíóòðåííåì öâåòîâîì ïðîñòðàíñòâå✳ ❮àéäåí ÿâíûé âèä ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà ÷åòâåðòî✲
ãî ïîðÿäêà✱ îïèñûâàþùåãî óïðóãîå ðàññåÿíèå ïëàçìîíà íà æåñòêîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöå✳

➘ëÿ ôóíêöèè N
aa′

k
áûëî îïðåäåëåíî ìàòðè÷íîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå✳ ❮à îñíîâå öâåòîâîé

äåêîìïîçèöèè ìàòðè÷íîé ôóíêöèè

N
aa′

k
= δ aa′N l

k +
(

T c
)aa′〈

Qc
〉

W l

k

áûëè âû÷èñëåíû ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû ìàòðè÷íîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëü✲
íî öâåòà✱ îïðåäåëÿþùèå ñêàëÿðíûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ áåñöâåòíîé N l

k
è öâåòîâîé W l

k

÷àñòåé äàííîé äåêîìïîçèöèè✳ ➬äåñü
〈

Qc
〉

✕ ñðåäíåå çíà÷åíèå öâåòíîãî çàðÿäà òåñòîâîé ÷àñòè✲

öû✱ à ìàòðèöà T a îïðåäåëåíà êàê
(

T a
)bc

≡ −if abc, ãäå f abc ✕ àíòèñèììåòðè÷íûå ñòðóêòóðíûå

êîíñòàíòû àëãåáðû ❐è su(N)✳ Öâåòíûå èíäåêñû a, b, c, . . . ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , N 2 − 1✳

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ❒èíîáðíàóêè Ðîññèè ïî ïðîåêòó ✏➚íàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìå✲
òîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â çàäà÷àõ òîìîãðàôèè✱ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà✑ ✭➑ ãîñ
ðåãèñòðàöèè✿ ✶✷✶✵✹✶✸✵✵✵✺✽✲✶✮✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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✷✳ Ñèñòåìà êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìÿãêèõ ãëþîííûõ âîçáóæäåíèé✳ ➶ äàííîì
ðàçäåëå âûïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ñêàëÿðíûå ïëîò✲
íîñòè ÷èñëà ïëàçìîíîâ N l

k
è W l

k
✱ ïîëó÷åííûå â ❬✶❪✿

dA
∂N l

k

∂ t
= 2q2(t)Nc

(

ImTk,k

)

W l

k ✭✷✳✶✮

− q2(t)Nc

∫

dk1

∣

∣Tk,k1

∣

∣

2
{

(

N l

k −N l

k1

)

−
1

2
Nc

(

W l

kN
l

k1
−N l

kW
l

k1

)

}

(2π) δ(ω l

k − ω l

k1
− v · (k− k1)),

∂W l

k

∂ t
= −

1

2
A(t)W l

k + 2
(

ImTk,k

)

N l

k ✭✷✳✷✮

−

∫

dk1

∣

∣Tk,k1

∣

∣

2
{

ρq2(t)
(

W l

k −W l

k1

)

−
1

2
NcN

l

kN
l

k1

}

(2π) δ(ωl

k − ωl

k1
− v · (k− k1)),

ãäå Tk,k1
✕ àìïëèòóäà óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ïëàçìîíà íà æåñòêîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöå❀ ôóíê✲

öèè q2(t) è A(t) îïðåäåëÿþòñÿ✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ âûðàæåíèÿìè q2(t) ≡
〈

Qa
〉〈

Qa
〉

✱

A(t) ≡ N 2

c

∫

dk1dk2

∣

∣Tk1,k2

∣

∣

2
N l

k1
N l

k2
(2π)δ(ω l

k − ω l

k1
− v · (k− k1)). ✭✷✳✸✮

✃îýôôèöèåíò dA ≡ N 2 − 1 â ëåâîé ÷àñòè ✭✷✳✶✮ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äëÿ ãðóïïû SU(N)✱ à
êîýôôèöèåíò ρ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ðàâåí ✶ äëÿ öâåòîâîé ãðóïïû SU(2) è ✸✴✹ äëÿ öâåòîâîé
ãðóïïû SU(3)✳ Òîëüêî äëÿ ýòèõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíà ρ íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
öâåòíîãî çàðÿäà ÷àñòèöû✳

✸✳ ➶çàèìîäåéñòâèå áåñêîíå÷íî óçêèõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ✳ ➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ î ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✭✷✳✶✮ è ✭✷✳✷✮ ðàññìîòðèì
ìîäåëüíóþ çàäà÷ó âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ áåñêîíå÷íî óçêèõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ ñ õàðàêòåðíûìè
âîëíîâûìè âåêòîðàìè k

0
è k

′
0
✳ Ïðåäñòàâèì ñêàëÿðíûå ïëîòíîñòè ÷èñëà ïëàçìîíîâ N l

k
è W l

k
â

ñëåäóþùåì âèäå✿

N l

k(t) = N1(t)δ(k− k0) +N2(t)δ(k− k
′
0), W l

k(t) = W1(t)δ(k− k0) +W2(t)δ(k− k
′
0), ✭✸✳✶✮

ïðè ýòîì ñ÷èòàåì✱ ÷òî k0 6=k
′
0
✳ Ïîäñòàâèì ✭✸✳✶✮ â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèé ✭✷✳✶✮ è ✭✷✳✷✮✳

➶ èòîãå ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà

dN1(t)

dt
= A13W1 −

N

dA
q2(t)B

(

N1W2 −N2W1

)

,
dN2(t)

dt
= A24W2 +

N

dA
q2(t)B

(

N1W2 −N2W1

)

,

dW1(t)

dt
= A31N1 −

1

2
A(t)W1 +BN1N2,

dW2(t)

dt
= A42N2 −

1

2
A(t)W2 +BN1N2. ✭✸✳✷✮

❒àòðè÷íûå ýëåìåíòû Aij , i, j = 1, . . . , 4 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè✿

A31 = 2
(

ImTk0,k0

)

, A13 =
Nc

dA
q2(t)A31, A42 = 2

(

ImTk′

0
,k′

0

)

, A24 =
Nc

dA
q2(t)A42,

à êîýôôèöèåíò B èìååò âèä✿ B = (1/2)Nc q2(t)
∣

∣Tk
0
,k′

0

∣

∣

2
(2π) δ(ω l

k
0

−ω l

k′

0

−v · (k
0
−k

′
0
))✳ ➬àìåòèì✱

÷òî ýòîò êîýôôèöèåíò✱ âîîáùå ãîâîðÿ✱ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé✳
Ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó✳ ❒àòðè÷íûå ýëåìåíòû

A13, A24, A31 è A42 ïåðåä ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ✭✸✳✷✮ ïðîïîðöèîíàëüíû êîýôôèöè✲
åíòàì ImTk0,k0

(v) è ImTk′

0
,k′

0
(v)✱ êîòîðûå ñâÿçàíû ñ áåññòîëêíîâèòåëüíûì çàòóõàíèåì ❐àíäàó

ìÿãêèõ ãëþîííûõ êîëåáàíèé è✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ äîëæíû ñîäåðæàòü äåëüòà✲ôóíêöèþ ➘èðàêà✱ îò✲
ðàæàþùóþ ñîîòâåòñòâóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà✿

ImTk0,k0
(v) ∼

∫

dΩv′

4π
wv′(v;k0)(2π)δ(ω

l

k0
− v

′ · k0),

ãäå wv′(v;k0) ✕ âåðîÿòíîñòü ïðîöåññà çàòóõàíèÿ ❐àíäàó è dΩv′ ✕ òåëåñíûé óãîë èíòåãðèðîâà✲
íèÿ✳ ßâíûé âèä ýòîé âåðîÿòíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü✱ èñïîëüçóÿ íàéäåííîå â ❬✶❪ âûðàæåíèå äëÿ
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àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ Tk1,k2
✳ ❰äíàêî✱ êàê èçâåñòíî✱ ëèíåéíîå çàòóõàíèå ❐àíäàó êèíåìàòè÷åñêè

çàïðåùåíî â ãîðÿ÷åé ãëþîííîé ïëàçìå✱ ïîýòîìó ýòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíû✲
ìè íóëþ✿ A13 = A24 = A31 = A42 = 0. ➘àëåå ðàññìîòðèì ÷ëåíû ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé â ✭✸✳✷✮✱
ñîäåðæàùèå ôóíêöèþ A(t)✳ ➶ ñèëó îïðåäåëåíèÿ ✭✷✳✸✮ ýòà ôóíêöèÿ êâàäðàòè÷íà ïî áåñöâåòíîé
ïëîòíîñòè ÷èñëà ïëàçìîíîâ✱ è ïîýòîìó ÷ëåíû A(t)W1 è A(t)W2 â ✭✸✳✷✮ èìåþò òðåòèé ïîðÿäîê✳
Ïðè ïîñòðîåíèè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✭✷✳✶✮ è ✭✷✳✷✮ ìû îãðàíè÷èëèñü ëèíåéíûì è êâàäðàòè÷✲
íûì âêëàäàìè ïî ïëîòíîñòè ÷èñëà ïëàçìîíîâ✳ Ïî ýòîé ïðè÷èíå✱ â ïðåäåëàõ ïðèíÿòîé òî÷íîñòè✱
â ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèÿõ â ✭✸✳✷✮ ñëåäóåò îòáðîñèòü ÷ëåíû ñ ôóíêöèåé A(t)✱ à â ïåðâûõ äâóõ
óðàâíåíèÿõ ïîëàãàòü ôóíêöèþ q2(t) ðàâíîé åå íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ✱ ò✳å✳ q2(t) ≃ q2(t0) ≡ q

0

2
.

Ó÷èòûâàÿ âñå âûøåñêàçàííîå✱ ñèñòåìó ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ✭✸✳✷✮ ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå äâóõ
óðàâíåíèé















dN1(t)

dt
= βB

[

N1(C2 −W1) +W1(C1 −N1)
]

,

dW1(t)

dt
= BN1(C1 −N1),

✭✸✳✸✮

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ìû îáîçíà÷èëè β ≡ N q
0

2
/dA✳ Ôóíêöèè N2(t) è W2(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíî✲

øåíèé âèäà
N1(t) +N2(t) = C1, W1(t)−W2(t) = C2,

ãäå C1 è C2 ✕ íåêîòîðûå êîíñòàíòû✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò äâå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè✱
îäíà èç êîòîðûõ òðèâèàëüíà✿ N1 = W1 = 0✱ à âòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê N1 = C1, W1 = C2.
❮èæå áóäåò ïîêàçàíî✱ ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó êîíñòàíòàìè C1 è C2 ìîæíî

ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✸✳✸✮✳ ➘ëÿ ýòîãî ïåðâûì øàãîì✱ â ñèëó àâòîíîìíîñòè ïðàâûõ
÷àñòåé✱ ïðèâåäåì ýòó ñèñòåìû ê îäíîìó óðàâíåíèþ

dN1

dW1

= β

(

C2 −W1

C1 −N1

+
W1

N1

)

èëè â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå✱ îïðåäåëÿþùåé W1 êàê ôóíêöèþ îò N1

[

(2N1 − C1)W1 − C2N1

] dW1

dN1

=
1

β
(N 2

1 − C1N1). ✭✸✳✹✮

✹✳ Ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✸✳✸✮✳ Ïåðåïèøåì ñèñòåìó ✭✸✳✸✮ è óðàâíåíèå
✭✸✳✹✮ â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå✱ ââåäÿ îáùåïðèíÿòûå â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáî✲
çíà÷åíèÿ✳ ❒û ïîëàãàåì y ≡ W1, x ≡ N1, òîãäà âìåñòî ✭✸✳✸✮ èìååì















dy(t)

dt
= x(C1 − x),

dx(t)

dt
= β

[

x(C2 − y) + y(C1 − x)
]

,

✭✹✳✶✮

à âìåñòî ✭✸✳✹✮✱ â ñâîþ î÷åðåäü✱ ìîæåì çàïèñàòü

[

(2x− C1)y − C2x
] dy

dx
=

1

β
x(x− C1), ✭✹✳✷✮

èëè â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ❬✷❪✿

[

g1(x)y + g0(x)
] dy

dx
= f0(x), ✭✹✳✸✮

ãäå

g0(x) ≡ −C2x, g1(x) ≡ 2x− C1, f0(x) ≡
1

β
x(x− C1).

➶ ñèñòåìå ✭✹✳✶✮ ìû èçáàâèëèñü îò ïàðàìåòðà B✱ ïåðåîïðåäåëèâ ôîðìàëüíî âðåìÿ t → t/B✳ Óðàâ✲
íåíèå ✭✹✳✸✮ îòíîñèòñÿ ê êëàññó óðàâíåíèé ➚áåëÿ âòîðîãî ðîäà✳ Ïåðâûì øàãîì ïðèâåäåì åãî ê
✏íîðìàëüíîé✑ ôîðìå✳ ➘ëÿ ýòîé öåëè ñíà÷àëà ïðîèçâåäåì çàìåíó íåèçâåñòíîé ôóíêöèè

w = y +
g0(x)

g1(x)
.
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Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå ✭✹✳✷✮ ê âèäó✿

w
dw

dx
= F1(x)w + F0(x), ✭✹✳✹✮

ãäå

F1(x) =
d

dx

(

g0(x)

g1(x)

)

=
C1C2

(2x− C1)2
, F0(x) =

f0(x)

g1(x)
=

1

β

x(x− C1)

2x− C1
.

➘àëåå ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà àðãóìåíòà ôóíêöèè

ξ =

∫

F1(x)dx = −
1

2

C1C2
2x− C1

, èëè x =
1

2
C1 −

1

4ξ
C1C2,

÷òî ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè óðàâíåíèå ✭✹✳✹✮ ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó

w
dw

dξ
= w + F (ξ), ãäå F (ξ) =

F0(x)

F1(x)
=

C 2

1

8β

(

1

ξ
−

C 2

2

4ξ 3

)

. ✭✹✳✺✮

➘ëÿ óðàâíåíèÿ ✭✹✳✺✮ ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ïàðàìåòðàìè C1 è C2✱ à èìåííî ïðè
C 2

2
= C 2

1
/2β ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ✭óðàâíåíèå ✶✳✸✳✼✳ â ❬✷❪✮✿

ξ =
a

τ

(

τ − ln |1 + τ | − C
)1/2

, w = a

[

1 + τ

τ

(

τ − ln |1 + τ | − C
)1/2

−
1

2
τ
(

τ − ln |1 + τ | − C
)−1/2

]

,

ãäå τ ✕ ïàðàìåòð✱ C ✕ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è a2 = C 2

1
/4β✳ ➶îçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ôóíêöèè

y è åå àðãóìåíòó x✱ îïðåäåëèì òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ✭✹✳✷✮✿

x = x(τ, C) =
1

2
C1 −

1

4a
C1C2

τ

f(τ)
, y = y(τ, C) = a

[

1 + τ

τ
f(τ)−

1

2

τ

f(τ)

]

+
C2x

2x− C1
. ✭✹✳✻✮

➬äåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå f(τ) ≡
(

τ− ln |1+τ |−C
)1/2

✳ Ðåøåíèå èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
✭✹✳✶✮ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

x = x(τ, C), y = y(τ, C), t =
1

β

∫

ẋτ dτ

[C1 − 2x(τ, C)]y(τ, C) + C2x(τ, C)
+ ˜C.

➬äåñü ẋτ ≡ dx(τ, C)/dτ ✱ à ˜C ✕ åùå îäíà ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà✳ Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïðå✲

äåëÿåò íåÿâíóþ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà τ îò âðåìåíè t✿ τ = τ(t, C, ˜C)✳ ➮ñïîëüçóÿ ôîðìóëû ✭✹✳✻✮✱
ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü x è y è✱ òåì ñàìûì✱ èñõîäíûõ ôóíêöèé N1 è W1 îò âðåìåíè t✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ Markov Yu. A., Markova M. A., Markov N. Yu. Hamiltonian formalism for Bose excitations in a plasma
with a non-Abelian interaction I: plasmon – hard particle scattering /// arXiv: hep-th/:2307.15390v1.
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➚ííîòàöèÿ✳ ❮à îñíîâàíèè îáùåé ìîäåëè íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïàìÿòüþ ñ èñ✲

ïîëüçîâàíèåì ðÿäîâ ➶îëüòåððà áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü✱ â êîòîðîé äâà ñëàãàåìûõ ðÿäà ➶îëü✲

òåððà✱ à ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî✲

÷ëåíîâ ×åáûøåâà ✶✲ãî ðîäà✳ ➘ëÿ íàõîæäåíèÿ ÿäåð ðåøàåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ✳ ➘àííûé ìåòîä èäåíòèôèêàöèè íåëèíåéíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áûë ïðîòåñòèðîâàí íà ìîäåëüíîé çàäà÷å✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íåëèíåéíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû✱ ðÿä ➶îëüòåððà✱ ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà✱

ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✸❊✷✹✱ ✹✺❉✵✺

✶✳ ➮äåíòèôèêàöèÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû✳ ➮íòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ òåî✲
ðèÿ è ïðèëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â âîïðîñàõ
èäåíòèôèêàöèè è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ✳ ❰äíèì èç ïîäõîäîâ èäåíòèôèêàöèè íåëèíåéíûõ äèíàìè✲
÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ èíòåãðî✕ñòåïåííûõ ðÿäîâ ➶îëüòåððà✳
❰ïðåäåëåíèå òîãî✱ ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî êàê ðÿäû ➶îëüòåððà✱ áûëî âïåðâûå ââåäåíî

â ✶✽✽✼ ãîäó èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì ➶èòî ➶îëüòåððà ❬✹❪✳
❐þáàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ïàìÿòüþ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà✿

y(t) =

∫ ∞

−∞

h(s)x(t− s)ds, ✭✶✮

ãäå x(t) è y(t) ✕ ýòî âõîä è âûõîä ñèñòåìû✱ ñîîòâåòñòâåííî✱ h(s) ✕ ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà✳
Ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà áåç ïàìÿòè ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ñòåïåííîãî
ðÿäà✿

y(t) =

∞
∑

i=1

aix
i(t), ✭✷✮

ãäå ai ✕ êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà✳
Ïîäõîä îïèñàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïàìÿòüþ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ ➶îëüòåððà

ïðåäïîëàãàåò êîìáèíèðîâàíèå ✭✶✮ è ✭✷✮✿

y(t) =
∞
∑

n=1

∫ ∞

−∞

· · ·

∫ ∞

−∞

Kn(s1, s2, . . . , sn)
n
∏

i=1

x(t− si)dsi, ✭✸✮

ãäå t ✕ âðåìÿ✱ x(t) è y(t) ✕ âõîä è âûõîä äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû✱ ñîîòâåòñòâåííî✱Kn(s1, s2, . . . , sn) ✕
ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n✳ ➘àëåå â òåêñòå ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî t ∈ [0; 1]✳
Ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè ÿäåð ➶îëüòåððà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ìå✲

òîäà✳
❰òìåòèì✱ ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìîäåëåé ➶îëüòåððà öèôðîâûõ ïðåäûñêàæåíèé äëÿ óñèëè✲

òåëåé ìîùíîñòè áåñïðîâîäíûõ ïåðåäàò÷èêîâ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
✭ ❬✷❪✮✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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✶✳✶✳ ➮ñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü îïèñàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû✳ ❮à îñíîâå îáùåé ìî✲
äåëè ✭✸✮ áûëà âçÿòà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà îñíîâå
äâóõ ñëàãàåìûõ ðàäà ➶îëüòåððà✿

y(t) =

∫

t

0

K1(s)x(t− s)ds+

∫

t

0

∫

t

0

K2(s1, s2)x(t− s1)x(t− s2)ds1ds2. ✭✹✮

➶ ðàáîòå ïðåäëîæåí è îïèñàí ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè ÿäåð ìîäåëè ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû îðòîãî✲
íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ✶✲ãî ðîäà Ti, i > 0✿

T0(x) = 0,

T1(x) = x,

Ti(x) = 2xTi−1(x)− Ti−2(x), i > 2

Ïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî ÿäðà èìåþò ñëåäóþùèé âèä✿

˜K1,m(s) =

m
∑

i=1

Ai · Ti−1(s), ✭✺✮

˜K2,m1,m2
(s1, s2) =

m1
∑

i=1

m2
∑

j=1

Cij · Ti−1(s1) · Tj−1(s2), ✭✻✮

ãäå m,m1,m2 ✕ êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè✱ Ai, Cij ✕ íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû✳
Ïîäñòàâèâ ✭✺✮ è ✭✻✮ â ìîäåëü ✭✹✮ è ïðåîáðàçîâàâ✱ ïîëó÷àåì✿

ỹ(t) =
m−1
∑

i=0

Ai

tk
∫

0

Bi(s)x(tk − s)ds+

m1−1
∑

i=0

m2−1
∑

j=0

Cij

tk
∫

0

tk
∫

0

Bi(s1)Bj(s2)x(tk − s1)x(tk − s2)ds1ds2. ✭✼✮

Ïóñòü çàäàíû âõîä íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû x(t) è âûõîä y(t)✳ Òîãäà çàäà÷à èäåí✲
òèôèêàöèè äàííîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàêèõ êîýôôèöèåíòîâ Ai è Cij ìîäåëè ✭✼✮✱
êîòîðûå ïðè âõîäå x(t) íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæàþò ỹ(t) ê y(t)✳
Ïðîâåäÿ k øòóê ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèé ✭k > m+m1m2✮✱ ïîëó÷àåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ

ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ Ai è Cij ✿

y(ti) = ỹ(ti),

ãäå i = 1 . . . k✳
❮àèëó÷øåå ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ✭ ❬✶❪✮✳

Ñóòü äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêèõ êîýôôèöèåíòîâ✱ ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ
âñåõ îòêëîíåíèé ìèíèìàëüíà✿

k
∑

i=1

(y(ti)− ỹ(ti))
2 −→ min

✶✳✷✳ ❒îäåëüíàÿ çàäà÷à✳ ➘àííûé ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áûë
ïðîòåñòèðîâàí íà ìîäåëüíîé çàäà÷å✳

x(t) = sin(20t)

y(t) =
1

81002

(

199 cos2(20t)− 15 sin(40t)− 200 cos(20t)e−2t + 1+

+ 10 sin(20t)e−2t + 20 sin(20t)e−t

)

+
1

409

(

3 sin(20t)− 20 cos(20t) +
850920

40501
e−3t

)

.

➶ñå ðàñ÷åòû áûëè ïðîèçâåäåíû â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåõíè÷å✲
ñêèõ âû÷èñëåíèé ▼❆❚▲❆❇ âåðñèè ❘✷✵✷✷❜✳ Òàêæå âñå èíòåãðàëû â ìîäåëè ✭✼✮ áûëè âçÿòû àíà✲
ëèòè÷åñêè✳ ❰íè íå âíåñëè äîïîëíèòåëüíûå îøèáêè â âû÷èñëåíèÿ✳ Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ❧sq♠✐♥♥♦r♠ ✭ ❬✸❪✮✳
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➘ëÿ îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìåðà îøèáêè✿

εN = max
t∈[0,1]

|y(t)− ỹ(t)|

➘ëÿ óäîáñòâà òåñòèðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî âñå ✸ ïåðåìåííûå m,m1,m2 ðàâíû ìåæäó
ñîáîé✳

Òàáëèöà ✶✳ ➬àâèñèìîñòü îøèáêè εN îò ïàðàìåòðîâ m è k

♠ ✸ ✺ ✼

k = m+m2 9.32 · 10−4 2.04 · 10−9 3.43 · 10−16

k = (m+m2) ∗ 2 8.07 · 10−4 4.92 · 10−10 2.50 · 10−16

k = (m+m2) ∗ 5 8.07 · 10−4 3.90 · 10−10 1.04 · 10−16

k = (m+m2) ∗ 10 8.07 · 10−4 4.90 · 10−10 2.87 · 10−15

Ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè
íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ❐èííèê Þ✳ ➶✳ ❒åòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è îñíîâû ìàòåìàòèêî✲ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáðàáîòêè

íàáëþäåíèé✳ ❒ ✿ Ôèçìàòãèç✱ ✶✾✻✷✳ ✸✺✷ ñ✳

✷✳ Guan, L., Zhu A. Optimized Low-Complexity Implementation of Least Squares Based Model Extraction for
Digital Predistortion of RF Power Amplifiers // IEEE Transactions on Microwave Theory and Techniques.
2012. 60, ➑ 3. P. 594–603.

✸✳ ❧sq♠✐♥♥♦r♠✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ➘àòà îáðàùåíèÿ✿ ✷✷✳✵✼✳✷✵✷✸✱ ❤tt♣s✿

✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✇♦r❦s✳❝♦♠✴❤❡❧♣✴♠❛t❧❛❜✴r❡❢✴❧sq♠✐♥♥♦r♠✳❤t♠❧✳

✹✳ Volterra V. Theory of Functionals and of Integrals and Integro-Differential Equations. Madrid 1927 (Spanish),
translated version reprinted. New York : Dover Publications, 1959.

❒óðàòîâ ➶ëàäèñëàâ ➚íäðååâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ♠✉r❛t♦✈✹✷✽❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ñèäîðîâ ➘åíèñ ❮èêîëàåâè÷
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ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❝♦♥t❛❝t✳❞♥s❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Òûíäà ➚ëåêñàíäð ❮èêîëàåâè÷
Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭Ï➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ t②♥❞❛❛♥❅♠❛✐❧✳r✉
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✺✺✕✺✽

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾
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➮ ➶❰ÏÐ❰Ñ➚ ❮➴➴➘➮❮ÑÒ➶➴❮❮❰ÑÒ➮ Ð➴Ø➴❮➮ß
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➚ííîòàöèÿ✳ ➮çó÷åíà ìîðôîëîãèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ Õîôôà è ïîêàçàíî✱ ÷òî â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ îíî ìîæåò ñîäåðæàòü îñîáåííîñòè ✭k✲ñáîðêó Óèòíè✮✳ Ïðîâå✲
äåíî èññëåäîâàíèå åäèíñòâåííîñòè èëè íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà ✕ Ñèäîðîâà
✕ ➘èðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Õîôôà â ïðÿìîóãîëüíèêå íà îñíîâå ìåòîäà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà✱ êî✲
òîðûé áûë ðàçðàáîòàí ➹✳ ➚✳ Ñâèðèäþêîì✳ ❮àéäåíû óñëîâèÿ íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â ñëó÷àÿõ✱
êîãäà ðàçìåðíîñòü ÿäðà îïåðàòîðà ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ðàâíà ✶ èëè ✷✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà❀ çàäà÷à Øîóîëòåðà ✕ Ñèäîðîâà❀ óðàâíåíèå
Õîôôà❀ íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé❀ ìåòîä ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺◗✾✾

✶✳ ➶âåäåíèå✳

Ïóñòü Ω ⊂ R
n ✕ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ êóñî÷íî✲ãëàäêîé ãðàíèöåé✳ Ðàññìîòðèì ìîäåëü Õîôôà✱

îñíîâàííóþ íà óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

(λ+∆)ut = αu+ βu3, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), ✭✶✮

ñ óñëîâèåì ➘èðèõëå
u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ). ✭✷✮

❒îäåëü Õîôôà îïèñûâàåò äèíàìèêó äåôîðìàöèè äâóòàâðîâîé áàëêè✳ ❮åèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ
u = u(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ), èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë îòêëîíåíèÿ áàëêè îò ïîëîæåíèÿ ðàâ✲
íîâåñèÿ✳ Ïàðàìåòð λ ∈ R õàðàêòåðèçóåò ïðîäîëüíóþ íàãðóçêó íà áàëêó✱ à ïàðàìåòðû α, β ∈ R

õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà áàëêè✳ ❒îäåëü äåôîðìàöèè äâóòàâðîâîé áàëêè ✭✶✮✱ ✭✷✮ èçó✲
÷àëàñü â ðàçëè÷íûõ àñïåêòàõ✳ ❮àïðèìåð✱ â ❬✶❪ äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè Õîôôà èçó÷àëàñü ìíîãî✲
òî÷å÷íàÿ íà÷àëüíî✲êîíå÷íàÿ çàäà÷à✱ ðàáîòà ❬✸❪ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ïðîöåññîì äåôîðìàöèè áàëêè✱ à â ❬✷❪ èññëåäîâàëàñü óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Õîôôà
íà ãðàôå✳ ➶ âûðîæäåííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Õîôôà îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñîáîëåâñêîãî òèïà✳
❰äíèì èç ïåðâûõ íà÷àëüíî✲êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✮ íà÷àë èçó÷àòü ❮✳➚✳ Ñèäîðîâ ❬✼❪✳
➶ ýòîé ðàáîòå áûëà îòìå÷åíà ïðèíöèïèàëüíàÿ íåðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ✃îøè ïðè ïðîèçâîëüíîì
íà÷àëüíîì çíà÷åíèè â ñèëó âûðîæäåííîñòè óðàâíåíèÿ ✭✶✮✳ Ðàññìîòðåíèå çàäà÷è Øîóîëòåðà ✕
Ñèäîðîâà

(λ+∆) (u(x, 0)− u0(x)) = 0, x ∈ Ω, ✭✸✮

ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðóäíîñòåé èçó÷åíèÿ çàäà÷è ✃îøè✱ îäíàêî âîçìîæíà íååäèíñòâåííîñòü ðåøå✲
íèÿ çàäà÷è✳ ➮çó÷åíèå ìîðôîëîãèè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé B✱ ïîíèìàåìîãî
êàê ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî çàäà÷è✱ áûëî íà÷àòî â ❬✹❪✳ ➴ñëè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè ✭✶✮✱ ✭✷✮
èìååò îñîáåííîñòè✱ òî âîçíèêàåò íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Øîóîëòåðà ✕ Ñèäîðîâà✱ à èç
ïðîñòîòû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäåëè ✭✶✮✱ ✭✷✮ ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ✳ ➹✳➚✳ Ñâèðèäþ✲
êîì è åãî ó÷åíèêàìè áûëî ïîêàçàíî✱ ÷òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ ✭✶✮ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
áàíàõîâûì C∞✲ìíîãîîáðàçèåì â ñëó÷àå αβ > 0 ❬✺❪✱ â ñëó÷àå αβ < 0 ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâ✲
íåíèÿ ✭✶✮ óæå íå áóäåò ïðîñòûì ìíîãîîáðàçèåì✱ îíî ìîæåò ñîäåðæàòü ✷✲ñáîðêó Óèòíè ❬✻❪✳ ➶ ❬✽❪

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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áûëè íàéäåíû óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû α, β✱ ïðè êîòîðûõ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî óðàâíåíèÿ ✭✶✮
èìååò îñîáåííîñòè â ñëó÷àå dimker(λ+∆) = 1✳

Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìîäåëè ✭✶✮✱ ✭✷✮ â ïðÿìîóãîëüíèêå è âûÿâëåíèå
óñëîâèé íàêëàäûâàåìûõ íà ïàðàìåòðû α, β✱ ïðè êîòîðûõ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî èìååò îñîáåííî✲
ñòè è ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðåøåíèé çàäà÷è Øîóîëòåðà ✕ Ñèäîðîâà ïðè dimker(λ + ∆) = 1 è
dimker(λ+∆) = 2✳

✷✳ ❰ñîáåííîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà✳ ➘ëÿ ïðîñòîòû èçó÷åíèÿ â êà÷åñòâå Ω ðàññìîòðèì
Π = (0, l1)× (0, l2)✱ òîãäà çàäà÷à Øîóîëòåðà ✕ Ñèäîðîâà ïðèìåò âèä

λ (u(x, y, 0)− u0(x, y)) + (uxx(x, y, 0) + uyy(x, y, 0)− u0(x, y)) = 0, ✭✹✮

äëÿ óðàâíåíèÿ Õîôôà

λut + uxxt + uyyt = αu+ βu3, t ∈ (0, T ), x ∈ (0, l1), y ∈ (0, l2), ✭✺✮

ñ óñëîâèåì ➘èðèõëå

u(0, y, t) = u(l1, y, t) = 0, u(x, 0, t) = u(x, l2, t) = 0. ✭✻✮

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà ✕ ❐èóâèëëÿ äëÿ îïåðàòîðà ❐àïëàñà (−∆)✿

− uxx − uyy = λu, ✭✼✮

u(0, y) = u(l1, y) = 0, u(x, 0) = u(x, l2) = 0. ✭✽✮

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {λk1, k2
} çàäà÷è ✭✼✮✱ ✭✽✮ ÿâëÿþòñÿ îäíîêðàòíûìè èëè äâóêðàòíûìè✳ ➶

ñëó÷àå

✭❛✮ åñëè λ = λk1, k2
è k1 = k2✱ òî dimker(λ+∆) = 1 è ðàññìàòðèâàåìîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

λk1, k2
ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ϕk1, k2

(x, y)✱ òîãäà ôóíêöèþ u(x, y, 0) áóäåì

ïðåäñòàâëÿòü â âèäå u(x, y, 0) = s1ϕk1, k2
+ u⊥✱ u⊥ ∈ U

⊥ = {u ∈ L4(Ω) : 〈u, ϕk1, k2
〉 = 0}❀

✭❜✮ åñëè λ = λk1, k2
è k1 6= k2✱ òî dimker(λ+∆) = 2 è ðàññìàòðèâàåìîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

λk1, k2
ñîîòâåòñòâóåò äâå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ϕk1, k2

(x, y) è ϕk2, k1
(x, y)✱ òîãäà ôóíêöèþ

u(x, y, 0) áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå u(x, y, 0) = s1ϕk1, k2
+ s2ϕk2, k1

+ u⊥✱ u⊥ ∈ U
⊥ = {u ∈

L4(Ω) : 〈u, ϕk1, k2
〉 = 0, 〈u, ϕk2, k1

〉 = 0}✳

➘ëÿ ñëó÷àÿ ✭❛✮ ïîñòðîèì ìíîæåñòâî B1✿

B1 = {(s1, u
⊥) ∈ R× L4(Ω) : s

3
1‖ϕk1, k2

‖4
L4(Ω)

+ 3s21
∫∫

Ω

ϕ3
k1, k2

u⊥ dxdy +

+ s1

(

3
∫∫

Ω

ϕ2
k1, k2

(u⊥)2 dxdy + αβ−1 +
∫∫

Ω

ϕk1, k2
(u⊥)3 dxdy

)

= 0}.
✭✾✮

➘ëÿ ñëó÷àÿ ✭á✮ ïîñòðîèì ìíîæåñòâî B2✿

B2 = {(s1, u
⊥), (s2, u

⊥) ∈ R× L4(Ω) : αs1 + β‖ϕk1, k2
‖4
L4(Ω)

+ 3βs21
∫∫

Ω

ϕ3
k1, k2

u⊥ dxdy +

+ 3s1
∫∫

Ω

ϕ2
k1, k2

(u⊥)2 dxdy + β
∫∫

Ω

ϕk1, k2
(u⊥)3 dxdy+

+βs2

(

3
∫∫

Ω

ϕk1, k2
ϕk2, k1

(u⊥)2 dxdy + 6s1
∫∫

Ω

ϕ2
k1, k2

ϕk2, k1
u⊥ dxdy+

+3s21
∫∫

Ω

ϕ3
k1, k2

ϕk2, k1
dxdy + 3s2

∫∫

Ω

ϕ2
k2, k1

ϕk1, k2
u⊥ dxdy+

+3s1s2
∫∫

Ω

ϕ2
k2, k1

ϕ2
k1, k2

dxdy + s22
∫∫

Ω

ϕ3
k2, k1

ϕk1, k2
dxdy

)

= 0},

✭✶✵✮

ãäå ìíîæåñòâà B1 è B2 îïðåäåëÿþò ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà çàäà÷è ✭✺✮✱ ✭✻✮ ïðè k1 = k2 è k1 6= k2✱
ñîîòâåòñòâåííî✳

Òåîðåìà ✶✳ ✭✐✮ Ïóñòü αβ > 0✱ òîãäà ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì óðàâíåíèÿ ✭✺✮ ñëóæèò
ïðîñòîå áàíàõîâîå C∞✲ìíîãîîáðàçèå✱ ìîäåëèðóåìîå ïîäïðîñòðàíñòâîì✱ äîïîëíèòåëüíûì
ê ker(λ+∆) ❬✺❪✳

✭✐✐✮ Ïóñòü αβ < 0 è k1 = k2✱ òîãäà ìíîæåñòâî B1 îáðàçóåò ✷✲ñáîðêó Óèòíè ❬✻❪✳
✭✐✐✐✮ Ïóñòü αβ < 0 è k1 6= k2✱ òîãäà ìíîæåñòâî B2 îáðàçóåò k✲ñáîðêó Óèòíè✳



➮ÑÑ❐➴➘❰➶➚❮➮➴ ❒❰ÐÔ❰❐❰➹➮➮ Ô➚➬❰➶❰➹❰ ÏÐ❰ÑÒÐ➚❮ÑÒ➶➚ ✺✼

Óðàâíåíèå✱ îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî B1✱ ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì îáùåãî âèäà

as31 + bs21 + cs1 + d = 0. ✭✶✶✮

❰ïðåäåëèì

Q1(u) =

(

3ac− b2

9a2

)3

+
1

4

(

2b3

27a3
−

bc

3a2
+

d

a

)2

, ✭✶✷✮

ãäå

a = ‖ϕk1, k2
‖4
L4(Ω)

, b = 3
∫∫

Ω

ϕ3
k1, k2

u⊥ dxdy,

c = 3
∫∫

Ω

ϕ2
k1, k2

(u⊥)2 dxdy + αβ−1, d =
∫∫

Ω

ϕk1, k2
(u⊥)3dxdy,

✭✶✸✮

è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

(U1)
⊥
+ = {u ∈ U

⊥ : Q1(u) > 0}, (U1)
⊥
− = {u ∈ U

⊥ : Q1(u) < 0}. ✭✶✹✮

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü αβ < 0 è λ = λk1, k2
, k1 = k2✳ Òîãäà

✭✐✮ äëÿ ëþáîãî u0 ∈ (U1)
⊥ ∩ (U1)

⊥
− ñóùåñòâóåò òðè ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✹✮ ✕ ✭✻✮❀

✭✐✐✮ äëÿ ëþáîãî u0 ∈ (U1)
⊥ ∩ (U1)

⊥
+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ✭✹✮ ✕ ✭✻✮✳

➘ëÿ ïðîñòîòû èçó÷åíèÿ ìíîæåñòâî B2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå B
1
2 è B

2
2✿

B
1
2 = {(s1, u

⊥), (s2, u
⊥) ∈ R× L4(Ω) : αs1 + βs31‖ϕk1, k2

‖4
L4(Ω)

+ 3βs21
∫∫

Ω

ϕ3
k1, k2

u⊥ dxdy +

+ 3βs1
∫∫

Ω

ϕ2
k1, k2

(u⊥)2 dxdy + β
∫∫

Ω

ϕk1, k2
(u⊥)3 dxdy+

+ 3s21
∫∫

Ω

ϕ3
k1, k2

ϕk2, k1
dxdy + s22

∫∫

Ω

ϕ3
k2, k1

ϕk1, k2
dxdy,

✭✶✺✮

B
2
2 = {(s1, u

⊥), (s2, u
⊥) ∈ R× L4(Ω) : 3

∫∫

Ω

ϕk1, k2
ϕk2, k1

(u⊥)2 dxdy +

+ 6s1
∫∫

Ω

ϕ2
k1, k2

ϕk2, k1
u⊥ dxdy + 3s2

∫∫

Ω

ϕ2
k2, k1

ϕk1, k2
u⊥ dxdy +

+ 3s1s2
∫∫

Ω

ϕ2
k2, k1

ϕ2
k1, k2

dxdy.

✭✶✻✮

❰ïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà B
1
2 è B

2
2

Q1
2(u) = Q2

2(u) =

(

3ac− b2

9a2

)3

+
1

4

(

2b3

27a3
−

bc

3a2
+

d

a

)2

, ✭✶✼✮

ãäå

a = ‖ϕk1, k2
‖4
L4(Ω)

, b = 3
∫∫

Ω

ϕk1, k2
ϕk2, k1

(u⊥)2 dxdy,

c = 6
∫∫

Ω

ϕ2
k1, k2

ϕk2, k1
u⊥ dxdy +

∫∫

Ω

3ϕ2
k2, k1

ϕk1, k2
u⊥ + α, d =

∫∫

Ω

ϕk1, k2
(u⊥)3dxdy,

✭✶✽✮

ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

(U2)
⊥
+ = {u ∈ U

⊥ : Q1
2(u) > 0, Q2

2(u) > 0},
(U2)

⊥
− = {u ∈ U

⊥ : Q1
2(u) < 0, Q2

2(u) < 0}.
✭✶✾✮

Òåîðåìà ✸✳ Ïóñòü αβ < 0 è λ = λk1, k2
, k1 6= k2✳ Òîãäà

✭✐✮ äëÿ ëþáîãî u0 ∈ (U2)
⊥ ∩ (U2)

⊥
− ñóùåñòâóåò äåâÿòü ðåøåíèé çàäà÷è ✭✹✮ ✕ ✭✻✮❀

✭✐✐✮ äëÿ ëþáîãî u0 ∈ (U2)
⊥ ∩ (U2)

⊥
+ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ✭✹✮ ✕ ✭✻✮✳



✺✽ ❮✳ ➹✳ ❮➮✃❰❐➚➴➶➚✱ ❰✳ ➶✳ ➹➚➶Ð➮❐❰➶➚✱ ❮✳ ➚✳ ❒➚❮➚✃❰➶➚

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➬àãðåáèíà Ñ✳ ➚✳ ❒íîãîòî÷å÷íàÿ íà÷àëüíî✲êîíå÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè Õîôôà ✴✴ ➶åñòíèê
ÞÓð➹Ó✳ Ñåðèÿ✿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå✳ ✷✵✶✷✳ ✶✶✱ ➑ ✺✳ Ñ✳ ✹✕✶✷✳

✷✳ ➬àãðåáèíà Ñ✳ ➚✳✱ Ïèâîâàðîâà Ï✳ ❰✳ Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Õîôôà íà ãðàôå ✴✴ ➶åñòíèê
ÞÓð➹Ó✳ Ñåðèÿ✿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå✳ ✷✵✶✵✺✳ ➑ ✺✳ Ñ✳ ✶✶✕✶✻✳

✸✳ ❒àíàêîâà ❮✳ ➚✳ ❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïðîöåññàìè ôèëüòðàöèè è äåôîð✲
ìàöèè ✴✴ ➶åñòíèê ÞÓð➹Ó✳ Ñåðèÿ✿ ❒àòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãðàììèðîâàíèå✳ ✷✵✶✺✳ ✽✱ ➑ ✸✳
Ñ✳ ✺✕✷✹✳

✹✳ Ñâèðèäþê ➹✳ ➚✳✱ Ñóêà÷åâ Ò✳ ➹✳ Ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà îäíîãî êëàññà îïåðàòîðíûõ ïîëóëèíåéíûõ óðàâ✲
íåíèé òèïà Ñîáîëåâà ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✾✵✳ ✷✻✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✷✺✵✕✷✺✽✳

✺✳ Ñâèðèäþê ➹✳ ➚✳✱ ✃àçàê ➶✳ ❰✳ Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà÷àëüíî✲êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Õîôôà
✴✴ ❒àòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè✳ ✷✵✵✷✳ ✼✶✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✷✾✷✕✷✾✼✳

✻✳ Ñâèðèäþê ➹✳ ➚✳✱ Òðèíååâà ➮✳ ✃✳ Ñáîðêà Óèòíè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèÿ Õîôôà ✴✴ ➮çâåñòèÿ
➶óçîâ✳ ❒àòåìàòèêà✳ ✷✵✵✺✳ ➑ ✶✵✳ Ñ✳ ✺✹✕✻✵✳

✼✳ Ñèäîðîâ ❮✳ ➚✳✱ Ðîìàíîâà ❰✳ ➚✳ ❰ ïðèìåíåíèè íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âåòâëåíèÿ ïðè ðåøå✲
íèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåíèåì ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ✶✾✽✸✳ ✶✾✱ ➑ ✾✳
Ñ✳ ✶✺✶✻✕✶✺✷✻✳

✽✳ ◆✐❦♦❧❛❡✈❛ ◆✳ ●✳✱ ●❛✈r✐❧♦✈❛ ❖✳ ❱✳✱ ▼❛♥❛❦♦✈❛ ◆✳ ❆✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦✇❛❧t❡r✕❙✐❞♦r♦✈ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■✲❜❡❛♠ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ✷✵✷✸✳ ✶✵✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✷✻✕✹✶✳

❮èêîëàåâà ❮àäåæäà ➹åííàäüåâíà
Þæíî✲Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðè✲

òåò✮ ✭ÞÓð➹Ó✭❮➮Ó✮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ♥✐❦♦❧❛❡✈❛♥❣❅s✉s✉✳r✉

➹àâðèëîâà ❰ëüãà ➶èòàëüåâíà
Þæíî✲Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðè✲

òåò✮ ✭ÞÓð➹Ó✭❮➮Ó✮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❣❛✈r✐❧♦✈❛♦✈❅s✉s✉✳r✉

❒àíàêîâà ❮àòàëüÿ ➚ëåêñàíäðîâíà
Þæíî✲Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðè✲

òåò✮ ✭ÞÓð➹Ó✭❮➮Ó✮✮
❊✲♠❛✐❧✿ ♠❛♥❛❦♦✈❛♥❛❅s✉s✉✳r✉



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✺✾✕✻✷

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✷✷✱ ✺✶✼✳✾✼✼✳✶✱ ✺✶✼✳✾✷✻✳✹

❰ ➘➮ÔÔ➴Ð➴❮Ö➮➚❐Ü❮❰✲➚❐➹➴➪Ð➚➮×➴Ñ✃➮Õ

ÓÐ➚➶❮➴❮➮ßÕ Ñ ➹➮ÑÒ➴Ð➴➬➮Ñ❰❒

❝© ✷✵✷✸ ã✳ Ï✳ Ñ✳ Ï➴ÒÐ➴❮✃❰

➚ííîòàöèÿ✳ ➮ññëåäóåòñÿ íåêîòîðûé êëàññ äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ✭➘➚Ó✮
ñ ãèñòåðåçèñîì✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå ➘➚Ó ñ íåëèíåéíîñòüþ â âèäå ãèñòåðåçèñà ✭ìî✲
äåëèðóåìîãî ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà âûìåòàíèÿ✮✳ ➘ëÿ òàêèõ ➘➚Ó ïîñòðîåíà ýêâèâàëåíòíàÿ ✭â ñìûñ✲
ëå ñîâïàäåíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé✮ ñòðóêòóðíàÿ ôîðìà è äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ✱ ãèñòåðåçèñ✱ ïðîöåññ âûìåòà✲
íèÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✹❆✵✾✱ ✸✹❈✺✺✱ ✾✸❇✵✺

✶✳ ➶âåäåíèå✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ✭❰➘Ó✮
ñ ïðîöåññîì âûìåòàíèÿ ❬✺✱ ✻❪ ãèñòåðåçèñíîãî òèïà ✭ìîäåëèðóåìîãî ♣❧❛②✲îïåðàòîðîì ❬✸✱ ✹✱ ✼❪✮✿

A(t)ẋ(t) = B(t)x(t) + C(t)y(t), x(t0) = x0, ✭✶✮

−ż(t) ∈ NQ(t)

(

z(t)
)

, ẏ(t) = z(t),

y(t0) = y0, z(t0) = z0 ∈ Q(t0).
✭✷✮

➬äåñü A(t), B(t), C(t) ∈ R
(n×n) ✕ çàäàííûå ìàòðèöû✱ ïðè÷åì detA(t) ≡ 0✱ T = [t0, t1] ✕ çàäàííûé

èíòåðâàë✱ x(t), y(t), z(t) ∈ R
n ✕ íåèçâåñòíûå ôóíêöèè❀ Q(t) = x(t) − Z ✕ ✏äâèæóùåå ìíîæåñòâî✑✱

ãäå Z ✕ çàäàííîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî èç R
n✱ à NQ

(

q
)

✕ íîðìàëüíûé êîíóñ ê
çàìêíóòîìó âûïóêëîìó ìíîæåñòâó Q â òî÷êå q✳

Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû ✭✶✮✱ ✭✷✮ áóäåì ïîíèìàòü òðîéêó àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ✭W 1,1✮ ôóíê✲
öèé (x, y, z)✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ ✭✶✮✱ ✭✷✮ ïî÷òè âñþäó äëÿ t ∈ T ✭ñ ìåðîé ❐åáåãà✮✳

➘èôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ✭➘➚Ó✮ ÿâëÿþòñÿ îáùåïðèçíàííîé è øèðîêî èçó✲
÷åííîé îáëàñòüþ ñîâðåìåííîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè✱ âîçíèêàÿ êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå
êîíöåïöèè ❰➘Ó✳ Ñèñòåìû ➘➚Ó ìîäåëèðóþò ïðîöåññû âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ✿ òåîðèè
àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ✱ îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ñî ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè✱ òåî✲
ðèè ýëåêòðîííûõ ñõåì è ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé✱ ìåõàíèêå✱ õèìè÷åñêîé êèíåòèêå✱ ãèäðîäèíàìèêå✱
òåïëîòåõíèêå è äð✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ➘➚Ó ñ ãèñòåðåçèñíûìè ÿâëåíèÿìè âîçíèêàþò ïðè ìîäåëèðîâà✲
íèè ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåì ✭ñì✳ ❬✷❪✮✳

➘àííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé✱ ïðîäåëàííûõ â ❬✼❪✳

✷✳ Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ✳ Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ❰➘Ó✱ íå ðàçðåøåííóþ îòíîñè✲
òåëüíî ïðîèçâîäíîé

A(t)ẋ(t) = B(t)x(t) + U(t)f(t), t ∈ I ⊂ R, ✭✸✮

ãäå A(t), B(t), U(t) ∈ R
(n×n) ✕ çàäàííûå ìàòðèöû✱ ïðè÷åì detA(t) ≡ 0✱ f(t) ∈ R

n ✕ íåêîòîðàÿ
íåïðåðûâíàÿ íà I ôóíêöèÿ❀ x(t) ∈ R

n ✕ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ✱ îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû✳
Òàêèå ñèñòåìû ïðèíÿòî íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè✳

Ïîëîæèì✱ ÷òî ìàòðèöû A(t) è B(t) äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà
I ôóíêöèè✳ ❰ïðåäåëèì ìàòðèöû (n(r + 1)× n)✲ìàòðèöû

Br(t) = (C0

0B(t), C0

1B
′(t), . . . , C0

rB
(r)(t)),

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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Ar(t) = (C0

0A(t), C0

1A
′(t) + C1

1B(t), . . . , C0

rA
(r)(t) + C1

rB
(r−1(t)),

(n(r + 1)× nr)✲ìàòðèöó

Λr(t) =















O O . . . O

C1

1
A(t) O . . . O

C1

2
A′(t) + C2

2
B(t) C2

2
A(t) . . . O

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

C1
rA

(r−1)(t) + C2
rB

(r−2)(t) C2
rA

(r−2)(t) + C3
rB

(r−3)(t) . . . Cr
rA(t)















è (n(r + 1)× n(r + 2))✲ìàòðèöó

Dr(t) = (Br(t) | Ar(t) || Λr(t)).

➬äåñü Cj

i
✕ áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû✱ O ✕ íóëåâàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà✳ Ïðåä✲

ïîëîæèì✱ ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî r (0 6 r 6 n) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ✿
✶✮ rankΛr(t) = λ = const ∀t ∈ I✱
✷✮ â ìàòðèöå Dr(t) ñóùåñòâóåò íåîñîáåííûé ∀t ∈ I ìèíîð ïîðÿäêà n(r+1)✱ êîòîðûé ñîñòîèò èç λ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû Λr(t) è n ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ar(t)✳

Òàêîé ìèíîð áóäåì íàçûâàòü ðàçðåøàþùèì✳

❰ïðåäåëåíèå ✶✳ ❮àèìåíüøåå çíà÷åíèå r✱ ïðè êîòîðîì â ìàòðèöå Dr(t) íàéäåòñÿ ðàçðåøà✲
þùèé ìèíîð✱ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íåðàçðåøåííîñòè ➘➚Ó ✭✸✮✳

➘îïóñòèì✱ ÷òî èçâåñòíî✱ êàêèå èìåííî ñòîëáöû ìàòðèöû Dr(t) âõîäÿò â ðàçðåøàþùèé ìèíîð✳
➶û÷åðêíåì n−d ñòîëáöîâ ìàòðèöû Br(t)✱ êîòîðûå íå âõîäÿò â óïîìÿíóòûé ìèíîð✱ ãäå d = nr−λ✳
Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ èç Dr(t) ïîëó÷èì ìàòðèöó

Θr(t) = Dr(t) diag

(

S

(

O

Ed

)

, S, . . . , S

)

,

ãäå Ed ✕ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d✱ S ✕ (n× n)✲ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê✳
Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê S ïðèâåäåí â ❬✶❪✳

❐åììà ✶✳ Ïóñòü A(t), B(t), U(t), f(t) ∈ C
r+1(I)✱ rankΛr(t) = λ = const ∀t ∈ I✱ â ìàòðèöå

Dr(t) èìååòñÿ ðàçðåøàþùèé ìèíîð✱ à òàêæå rankDr(t) = rankDr−1(t) + n ∀t ∈ I.

Òîãäà íà I ñóùåñòâóåò îïåðàòîð âèäà

R = R0(t) +R1(t)
d

dt
+ . . .+Rr(t)

(

d

dt

)r

, ✭✹✮

êîòîðûé ïðåîáðàçóåò ➘➚Ó ✭✸✮ ê ýêâèâàëåíòíîé ñòðóêòóðíîé ôîðìå

ẋ1(t) = J1(t)x1(t) +H(t)f(t), ✭✺✮

x2(t) = J2(t)x1(t) + G(t)f(t), ✭✻✮

ãäå column (x1(t), x2(t)) = S−1x(t)✱ f(t) = column(f(t), ḟ(t), . . . , f (r)(t)),
(

G(t)
H(t)

)

=

(

G0(t) G1(t) . . . Gr(t)
H0(t) H1(t) . . . Hr(t)

)

= (R0(t) R1(t) . . . Rr(t))Pr[U(t)], ✭✼✮

Pr[U(t)] =











C0

0
U(t) O . . . O

C0

1
U ′(t) C1

1
U(t) . . . O

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

C0
rU

(r)(t) C1
rU

(r−1)(t) . . . Cr
rU(t)











, ✭✽✮

(

J2(t) Ed

J1(t) O

)

= (R0(t) R1(t) . . . Rr(t))Br(t)S
−1. ✭✾✮
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Ïðè ýòîì îïåðàòîð ✭✹✮ îáëàäàåò ëåâûì îáðàòíûì✱ åãî êîýôôèöèåíòû Rj(t) (j = 0, r) ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè è íàõîäÿòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ôîðìóëå

(R0(t) R1(t) . . . Rr(t)) = (En O . . . O) Θ⊤
r (t)

(

Θr(t)Θ
⊤
r (t)

)−1

,

à âñå ðåøåíèÿ ➘➚Ó ✭✸✮ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ✭✺✮✱ ✭✻✮ è íàîáîðîò✳

❰ïðåäåëåíèå ✷✳ Ðåøåíèåì ñèñòåìû ✭✸✮ íàçûâàåòñÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ x(t) ∈ C
1(I)✱

îáðàùàþùàÿ óðàâíåíèå ✭✸✮ â òîæäåñòâî íà I ïðè ïîäñòàíîâêå✳

❰ïðåäåëåíèå ✸✳ Ñèñòåìó ✭✺✮✱ ✭✻✮ áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíîé ôîðìîé äëÿ ➘➚Ó ✭✸✮✳

❐åììà ✶ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ✭✸✮✳ ➘ëÿ ýòîãî îïðåäåëèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

x(t0) = x0, ✭✶✵✮

ãäå t0 ∈ I, x0 ∈ R
n ✕ çàäàííûé âåêòîð✳

Ñëåäñòâèå ✶✳ Ïóñòü âûïîëíåíû âñå ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû ✶✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à ✭✸✮✱
✭✶✵✮ èìåëà ðåøåíèå íà I✱ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

x2,0 = J2(t0)x1,0 + G(t0)f(t0), ✭✶✶✮

ãäå column(x1,0, x2,0) = S−1x0✳ Ïðè ýòîì✱ åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ✭✸✮✱ ✭✶✵✮ ñóùåñòâóåò✱ òî îíî
åäèíñòâåííî✳

❰ïðåäåëåíèå ✹✳ ❮à÷àëüíûå äàííûå ✭✶✵✮✱ óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ✭✶✶✮✱ áóäåì íàçûâàòü
ñîãëàñîâàííûìè ñ ñèñòåìîé ✭✸✮✳

➘îêàçàòåëüñòâà ëåììû ✶ è ñëåäñòâèÿ ✶ ïðèâåäåíû â ❬✶❪✳

✸✳ ❰ñíîâíûå ðåçóëüòàòû✳

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü✿
✶✮ A(t), B(t), C(t), y(t) ∈ C

r+1(T )❀
✷✮ rankΛr(t) = λ = const ∀t ∈ T ❀
✸✮ ñóùåñòâóåò ðàçðåøàþùèé ìèíîð â ìàòðèöå Dr(t)❀
✹✮ rankDr(t) = rankDr−1(t) + n ∀t ∈ T.

Òîãäà íà T ñóùåñòâóåò îïåðàòîðà âèäà ✭✹✮✱ êîòîðûé ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó ✭✶✮✱ ✭✷✮ ê ýêâèâà✲
ëåíòíîé ✭â ñìûñëå ñîâïàäåíèÿ ìíîæåñòâ ðåøåíèé✮ ñòðóêòóðíîé ôîðìå

ẋ1(t) = J1(t)x1(t) +H(t)y(t), ✭✶✷✮

x2(t) = J2(t)x1(t) + G(t)y(t), (x1(t0), x2(t0)) = S−1x0, ✭✶✸✮

−ż(t) ∈ NQ(t)

(

z(t)
)

, ẏ(t) = z(t),

y(t0) = y0, z(t0) = z0 ∈ Q(t0).
✭✶✹✮

ãäå column(x1(t), x2(t)) = S−1x(t)✱ y(t) = column(y(t), ẏ(t), . . . , y(r)(t))✱ S ✕ ìàòðèöà ïåðåñòàíî✲
âîê❀ G(t),H(t), J1(t), J2(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóë ✭✼✮✕✭✾✮✳

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ✭✶✮✱ ✭✷✮ ñ èíäåêñîì r = 1✳ Òîãäà òåîðåìà ✶ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé
êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû ✭✶✮✱ ✭✷✮✳

Ñëåäñòâèå ✷✳ Ïóñòü A(t), B(t), C(t), y(t) ∈ C
2(T )✱ rankΛ1(t) = λ = const ∀t ∈ T ✱ â ìàòðèöå

D1(t) ñóùåñòâóåò ðàçðåøàþùèé ìèíîð è rankD1(t) = rankD0(t) + n ∀t ∈ T.

Òîãäà çàäà÷à ✭✶✮✱ ✭✷✮ ðàçðåøèìà íà T òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

x2,0 = J2(t0)x1,0 +G0(t0)y0 +G1(t0)z0. ✭✶✺✮

➬äåñü column(x1,0, x2,0) = S−1x0✳ ✃ðîìå òîãî✱ åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✮✱ ✭✷✮ ñóùåñòâóåò✱ òî îíî
åäèíñòâåííî✳
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Ïî àíàëîãèè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
(

x(t0), y(t0), z(t0)
)

= (x0, y0, z0)✱ óäîâëåòâîðÿþùèå ✭✶✺✮✱ áóäåì
íàçûâàòü ñîãëàñîâàííûìè ñ ñèñòåìîé ✭✶✮✱ ✭✷✮✱ à ñèñòåìó ✭✶✷✮✕✭✶✹✮ ✕ ýêâèâàëåíòíîé ôîðìîé äëÿ
✭✶✮✱ ✭✷✮✳
➘îêàçàòåëüñòâà òåîðåìà ✶ è ñëåäñòâèÿ ✷ îïóùåíû✳
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå ➶îëüòåððà ■ ðîäà✱ âîçíèêàþùåå â çà✲
äà÷å èäåíòèôèêàöèè âõîäíîãî ñèãíàëà✱ êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò çàäàííûé îòêëèê äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû òèïà âõîä ✕ âûõîä✳ Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ èòåðà✲
öèîííîãî ïðîöåññà ❮üþòîíà ✕ ✃àíòîðîâè÷à✳ ➶ êà÷åñòâå ïðîáíîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííîå
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ➶îëüòåððà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà✱ ïîëèíîìèàëüíûå óðàâíåíèÿ ➶îëüòåððà ■
ðîäà✱ èäåíòèôèêàöèÿ âõîäíûõ ñèãíàëîâ✱ ìåòîä ❮üþòîíà✕✃àíòîðîâè÷à✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✺❉✵✺

✶✳ ➶âåäåíèå✳ Ñðåäè øèðîêîãî êëàññà îáðàòíûõ çàäà÷✱ â êîòîðûõ ïî ñëåäñòâèþ òðåáóåòñÿ íàé✲
òè ïðè÷èíó íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ✱ ìîæíî âûäåëèòü çàäà÷è íåïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè✳
➮ç✲çà èíåðöèîííîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû✱ âêëþ÷àþùåé èññëåäóåìûé îáúåêò è èçìåðèòåëü✲
íîå óñòðîéñòâî✱ åå ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè íå ÿâëÿþòñÿ δ✲ôóíêöèÿìè✳ Ïîýòîìó âîçíèêàåò
îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà ïî çàðåãèñòðèðîâàííûì çíà÷åíèÿì âûõîäíîãî
ñèãíàëà✳ Òàêàÿ çàäà÷à ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè îïèñàíèè íåëèíåéíîãî îáúåêòà ìîäåëüþ òèïà
✧âõîä✲âûõîä✧â âèäå èíòåãðàëüíîãî ïîëèíîìà ➶îëüòåððà ❬✼❪

y(t) =

N
∑

m=1

t
∫

0

...

t
∫

0

Km(t, s1, ..., sm)
m
∏

i=1

x(si)dsi, ✭✶✮

t ∈ [0, T ]✱ è ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ➶îëüòåððà ■ ðîäà✱ êîòîðûå✱
âîîáùå ãîâîðÿ✱ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ✭ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ ìî✲
æåò íå ñóùåñòâîâàòü✱ íå áûòü åäèíñòâåííûì èëè ìîæåò îòñóòñòâîâàòü íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü
ðåøåíèÿ îò èñõîäíûõ äàííûõ✮✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ìå✲
òîäû ðåãóëÿðèçàöèè ❬✹❪✳
Ðàññìîòðåííûå â ðàáîòå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ➶îëüòåððà ■ ðîäà â ñëó÷àå✱ êîãäà ïîãðåø✲

íîñòü âõîäíîé èíôîðìàöèè âûâîäèò ðåøåíèå çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà êîððåêòíîñòè✱ äîïóñêàþò
ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ñàìîðåãóëÿðèçàöèè ✭ãäå øàã ñåòêè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïàðàìåòðîì ðå✲
ãóëÿðèçàöèè✮✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå óñòîé÷èâûõ
àëãîðèòìîâ✱ ñ ó÷åòîì èäåé ñàìîðåãóëÿðèçàöèè✱ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé è àêòóàëüíîé ïðèêëàäíîé çàäà✲
÷åé✳

✷✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû✳ Öåëü äàííîé ðàáîòû✿ â ïðåäïîëîæåíèè✱ ÷òî
ÿäðà ➶îëüòåððà Km èç ✭✶✮ ïðè ôèêñèðîâàííîì N > 1 èçâåñòíû✱ ðàññìîòðåòü çàäà÷ó èäåíòèôè✲
êàöèè âõîäíîãî ñèãíàëà x(t)✱ êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò èçâåñòíîìó îòêëèêó y(t)✳ Òàêàÿ ïîñòàíîâêà
âîçíèêàåò â çàäà÷å àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè✳ Óðàâíåíèå ✭✶✮✱ ïðè èç✲
âåñòíûõ y(t) èKm✱ åñòü N ✲ñòåïåííîå ✭ïîëèíîìèàëüíîå✮ óðàâíåíèå ➶îëüòåððà ■ ðîäà îòíîñèòåëüíî

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ➮íñòèòóòå äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ èì✳ ➶✳ ❒✳ ❒àòðîñîâà Ñ❰ Ð➚❮ çà
ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ✭ïðîåêò ➑ ✷✷✲✶✶✲✵✵✶✼✸✮✱ ❤tt♣s✿✴✴rs❝❢✳r✉✴♣r♦❥❡❝t✴✷✷✲✶✶✲✵✵✶✼✸✴✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✻✹ Ñ✳ ➶✳ Ñ❰❐❰➘ÓØ➚✱ Þ✳ ➮✳ ✃❰✃❰❮❰➶➚

x(t)✱ êîòîðîå✱ êàê ïîêàçàíî â ❬✶❪✱ â ïðåäïîëîæåíèÿõ

K1(t, t) 6= 0, t ∈ [0, T ], (K1(t, s))
′
t ∈ C∆, ∆ = {t, s : 0 6 s 6 t 6 T}, y(t) ∈ C

(1)

[0,T ]
, y(0) = 0,

ôóíêöèè Km ✭m > 1✮ íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

ïî t✱ êîððåêòíî íà ïàðå
(

C[0,t̄], C
(1)

[0,t̄]

)

ïðè ìàëîì çíà÷åíèè t̄ < T ✳ Ñïåöèôèêà òàêèõ óðàâíåíèé

ðàññìîòðåíà â ñåðèè ðàáîò ➚✳ Ñ✳ ➚ïàðöèíà ✭ñì✳ îáçîð â ❬✸❪✮✳
➚ëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ✭✶✮ ïðè N = 2, 3 ìåòîäîì ❮üþòîíà✕

✃àíòîðîâè÷à áûëè ïðåäëîæåíû â ñòàòüÿõ ❬✺✱ ✻❪✳ ➶ ðàáîòå ❬✺❪ ïðåäïîëàãàëîñü✱ ÷òî çíà÷åíèÿ Km

ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè✱ à â ❬✻❪ ðåàëèçîâàíà ñèòóàöèÿ✱ êîãäà

Km(t, s1, ..., sm) =

m
∏

i=1

ϕ(t, si).

➶ äàííîé ðàáîòå îáîáùàþòñÿ ðàññìîòðåííûå ðàíåå ñëó÷àè✳ ➶ûáåðåì äëÿ ïðîñòîòû N = 2 è
ïðîâåäåì ëèíåàðèçàöèþ ✭✶✮ ïî ñõåìå ❮üþòîíà✕✃àíòîðîâè÷à✳ ➶âåäåì íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð

Px(t) ≡

t
∫

0

K1(t, s1)x(s1)ds1 +

t
∫

0

t
∫

0

K2(t, s1, s2)x(s1)x(s2)ds1ds2 − y(t). ✭✷✮

❮àéäåì ïðîèçâîäíóþ ✭ïî Ôðåøå✮ ✭✷✮ â òî÷êå x0(t)✱ ãäå x0(t) ✕ ïðîáíîå ðåøåíèå✱ òàê ÷òî

P ′[x0](x(t)) = lim
ω→0

P (x0(t) + ωx(t))− P (x0(t))

ω
=

t
∫

0

K1(t, s1)x(s1)ds1+

+

t
∫

0

t
∫

0

K2(t, s1, s2)x0(s1)x(s2)ds1ds2 +

t
∫

0

t
∫

0

K2(t, s1, s2)x(s1)x0(s2)ds1ds2.

➶ îïåðàòîðíîé ôîðìå óðàâíåíèå ✭✶✮✱ N = 2✱ èìååò âèä Px = 0✳ Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ❮üþòîíà✕
✃àíòîðîâè÷à

P ′(xn−1)(xn − xn−1) = −P (xn−1), n = 1, 2, ... ,

xn = xn−1 −
[

P ′(xn−1)
]−1

· P (xn−1),

íàéäåì î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå xn(t) â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå

t
∫

0

K1(t, s1)xn(s1)ds1 +

t
∫

0

t
∫

0

K2(t, s1, s2)xn−1(s1)xn(s2)ds1ds2+

+

t
∫

0

t
∫

0

K2(t, s1, s2)xn(s1)xn−1(s2)ds1ds2 = Φn−1(t),

✭✸✮

ãäå

Φn−1(t) =

t
∫

0

t
∫

0

K2(t, s1, s2)xn−1(s1)xn−1(s2)ds1ds2 + y(t).

➚ïïðîêñèìèðóÿ äàëåå èíòåãðàëû â ✭✸✮ ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ êâàäðàòóðíûõ ìåòîäîâ✱ ïîëó÷èì
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà n✲é èòåðàöèè ❮üþòîíà✕✃àíòîðîâè÷à✳ ➶ûáîð ïðîöåäóð äèñêðåòèçàöèè
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ îáóñëîâëåí ñâîéñòâîì ñàìîðåãóëÿðèçàöèè ❬✷❪✳ Ñïåöèôèêà ïðåäëîæåí✲
íîãî àëãîðèòìà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ✳
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✶✳ ➚ïàðöèí ➚✳ Ñ✳ Ïîëèíîìèàëüíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ➶îëüòåððà ■ ðîäà è ôóíêöèÿ ❐àìáåðòà ✴✴
Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Óð❰ Ð➚❮✳ ✷✵✶✷✳ ✶✽✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✻✾✕✽✶✳

✷✳ ➚ïàðöèí ➚✳ Ñ✳✱ ➪àêóøèíñêèé ➚✳ ➪✳ Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ➶îëüòåððà ■ ðîäà
ìåòîäîì êâàäðàòóðíûõ ñóìì ✴✴ â êí✳✿ ➘èôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ✳ ➮ðêóòñê ✿ ➮ðêóò✳
ãîñ✳ óí✲ò✱✱ ✶✾✼✷✳ Ñ✳ ✷✹✽✕✷✺✽✳

✸✳ Ñîëîäóøà Ñ✳ ➶✳✱ ➹ðàæäàíöåâà ➴✳ Þ✳ Òåñòîâîå ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå ➶îëüòåððà ■ ðîäà â çàäà÷å
èäåíòèôèêàöèè âõîäíûõ ñèãíàëîâ ✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Óð❰ Ð➚❮✳ ✷✵✷✶✳ ✷✼✱
➑ ✹✳ Ñ✳ ✶✻✶✕✶✼✹✳

✹✳ Òèõîíîâ ➚✳ ❮✳✱ ➚ðñåíèí ➶✳ ß✳ ❒åòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✾✳
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Ñîëîäóøà Ñâåòëàíà ➶èòàëüåâíà
➮íñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ èì✳ ➶✳ ❒✳ ❒àòðîñîâà Ñ❰ Ð➚❮ ✭➮➘ÑÒÓ Ñ❰

Ð➚❮✮✱
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ s♦❧♦❞✉s❤❛❅✐s❡♠✳✐r❦✳r✉

✃îêîíîâà Þëèÿ ➮ãîðåâíà
➮íñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ èì✳ ➶✳ ❒✳ ❒àòðîñîâà Ñ❰ Ð➚❮ ✭➮➘ÑÒÓ Ñ❰

Ð➚❮✮✱
➮ðêóòñêèé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò ✭➮ð❮➮ÒÓ✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❞✉❞❛r❡✈❛✳②✉❧✐②❛❅♠❛✐❧✳r✉
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✻✻✕✻✽

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✱ ✺✶✾✳✻✹
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❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝❛❧ ③❡r♦✳ ❇② s♦❧✈✐♥❣ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✲❈▼ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜✉t ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❢✉③③② ❝❛s❡✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥

t❤❛t t❤❡ ❉❊ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇✐t❤ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙❊✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ❱♦❧t❡rr❛ ■♥t❡❣r❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥✱ ❙✐♥❝✲❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❈❊❙❚❆❈ ♠❡t❤♦❞✱ ❈❆❉◆❆

❧✐❜r❛r②✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✺❆✵✺✱ ✹✺❉✵✺✱ ✹✻◆✷✵

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ❜✐♦✲♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❡♥❡r❣② s✉♣♣❧②✲❞❡♠❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳
❚❤❡② ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❞❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛♥❞ ❜✐❣ ❞❛t❛✳ ❙✉❝❤ ❱♦❧t❡rr❛ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♣❛st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡r❡❞✐t❛r② s②st❡♠s✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ♠♦❞❡❧✐③❡❞ t❤❡ ❧♦❛❞ ❧❡✈❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❛❣❡s ♦❢ t❤❡
♣♦✇❡r✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❱♦❧t❡rr❛ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❱■❊✮ ✇✐t❤
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s ❬✶❪✳

✷✳ ▼❛✐♥ ■❞❡❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉③③② ❱♦❧t❡rr❛
✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭■❊✮ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❦❡r♥❡❧ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙✐♥❝✲❝♦❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❙✲❈▼✮ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭❉❊✮ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭❙❊✮ ❞❡❝❛②✳

▲❡t ṽ(z) = (v(1)(z), v(2)(z), v(3)(z)) ❛♥❞ x̃(z) = (x(1)(z), x(2)(z), x(3)(z)) ❛r❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢✉③③②
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ [a, b]✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ❢✉③③② ❱♦❧t❡rr❛ ■❊ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❦❡r♥❡❧ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

ṽ(z) = x̃(z)⊕

m′

∑

j=1

∫

βj(z)

βj−1(z)
Hj(z, y)ṽ(y)dy, a 6 z, y 6 b, ✭✶✮

✇❤❡r❡

0 =: β0(z) < β1(z) < ... < βm′−1(z) < βm′(z) := z, for z ∈ (0, T ),

❛♥❞ βj(0) = 0✳ ❆❧s♦✱ ∀z ∈ J = [0, T ] ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t x̃(z) ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ Hj(z, y) ✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛❧♦♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉r✈❡s βj(t), j = 0, 1, · · · ,m′✳ ❊q✳ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

v(p)(z) = x(p)(z) +

m′

∑

j=1

∫

βj(z)

βj−1(z)
Hj(z, y)v

(p)(y)dy, a 6 z, y 6 b, p = 1, 2, 3. ✭✷✮

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❘❙❋ ❣r❛♥t ◆♦✳ ✷✷✲✷✾✲ ✵✶✻✶✾✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ❈❊❙❚❆❈ ▼❊❚❍❖❉ ❆◆❉ ❈❆❉◆❆ ▲■❇❘❆❘❨ ✻✼

❚❤✐s st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✭❉❙❆✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts
✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦❛t✐♥❣✲♣♦✐♥t ❛r✐t❤♠❡t✐❝
✭❋P❆✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✱ t❤❡ ❢✉③③② ❈❊❙❚❆❈1 ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❈❆❉◆❆2 ❧✐❜r❛r② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐❣✐ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs θ ❛♥❞ η ✐s s❤♦✇♥

❜② Cθ,η ❛♥❞ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s

Cθ,η = log10

∣

∣

∣

∣

θ + η

2(θ − η)

∣

∣

∣

∣

= log10

∣

∣

∣

∣

θ

θ − η
−

1

2

∣

∣

∣

∣

, θ 6= η,

Cθ,θ = +∞.

✭✸✮

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t
ṽ(z) = (v(1)(z), v(2)(z), v(3)(z)),

❜❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞

ṽDE

J (z) = (v
(1),DE

J
(z), v

(2),DE

J
(z), v

(3),DE

J
(z)),

❜❡ t❤❡ J✲t❤ ♦r❞❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❊ ✐♥ t❤❡ ❙✲❈▼✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r
❛r❜✐tr❛r② z ∈ [a, b]✱ ✇❡ ❣❡t

C
v(p)(z),v

(p),DE

J
(z)

− C
v
(p),DE

J+1
(z),v

(p),DE

J
(z)

= log10

∣

∣

∣

∣

1 +O

(

exp

(

−πd

log10(
2d(J+1)

α
)

))
∣

∣

∣

∣

. ✭✹✮

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t ṽ(z) = (v(1)(z), v(2)(z), v(3)(z)) ❜❡ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞

ṽSEJ (z) = (v
(1),SE
J

(z), v
(2),SE
J

(z), v
(3),SE
J

(z)),

❜❡ t❤❡ J✲t❤ ♦r❞❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❊ ✐♥ t❤❡ ❙✲❈▼✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r②
✈❛❧✉❡ ♦❢ z ∈ [a, b]✱

C
v(p)(z),v

(p),SE

J
(z)

− C
v
(p),SE

J+1
(z),v

(p),SE

J
(z)

= O
(

log10(J + 1)
√
J exp

(

−
√
πdαJ

))

. ✭✺✮

✸✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉③③② ❱♦❧t❡rr❛ ■❊ ✭✷✮ ✇✐t❤ H1(z, y) =
z2+y2−2

13 , 0 6 z, y 6
z

3 ❛♥❞ H2(z, y) = z − y, z3 6 z, y 6 z

x(z; ρ) = zρ+
3

26
−

3

26
ρ−

1

13
z2 −

1

13
z2ρ,

x(z; ρ) = 2z − ρz +
3

26
ρ+

1

13
z2ρ−

3

26
−

3

13
z2, 0 6 ρ 6 1.

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❊
♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r α = 1

2 , d = π

6 ❛t ♣♦✐♥t z = 0.5 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ■♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱
t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❍❛✉s❞♦r✛
❞✐st❛♥❝❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ J, ρ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❉❊ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♣♦✐♥ts z = 0.5, 0.9 ✐s Jopt = 13✳

1❈♦♥tr♦❧❡ ❡t ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❙t♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡s ❆rr♦♥❞✐s ❞❡ ❈❛❧❝✉❧s
2❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❆❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❉❡❜✉❣❣✐♥❣ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



✻✽ ❙✳ ◆❖❊■❆●❍❉❆▼✱ ❉✳ ◆✳ ❙■❉❖❘❖❱

Òàáëèöà ✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ❜② ❉❊ ❙✲❈▼ ❢♦r z = 0.5, α = 1
2 , d = π

6 ✳

J ρ vDE

J
(z; ρ) |vDE

J+1(z; ρ)− vDE

J
(z; ρ)| vDE

J
(z; ρ) |vDE

J+1(z; ρ)− vDE

J
(z; ρ)| Max

✵✳✵ ✵✳✽✼✷✹✺✹✷❊✲✵✵✶ ✵✳✽✼✷✹✺✹✷❊✲✵✵✶ ✵✳✼✶✾✾✻✾✾❊✰✵✵✵ ✵✳✼✶✾✾✻✾✾❊✰✵✵✵ ✵✳✼✶✾✾✻✾✾❊✰✵✵✵
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3❊♥❡r❣② ❙②st❡♠s ■♥st✐t✉t❡ ❙❇ ❘❆❙
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà íåãëàäêàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåìàÿ èí✲

òåãðàëüíûì óðàâíåíèåì òèïà ➶îëüòåððà✳ ➘îêàçàíû ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â

òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå✱ òèïà ➶îëüòåððà✱ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèÿ✱ äî✲
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òåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè íà äàííûå çàäà÷è ✭ ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ✱ ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ✮ äîñòàòî÷íî ïîëíî èññëåäîâàíû✳ ❰òíîñèòåëüíî ïîëíûé îáçîð
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ èìååòñÿ íàïðèìåð â ❬✶✕✸❪✳ ➶ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
îäíà íåãëàäêàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé èíòåãðàëüíûõ óðàâíå✲
íèé òèïà ➶îëüòåððà✳ ➘îêàçàíû ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè✳ Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î
ìèíèìóìå òåðìèíàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

S(u) = Φ((x(t1)), ✭✶✮

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
u(t) ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T = [t0, t1], ✭✷✮

x(t) =

∫

t1

t0

f(t, s, x(s), u(s))ds, t ∈ T, ✭✸✮

➬äåñü f(t, s, x, u) = (f1(t, s, x, u) . . . fn(t, s, x, u)) ✕ çàäàííàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ íåïðå✲
ðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è èìåþùàÿ ïðîèçâîäíûå ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ✱ Φ(x) ✕
çàäàííàÿ ëèïùèöåâàÿ ôóíêöèÿ èìåþùàÿ ïðîèçâîäíûå ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ✱ u(t)− r ìåðíàÿ
êóñî÷íî✲íåïðåðûâíàÿ ✭ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà✮ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ✱
U ✕ çàäàííîå íåïóñòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî✳
✃àæäóþ óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ ñ âûøåïðèâåä➻ííûìè ñâîéñòâàìè✱ íàçîâåì äîïóñòèìûì

óïðàâëåíèåì✱ à äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå äîñòàâëÿþùåå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó ✭✶✮
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ✭✷✮✕✭✸✮ íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì✳
Ïóñòü θ ∈ [t0, t1] ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íåïðåðûâíîñòè óïðàâëåíèÿ u(t), u ∈ U ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð✱ à c1 > 0 ✕ ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî òàêîå✱ ÷òî θ < c1 < t1✳ Ñ÷èòàÿ u(t)
íåêîòîðûì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì✱ ➽âîçìóùåííóþ➾ óïðàâëåíèþ îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

uǫ(t) =

{

u(t), t ∈ [t0, t1] \ [θ, θ + ǫ]

v, t ∈ [θ, θ + ǫ]

Ïóñòü h(t) = (h1(t) . . . hn(t)) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

h(t) = lim
xǫ(t)− x(t)

ǫ
. ✭✹✮

➶âåäåì îáîçíà÷åíèÿ
∂f [t, s]

∂x
=
∂f(t, s, x(s), u(s))

∂x
,

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✼✵ ❆✳ ❆✳ ➚➪➘Ó❐❐➚➴➶✱ ✃✳ ➪✳ ❒➚❮Ñ➮❒❰➶

△vf [t, s] = f(t, s, x(s), v)− f(t, s, x(s), u(s)).

❒îæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî h(t) îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé ✭✹✮ ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ÿâëÿ✲
åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

h(t) =

∫

t

θ

∂f [t, s]

∂h(s)
+△vf [t, θ] ✭✺✮

à ïðè t < θ, h(t) = 0✳ ➮ñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó äîêàçûâàåòñÿ✳

Òåîðåìà ✶✳ Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ

u(t)✱ íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû íåðàâåíñòâî

∂Φ((x(t1))

∂h(t1)
> 0, ✭✻✮

âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ âàðèàöèé h(t1) òðàåêòîðèè x(t1)✳

Ïóñòü òåïåðü f(t, s, x(s), u) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x✳ Òîãäà èç ✭✹✮ ñëåäóåò✱ ÷òî

h(t) =

∫

t

θ

∂f [t, s]

∂x
h(s)ds+△vf [t, θ] ✭✼✮

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî Φ(x) êâàçèäèôôåðåíöèðóåìà â ñìûñëå ➘åìüÿíîâà✲Ðóáèíîâà ❬✹❪ ✳ Òîãäà èç
íåðàâåíñòâà ✭✻✮ ñëåäóåò✱ ÷òî âäîëü îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

max
α∈∂Φ((x(t1))

α′h(t1) + min
α∈∂̄Φ((x(t1))

β′h(t1) > 0 ✭✽✮

ãäå ∂Φ((x(t1)), ∂̄Φ((x(t1)) êâàçèäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Φ(x) â òî÷êå x(t1)✳
Ðåøåíèå h(t) óðàâíåíèå ✭✽✮ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

h(t) =

∫

t

θ

R(t, s)△v f [s, θ] +△vf [t, θ] ✭✾✮

➬äåñü ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ R(t, τ ] ✭ðåçîëüâåíòà✮ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

R(t, τ ] =

∫

t

τ

∂f [s, τ ]

∂x
R(s, τ)ds+

∂f [t, τ ]

∂x

ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó ✭✾✮ â íåðàâåíñòâà ✭✽✮ ïîëó÷àåì✱ ÷òî

max
α∈∂Φ((x(t1))

α′

[
∫

t1

θ

R(t1, t)△v f [t, θ] +△vf [t1, θ]

]

+

+ min
α∈∂̄Φ((x(t1))

β′
[
∫

t1

θ

R(t1, t)△v f [t, θ] +△vf [t1, θ]

]

> 0.

➶âåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

ψα(θ) = α′

∫

t1

θ

R(t1, t)dt, ψβ(θ) = β′
∫

t1

θ

R(t1, t)dt

H(θ, x(θ), u(θ), ψα(θ)) =

∫

t1

θ

ψα(θ)f(t1, θ, x(θ), u(θ)).

Ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ

Òåîðåìà ✷✳ ➴ñëè ôóíêöèÿ Φ(x) êâàçèäèôôåðåíöèðóåìàÿ✱ à f(t, s, x, u) èìååò íåïðåðûâíóþ

ïðîèçâîäíóþ ïî x✱ òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(t) íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû

íåðàâåíñòâî

max
α∈∂Φ((x(t1))

△v H[θ, ψα] + min
α∈∂̄Φ((x(t1))

△v H[θ, ψβ ] 6 0

âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ v ∈ U è θ ∈ [t0, t1]✳
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➚ííîòàöèÿ✳ ➚✳ ➮✳ ❒îñêàëåíêî ðàññìîòðåë çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè✱ çàíè✲

ìàþùèå êàê áû ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ìåæäó çàäà÷àìè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ

ñîñðåäîòî÷åííûìè è ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè è äîêàçàë ðÿä íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè✳ ➶ ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ðàçíîñòíûé àíàëîã äðîáíîãî ïîðÿäêà îäíîé èç ýòèõ

çàäà÷✳ Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à✱ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå✱ äðîáíîãî

ïîðÿäêà✱ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✾❆✺✵✱ ✹✾❑✵✺

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìóìå òåðìèíàëüíîãî ôóíêöèîíàëà ❬❄❪

S(u, v) = ϕ1(y(x1)) +

x1
∑

x0

ϕ2(x, z(t1, x)), ✭✶✮

ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ

u(t) ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T = {t0, t0 + 1, . . . t1 − 1}, ✭✷✮

v(x) ∈ U ⊂ Rq, x ∈ X = {x0, x0 + 1, . . . x1 − 1}.

△α z(t+ 1, x+ 1) = f(t, x, z(t, x), u(t)), ✭✸✮

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z(t0, x) = y(x), x ∈ X = {x0, x0 + 1, . . . x1 − 1} ✭✹✮

t ∈ T = {t0, t0 + 1, . . . t1 − 1}, x ∈ X = {x0, x0 + 1, . . . x1 − 1},

ãäå y(x)n− ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ✃îøè

△β y(x+ 1) = g(x, y(x), v(x)), y(x0) = y0. ✭✺✮

➬äåñü ϕ1(y), ϕ2(z) çàäàííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè✱ íåïðåðûâíûå ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìå✲

ñòå ❝ ∂ϕ1(y)

∂y
,
∂ϕ2(z)

∂z
✱ f(t, x, z, u), g(x, y, v)− çàäàííàÿ n− ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✱ íåïðåðûâíàÿ ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî z(y)✱ y0− çàäàííûé ïîñòîÿííîé
âåêòîð✱ t0, t1, x0, x1−çàäàíû✱u(t)(v(x)) − r(q)ìåðíûé ôóíêöèÿ âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé
ñî çíà÷åíèÿìè èç çàäàííîãî íåïóñòîãî✱îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U(V )✱ ❛ △αz(t, x)(0 < α < 1)
è△βy(x)((0 < β < 1)) äðîáíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêà α è β ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✹✱ ✺❪✮✳ Óïðàâëÿþùóþ
ôóíêöèþ íàçîâåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì✱ åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ ✭✷✮✳

Ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî✱ ïðè êàæäîì çàäàííîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è
✃îøè✱ ò✳å✳ çàäà÷à ✭✶✮✕✭✺✮✱ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå✳

➘îïóñòèìîå óïðàâëåíèå (u(t), v(x))✱ äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ✭✶✮ ïðè îãðàíè÷åíè✲
ÿõ ✭✷✮✕✭✹✮✱ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì✱ à ïàðà (z(t, x), y(x), u(t), v(x))✲ îïòèìàëüíûì
ïðîöåññîì✳ Ïîëîæèì

H(t, x, z, u, ψ) = ψ′f(t, x, z, u),M(x, y, v, p) = p′g(x, y, v).

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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Ôóíêöèÿ H(t, x, z, u, ψ)−íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ➹àìèëüòîíà✲Ïîíòðÿãèíà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çà✲
äà÷è ✭✶✮✕✭✺✮✳ Òåïåðü ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî (p(x), ψ(t, x)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

△α
ρ(t1)

ψ(t− 1, x− 1) = Hz[t, x], ψ(t1 − 1, x) = −
∂ϕ2(z)

∂z
,

△β
ρ(t1)

p(x− 1) =My[x], p(x1 − 1) = −
∂ϕ1(y)

∂y
.

Òåîðåìà ✶✳ ➴ñëè ìíîæåñòâà

f(t, x, z0, U) = {τ : τ := f(t, x, z, u), u ∈ U},

g(x, y0, V ) = {σ : σ := g(x, y, v), v ∈ V }

âûïóêëû✱ òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ (u0(t), v0(x)) â çàäà÷å ✭✶✮✕✭✺✮ íåîáõî✲
äèìî✱ ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ

t1−1
∑

t=t0

x1−1
∑

x=x0

△u0(t)H[t, x] 6 0,

x1−1
∑

x=x0

△v0(x)M [x] 6 0,

âûïîëíÿëîñü äëÿ ëþáîãî u(t) ∈ U, t ∈ T, v(x) ∈ V, x ∈ X ñîîòâåòñòâåííî✳

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü ìíîæåñòâà U è V âûïóêëû✱ à f(t, x, z, u), g(x, y, v) íåïðåðûâíû ïî ñîâî✲

êóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî (z, u), (y, v)❝îîòâåòñòâåííî✳ Òîãäà
äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ (u0(t), v0(x)) íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ

t1−1
∑

t=t0

x1−1
∑

x=x0

H ′
u(u(t)− u0(t)) 6 0,

x1−1
∑

x=x0

M ′
v(v(x)− v0(x)) 6 0,

âûïîëíÿëîñü äëÿ ëþáîãî u(t) ∈ U, t ∈ T, v(x) ∈ V, x ∈ X ñîîòâåòñòâåííî✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➚ëèåâà Ñ✳ Ò✳ Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿä✲
êà ✴✴ ➶åñòíèê Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳ Óïðàâëåíèå✱ âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà✳ ✷✵✷✶✳
✺✹✳ Ñ✳ ✹✕✶✶✳

✷✳ ❒àíñèìîâ ✃✳ ➪✳ ➘èñêðåòíûå ñèñòåìû✳ ➪➹Ó✱ ✷✵✶✸✳ ✶✻✶ ñ✳

✸✳ ❒îñêàëåíêî ➚✳ ➮✳ ❰á îäíîì êëàññå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ ✴✴ ➷óðíàë âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳ ✶✾✻✾✳ ✶✳ Ñ✳ ✻✾✕✾✺✳

✹✳ Ñàìêî Ñ✳ ➹✳✱ ✃èëáàñ ➚✳ ➚✳✱ ❒àðè÷åâ ❰✳ ➮✳ ➮íòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà è íåêîòîðûå
èõ ïðèëîæåíèÿ✳✳ ❒èíñê ✿ ❮àóêà è òåõíèêà✱ ✶✾✽✼✳ ✷✻✸ ñ✳

✺✳ ❏❛❣❛♥ ▼♦❤❛♥ ❏✳✱ ❉❡❡❦s❤✐t✉❧✉ ●✳ ❱✳ ❙✳ ❘✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✴✴ ❍✐♥❞❛✇✐ P✉❜❧✐s❤✳
❈♦r♣♦r❛t✳ ■♥t✳ ❏✳ ❉✐✛❡r❡♥t✳ ❊q✉❛t✳ ✷✵✶✷✳ ❆rt✐❝❧❡ ■❉ ✼✽✵✻✶✾✳ Ñ✳ ✶✕✶✶✳

➚ëèåâà Ñààäàò Òîôèê êûçû
➪àêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí✱
➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ➚çåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè ✭➮ÑÓ ❒❮❰➚Ð✮
❊✲♠❛✐❧✿ s❛❛❞❛t❛❅♠❛✐❧✳r✉

❒àíñèìîâ ✃àìèë ➪àéðàìàëè îãëû
➪àêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí
➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ➚çåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè ✭➮ÑÓ ❒❮❰➚Ð✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛♠✐❧❜♠❛♥s✐♠♦✈ ❅ ❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✼✹✕✼✼

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼✳✺✻

❰ÏÒ➮❒➚❐Ü❮❰➴ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮➴ ✃➚Ñ✃➚➘❮❰➱ Ï➚Ð❰➱

➹➮Ï➴Ð➪❰❐➮×➴Ñ✃➮Õ ➮ ❰➪Û✃❮❰➶➴❮❮ÛÕ ➘➮ÔÔ➴Ð➴❮Ö➮➚❐Ü❮ÛÕ

ÓÐ➚➶❮➴❮➮➱ Ñ ➬➚Ï➚➬➘Û➶➚❮➮➴❒

➶ ✃❐➚ÑÑ➴ ➹❐➚➘✃➮Õ ÓÏÐ➚➶❐ßÞÙ➮Õ ÔÓ❮✃Ö➮➱

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➚✳ ➶✳ ➚Ð➹Ó×➮❮Ö➴➶✱ ➶✳ Ï✳ Ï❰Ï❐➴➶✃❰

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ êëàññå ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé èññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà✳ Ðàññìàòðè✲
âàåòñÿ ñëó÷àé✱ êîãäà ôóíêöèÿ✱ âõîäÿùàÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû✱ îïðåäåëÿåòñÿ èç óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì✳ Óïðàâëÿþùèå âîçäåé✲
ñòâèÿ ñòåñíåíû ïîòî÷å÷íûìè ✭àìïëèòóäíûìè✮ îãðàíè÷åíèÿìè✳ ➘ëÿ òàêîãî ðîäà çàäà÷ íåïðèìå✲
íèìû ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱ îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ❐✳
Ñ✳ Ïîíòðÿãèíà✱ åãî ñëåäñòâèé è ìîäèôèêàöèé✳ Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
ñïåöèàëüíîé âàðèàöèè✱ êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ãëàäêîñòü âàðüèðóåìûõ óïðàâëåíèé è âûïîëíåíèå
îãðàíè÷åíèé✳ Ïðåäëîæåíà îñíîâàííàÿ íà íåîáõîäèìîì óñëîâèè ñõåìà ìåòîäà óëó÷øåíèÿ äîïóñòè✲
ìîãî óïðàâëåíèÿ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà✱ çàïàçäûâàíèå✱ ãëàäêèå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ✱
íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾❏✷✵✱ ✹✾▼✵✺

✶✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïîëóëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåð✲
âîãî ïîðÿäêà

∂x

∂t
+A(s, t)

∂x

∂s
= f(x(s, t), y(t), s, t), (s, t) ∈ Π, Π = S × T, S = [s0, s1], T = [t0, t1]. ✭✶✮

➬äåñü x(s, t) ✕ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✱ A(s, t) ✕ n × n ✕ ìàòðèöà✱ y(t) ✕ m✲ìåðíàÿ âåêòîð✲
ôóíêöèÿ✳
Ïðåäïîëàãàåì✱ ÷òî ñèñòåìà ✭✶✮ çàïèñàíà â èíâàðèàíòíîì âèäå✱ òî åñòü ìàòðèöà A(s, t) ✕ äèà✲

ãîíàëüíàÿ✳ ➘îïîëíèòåëüíî ñ÷èòàåì✱ ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai = ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n,
ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ çíàêîïîñòîÿííû â Π✿

ai(s, t) > 0, i = 1, 2, . . . ,m1; ai(s, t) = 0, i = m1 + 1,m1 + 2, . . . ,m2;

ai(s, t) < 0, i = m2 + 1,m2 + 2, . . . , n.

Ñîñòàâèì äâå äèàãîíàëüíûå ïîäìàòðèöû✿ A+(s, t) ðàçìåðà m1×m1 è A
−(s, t) ðàçìåðà (n−m2)×

(n−m2) èç ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâåííî✳
➮ç âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x = x(s, t) òàêæå âûäåëèì äâà ïîäâåêòîðà✱ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëü✲
íûì è îòðèöàòåëüíûì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A✿

x+ = (x1, x2, . . . , xm1
), x− = (xm2+1, xm2+2, . . . , xn).

❮à÷àëüíî✲êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû ✭✶✮ çàäàäèì â ñëåäóþùåì âèäå

x(s, t0) = x0(s), s ∈ S; x+(s0, t) = η(t), x−(s1, t) = µ(t), t ∈ T. ✭✷✮

➮ññëåäîâàíèå ➚ðãó÷èíöåâà ➚✳ ➶✳ âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ➑ ✷✸✲✷✶✲✵✵✷✾✻✱ ❤tt♣s✿
✴✴rs❝❢✳r✉✴♣r♦❥❡❝t✴✷✸✲✷✶✲✵✵✷✾✻✴➾✳
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Ôóíêöèÿ y(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ✲
íåíèé ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì ïî ñîñòîÿíèþ

dy

dt
= g(y(t), y(t− h), u(t), t), t ∈ T, y(t) = y0(t), t ∈ [t0 − h, t0], h = const > 0. ✭✸✮

➶ äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü z(t) = y(t− h)✳
➬àäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé✿ óïðàâëåíèå u(t) íåïðå✲

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà îòðåçêå T è óäîâëåòâîðÿåò ïîòî÷å÷íûì îãðàíè÷åíèÿì òèïà âêëþ÷å✲
íèÿ

u(t) ∈ U, t ∈ T, ✭✹✮

ãäå U ✕ êîìïàêò èç Er✳
Öåëüþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà

J(u) =

∫

S

ϕ(x(s, t1), s) ds+

∫

Π

∫

F (x, s, t) ds dt, ✭✺✮

îïðåäåëåííîãî íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è ✭✶✮✕✭✸✮ ïðè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî✲
âèþ ✭✹✮✳

➬àäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ✭✶✮✕✭✺✮ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ✿
✶✮ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai(s, t), i = 1, 2, . . . , n ìàòðèöû A íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â

ïðÿìîóãîëüíèêå Π❀
✷✮ âåêòîð✲ôóíêöèè η(t), µ(t) è x0(s) íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî íà T è S❀
✸✮ äëÿ ✭✷✮ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ✿ η(t0) = (x0(s0))

+, µ(t0) = (x0(s1))
−❀

✹✮ âåêòîð✲ôóíêöèÿ g = g(y, z, u, t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìååò
íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî y✱ z ∈ Em è u ∈ U ❀

✺✮ âåêòîð✲ôóíêöèÿ f(x, y, s, t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìååò íåïðå✲
ðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x ∈ En è y ∈ Em❀

✻✮ ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ϕ = ϕ(x, s)✱ F = F (x, s, t)✱ íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåí✲
òîâ è èìåþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x ∈ En✳

➘ëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî✲
êðàåâîé çàäà÷è ✭✶✮✕✭✸✮ èç êëàññà íåïðåðûâíûõ â Π ôóíêöèé✱ êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî íåïðå✲
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê✳

✷✳ Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà✳ Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ äîïó✲
ñòèìûõ ïðîöåññà✿ {u, y = y(t, u), x = x(s, t, u)} è {ũ = u + ∆u, ỹ = y + ∆y = y(t, ũ)✱
x̃ = x + ∆x = x(s, t, ũ)}✳ ➶ äàëüíåéøåì îáîçíà÷èì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â ✭✶✮ ÷åðåç
DAx = xt +A(s, t)xs✳

Òîãäà çàäà÷à â ïðèðàùåíèÿõ èìååò âèä✿

DA∆x = ∆f(x, y, s, t), ∆x(s, t0) = ∆x+(s0, t) = ∆x−(s1, t) = 0, ✭✻✮

∆yt = ∆g(y, z, u, t), ∆y(t) = 0, t ∈ [t0 − h, t0]. ✭✼✮

➬äåñü ∆f(x, y, s, t) = f(x̃, ỹ, s, t)− f(x, y, s, t), ∆g(y, z, u, t) = g(ỹ, z̃, ũ, t)− g(y, z, u, t)✳
➬àïèøåì ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà è ïðîäåëàåì ðÿä äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé✱ îáû÷✲

íî èñïîëüçóåìûõ ïðè âûâîäå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà✳
➘îáàâèì íóëåâûå ñëàãàåìûå

∫

Π

∫

〈ψ(s, t), DA∆x−∆f(x, y, s, t)〉 ds dt,

∫

T

〈p(t),∆yt −∆g(y, z, u, t)〉 dt,

ãäå ψ(s, t) è p(t) ✕ ïîêà íåîïðåäåëåííûå n✲ìåðíàÿ è m✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî✳
➬äåñü ÷åðåç 〈., .〉 îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ➴âêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâó✲
þùåé ðàçìåðíîñòè✳

Ïðèìåíèì îáû÷íóþ è îáîáùåííóþ ❬✶❪ ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì✳
➶âåäåì ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

H(ψ, x, y, s, t) = 〈ψ, f(x, y, s, t)〉 − F (x, s, t); h(p, y, z, u, t) = 〈p, g(y, z, u, t)〉.
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Ïîòðåáóåì✱ ÷òîáû ôóíêöèè ψ(s, t), p(t) ÿâëÿëèñü ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

DAψ +Asψ = −Hx(ψ, x, y, s, t), ψ(s, t1) = −ϕx(x(s, t1), s), ✭✽✮

ψ+(s1, t) = 0; ψ−(s0, t) = 0, t ∈ T ;

pt =











−hy[t]− hz[t+ h]−
∫

S

Hy(ψ, x, y, s, t) ds, t ∈ [t0; t1 − h],

−hy[t]−
∫

S

Hy(ψ, x, y, s, t) ds, t ∈ [t1 − h; t1].
✭✾✮

p(t1) = 0; p(t) ≡ 0, t > t1.

➬äåñü

hy[t] = hy(p(t), y(t), z(t), u(t), t); hz[t+ h] = hz(p(t+ h), y(t+ h), z(t), u(t+ h), t+ h),

ψ+, ψ− ✕ âåêòîð✲ôóíêöèè òåõ æå ðàçìåðîâ✱ ÷òî è x+, x−✳
Òîãäà ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà ïðèíèìàåò âèä

∆J(u) = −

∫

T

∆ũh(p(t), y(t), z(t), u(t), t) dt+ η,

ãäå

η =

∫

S

oϕ(|∆x(s, t1)|) ds+

∫

Π

∫

[oH(|∆x(s, t)|+ oH(|∆y(t)|+ 〈∆x̃Hy(ψ, x, y, s, t),∆y(t)〉] dsdt+

+

∫

T

[oh(|∆y(t)|) + 〈∆ũhy(p, y, z, u, t),∆y(t)〉+ 〈∆ũhz(p, ỹ, z, u, t),∆z(t)〉] dt+

+

∫

T

[oh(|∆z(t)|) + 〈∆ỹhz(p, y, z, u, t),∆z(t)〉] dt.

Ïðè âûïîëíåíèè ✭✻✮✱ ✭✼✮ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè✿

γ(t) = max
(ξ,τ)∈Π(t)

|∆x(ξ, τ)| 6M

t
∫

t0

t
∫

t0

|∆u(τ)| dτ, Π(t) = {(ξ, τ) ∈ Π : τ 6 t}; ✭✶✵✮

γ1(t) = max
t06τ6t

|∆y(τ)| 6 K

t
∫

t0

|∆u(τ)| dτ, ✭✶✶✮

ãäå K = L1 · e
2L1(t1−t0)✱ M = L ·K · eL(t1−t0)✳ ➬äåñü L ✕ êîíñòàíòà ❐èïøèöà äëÿ ôóíêöèè f ✱ L1 ✕

êîíñòàíòà ❐èïøèöà äëÿ ôóíêöèè g✳

✸✳ ❮åîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè è ìåòîä óëó÷øåíèÿ✳ ➮ñïîëüçóåì îáùóþ ìåòî✲
äèêó ❬✶❪✱ ❬✷❪✱ îñíîâàííóþ íà ïðèìåíåíèè íåêëàññè÷åñêîé âàðèàöèè✱ îáåñïå÷èâàþùåé ãëàäêîñòü
äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé✳

Ïðîâàðüèðîâàííîå óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó

uε,δ(t) = u(t+ εδ(t)), t ∈ T. ✭✶✷✮

➬äåñü ε ∈ [0, 1] ✕ ïàðàìåòð âàðüèðîâàíèÿ✱ δ(t) ✕ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ✱ óäî✲
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ t0 6 t + δ(t) 6 t1, t ∈ T. Òàê êàê äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ ✕ ãëàäêèå
ôóíêöèè✱ èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ∆u = u̇(t)εδ(t) + o(ε).

Ñ ïîìîùüþ îöåíîê ✭✶✵✮✱ ✭✶✶✮ ïîëó÷èì

∆J(u) = −ε

∫

T

〈hu, u̇〉δ(t) dt+ o(ε).

❰òñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ(t) âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå✳
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Òåîðåìà ✶✳ ➴ñëè ïðîöåññ {u(t), y(t), x(s, t)} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â ðàññìàòðèâàåìîé çà✲
äà÷å✱ òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ω(t) = 〈hu(p(t), y(t), z(t), u(t), t), u̇(t)〉 = 0, t ∈ T,

ãäå p(t) ✕ ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ✭✽✮✱✭✾✮✱ âû÷èñëåííîå íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå✳

❰ïèøåì îáùóþ ñõåìó ìåòîäà✳ ➶ûáåðåì ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u0 = u0(t) è ïî✲
ëîæèì k = 0✳ Ïî óïðàâëåíèþ uk ñòðîèì ðåøåíèÿ xk, yk ïðÿìîé è ψk, pk ñîïðÿæåííîé çàäà÷✳
❮à ïîëó÷åííûõ ðåøåíèÿõ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jk = J(uk) è ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ
ωk(t) = 〈hu(p

k, yk, zk, uk, t), u̇k〉✳ ➘àëåå✱ ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ωk(t) = 0✳ ➴ñëè îíî
âûïîëíåíî✱ òî ìåòîä çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó✳ ➶ ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ãëàäêàÿ âàðèàöèÿ
óïðàâëåíèÿ ïî ôîðìóëå ✭✶✷✮✳ ➶îçìîæíû ðàçëè÷íûå êîíñòðóêòèâíûå ñïîñîáû äëÿ âûáîðà ôóíê✲
öèè δ(t)✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ íåïëîõî ïîêàçàë ñåáÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò✿

δk(t) =
(t− t0)(t1 − t)ωk(t)

(t1 − t0)max
t∈T

|ωk(t)|
.

Ïàðàìåòð εk îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ✿ J(ukεk) = min J(ukε), ε ∈ [0, 1]. Ñëó÷àé✱ êîãäà íàéäåííîå çíà✲
÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà áëèçêî ê íóëþ✱ ñîîòâåòñòâóåò íåóëó÷øåíèþ ôóíêöèîíàëà íà øàãå ìåòîäà✳
➶ êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàåòñÿ uk+1(t) = ukεk(t) è èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðî✲
äîëæàåòñÿ✳ ✃ðèòåðèåì îñòàíîâêè ñëóæèò îäíà èç ñèòóàöèé✱ ïîëó÷åííûõ íà k✲é èòåðàöèè ìåòîäà✿
à✮ âûïîëíåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ôóíêöèè uk(t)❀
á✮ íåóëó÷øåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà✱ ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåé (k − 1)✲é èòåðàöèè✳ Ïîñëå✲
äîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé✱ ãåíåðèðóåìàÿ ìåòîäîì✱ ÿâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííîé è ñõîäèòñÿ â ñëàáîì
ñìûñëå ê âûïîëíåíèþ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè✱ ñôîðìóëèðîâàííîãî â òåîðåìå ✶✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➚ðãó÷èíöåâ ➚✳ ➶✳ ❰ïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñèñòåìàìè✳ ❒✳ ✿ Ôèçìàòëèò✱ ✷✵✵✼✳ ✶✻✺ ñ✳

✷✳ ❆r❣✉❝❤✐♥ts❡✈ ❆✳ ❱✳✱ P♦♣❧❡✈❦♦ ❱✳ P✳ ❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❛ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❧❛②
✴✴ ➮çâåñòèÿ ➮ðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳ Ñåðèÿ ❒àòåìàòèêà✳ ✷✵✷✶✳ ➑ ✸✺✳ Ñ✳ ✸✕✶✼✳

➚ðãó÷èíöåâ ➚ëåêñàíäð ➶àëåðüåâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❛r❣✉❝❤❅♠❛t❤✳✐s✉✳r✉

Ïîïëåâêî ➶àñèëèñà Ïàâëîâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❛s✐❧✐s❛❅♠❛t❤✳✐s✉✳r✉
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíûé ïî ñâîèì ôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì áèîëîãè✲
÷åñêèé äâóõñëîéíûé îáúåêò✱ ïîäâåðãàåìûé äåéñòâèþ íà íåãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ✳ Óïðàâëåíèå
ïðîöåññîì òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à îñóùåñòâëÿåòñÿ èçìåíåíèåì èíòåíñèâíîñòè òåì✲
ïåðàòóðû ëàçåðíîãî ëó÷à íà ãðàíèöå áèîìàòåðèàëà✱ âëèÿÿ íà òåïëîâîå ñîñòîÿíèå â äâóõñëîéíîì
áèîìàòåðèàëå✳ Ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëå✲
íèÿ òåïëîâûì âîçäåéñòâèåì ëàçåðíîãî ëó÷à íà äâóõñëîéíûé áèîìàòåðèàë✳ Ïîä ïîñòðîåííûì òåï✲
ëîâûì âîçäåéñòâèåì ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõñëîéíîãî áèîìàòåðèàëà èç çà✲
äàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïåðåõîäèò â çàäàííîå êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå✱ ìèíèìèçèðóÿ ïðè ýòîì çíà÷åíèå äëÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà✳ ➶ ïðåäëîæåííîì ïîäõîäå
èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ìåòîäû òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äèíàìè✲
÷åñêèõ ñèñòåì✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ äâóõñëîéíûé áèîëîãè÷åñêèé ìàòåðèàë✱ òåïëîâîå âîçäåéñòâèå ëàçåðíîãî ëó÷à✱
òåìïåðàòóðíîå ñîñòîÿíèå✱ îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå✱ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✸❈✾✺✱ ✼✵◗✵✺

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➮ññëåäîâàíèå çàäà÷ â ìíîãîñëîéíûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòàõ✱ êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
ïîä âîçäåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííûõ èëè ðàñïðåäåë➻ííûõ èñòî÷íèêîâ✱ òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ñîîò✲
âåòñòâóþùèõ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé✳ Ïðè ýòîì àäåêâàòíîñòüþ äîëæíû îáëàäàòü
êàê ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè✱ òàê è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ✳
➶ ñòàòüå ❬✶✶❪ ïðåäñòàâëåí îáçîð ëèòåðàòóðû î ìåäèêî✲áèîëîãè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ëàçåðîâ✳ Ñôå✲

ðà ïðèìåíåíèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â ìåäèöèíå âûõîäèò äàëåêî çà ïðåäåëû êëàññè÷åñêèõ ïîíÿ✲
òèé î ëàçåðå ❬✺❪✳ ❮åâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîâðåìåííóþ ìåäèöèíó áåç ïðèìåíåíèÿ ëàçåðîâ✳ ❰äíî
èç ìíîãî÷èñëåííûõ íàïðàâëåíèé ìåäèêî✲áèîëîãè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ëàçåðîâ ✕ èñïîëüçîâàíèå èõ
â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà âîçäåéñòâèÿ íà áèîëîãè÷åñêèå îáúåêòû✳ Ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ îáëàñòåé
ïðèìåíåíèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ îáðàáîòêè áèîëîãè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ âîçíèêàåò íåîáõîäè✲
ìîñòü âûðàáîòêè ìåòîäèê âîçäåéñòâèÿ è êðèòåðèåâ ïàðàìåòðîâ ëàçåðíûõ èçëó÷àòåëåé✳
➶ ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè✱ ïðèçâàííûå ðåøàòü ðàçëè÷íûå çà✲

äà÷è ëàçåðíîãî âîçäåéñòâèÿ è îöåíèâàòü ðåçóëüòàòû ❬✶✶❪✱ â ÷àñòíîñòè✱ çàäà÷ó âûáîðà ðåæèìîâ
òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à íà áèîëîãè÷åñêóþ ñðåäó✳ Ñïîñîáû âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî
ëó÷à íà áèîëîãè÷åñêóþ ñðåäó ïîêà åù➻ íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíû✳ Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîâå✲
äåíèå ðàçíîñòîðîííèõ èññëåäîâàíèé ïî ïîèñêó ðåæèìîâ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ âîç✲
ìîæíîñòåé ëàçåðíîãî âîçäåéñòâèÿ è ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âîçäåéñòâèÿ íà áèîëîãè÷åñêèå
ñðåäû✳
➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå ìíîãîñëîéíîé ñèñòåìû ðàññìîòðåí ñîñòîÿùèé èç äâóõ íåîäíî✲

ðîäíûõ ïî ñâîèì òåïëîôèçè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì áèîëîãè÷åñêèõ ñëîåâ îáúåêò✱ ïîäâåðãàåìûé
äåéñòâèþ íà íåãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî óïðàâëåíèå ïðîöåññîì òåïëîâîãî
âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à íà äâóõñëîéíûé áèîìàòåðèàë îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

➮ññëåäîâàíèå Ñ✳ ➶✳ Ñîëîäóøè âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ✭ïðîåêò ❋❲❊❯✲✷✵✷✶✲✵✵✵✻✱ òåìà ◆♦✳ ❆❆❆❆✲❆✷✶✲✶✷✶✵✶✷✵✾✵✵✸✹✲✸✮✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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èçìåíÿÿ íà âåðõíåé ✭ëåâîé✮ ãðàíèöå äâóõñëîéíîãî áèîìàòåðèàëà èíòåíñèâíîñòü òåìïåðàòóðû ëà✲
çåðíîãî ëó÷à✱ âëèÿåì íà òåïëîâîå ñîñòîÿíèå â äâóõñëîéíîì áèîìàòåðèàëå✳ Öåëü ñòàòüè ñîñòîèò
â ðàçðàáîòêå àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òåïëîâûì
âîçäåéñòâèåì ëàçåðíîãî ëó÷à íà äâóõñëîéíûé áèîìàòåðèàë✱ ïîä âîçäåéñòâèåì êîòîðîãî ðàñïðå✲
äåëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ñîñòîÿíèÿ èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà îïðåäåëåííîì ïðîìå✲
æóòêå âðåìåíè ïåðåõîäèò â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå✳

✷✳ ❰á îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ✳ ❒íîãîñëîéíûé áèîëîãè÷åñêèé ìàòåðèàë✱ êîòîðûé ïîäâåðãà✲
åòñÿ äåéñòâèþ íà íåãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ✱ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ ðàñïðåäåë➻ííûìè ïàðàìåòðà✲
ìè ❬✷✱ ✹✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✷❪✳ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà äåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à íà ìíîãîñëîéíûé
áèîëîãè÷åñêèé ìàòåðèàë îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîä✲
íîñòè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà÷àëà è êîíöà ëàçåðíîãî íàãðåâà✱ ãðà✲
íè÷íûìè óñëîâèÿìè âçàèìîäåéñòâèÿ âíåøíåãî ñëîÿ áèîëîãè÷åñêîãî ìàòåðèàëà è îêðóæàþùåé
ñðåäû✱ à òàêæå óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ìåæäó ñëîÿìè✳ ❒àòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè óêàçàííûõ îáú✲
åêòîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ êàê ðàçíîðîäíûå ñîñòàâíûå ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåë➻ííûìè ïàðàìåòðàìè✱
ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòàâíûõ ñèñòåì
✭ïåðåìåííîé ñòðóêòóðû✮✱ êîòîðûì ïîñâÿùåíû✱ â ÷àñòíîñòè✱ ñòàòüè ❬✶✱ ✻✕✽❪✳

➶ ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîãîñëîéíîé ñòðóêòóðîé áèîìàòåðèàëà ❬✹✱✾✱✶✵❪ â ñëó÷àå✱ êîãäà âðåìåííûå è
ïðîñòðàíñòâåííûå ïàðàìåòðû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îáú➻ìíîé ïëîòíîñòè òåïëîâîé ìîùíîñòè
â áèîëîãè÷åñêîì ìàòåðèàëå è êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè ïîñòîÿííûå✱ äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ â ñèñòåìó ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
òåïëîïðîâîäíîñòè✿

ρ1c1
∂T1 (z, t)

∂t
= K1

∂2T1 (z, t)

∂z2
, z ∈ [0, l1] , t ∈ [t0, t1] ,

ρ2c2
∂T2 (z, t)

∂t
= K2

∂2T2 (z, t)

∂z2
, z ∈ [l1, l1 + l2] , t ∈ [t1, t2] ,

✭✶✮

ãäå ρj✕ êîýôôèöèåíò ïëîòíîñòè j✲ãî ñëîÿ áèîëîãè÷åñêîãî ìàòåðèàëà✱ j = 1, 2❀ cj ✕ êîýôôèöè✲
åíò òåïëîåìêîñòè j✲ãî ñëîÿ áèîëîãè÷åñêîãî ìàòåðèàëà❀ Tj (z, t) ✕ òåìïåðàòóðíîå ïîëå j✲ãî ñëîÿ
â áèîëîãè÷åñêîì ìàòåðèàëå❀ z ✕ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à â áèîëîãè÷åñêîì ìàòå✲
ðèàëå❀ t ✕ äëèòåëüíîñòü òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ❀ Kj ✕ êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè j✲ãî ñëîÿ
áèîëîãè÷åñêîãî ìàòåðèàëà✳

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà äâóõñëîéíûé áèîëîãè÷åñêèé
ìàòåðèàë ñëåäóþùèå

T1 (z, t) |z=0 = u (t) , T2 (z, t) |z=l1+l2
= P (t) , ✭✷✮

ãäå u (t) ✕ òåìïåðàòóðà äåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à íà ëåâîé ãðàíèöå äâóõñëîéíîãî áèîìàòåðèàëà✱
êîòîðàÿ ïîääà➻òñÿ èçìåíåíèþ ïî âðåìåíè❀ P (t) ✕ òåìïåðàòóðà äåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à â êîíöå
✭íà ïðàâîé ãðàíèöå✮ äâóõñëîéíîãî áèîëîãè÷åñêîãî ìàòåðèàëà✱ êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé✳

➶âåäåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ìåæäó ñëîÿìè✱ êîòîðûå âûðàæàþò óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òåì✲
ïåðàòóðíûõ ïîëåé ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå è óñëîâèÿ èäåàëüíîãî òåïëîâîãî êîíòàêòà ñëîåâ ñëå✲
äóþùèì îáðàçîì✿

T1 (z, t) |z=l1−0 = T2 (z, t) |z=l1+0, K1

∂T1 (z, t)

∂z
|z=l1−0 = K2

∂T2 (z, t)

∂z
|z=l1+0. ✭✸✮

Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî çàäàíû íà÷àëüíîå ✭ïðè t = t0✮

T1 (z, t) |t=t0 = TH (z) ✭✹✮

è êîíå÷íîå ✭ïðè t = t2✮ óñëîâèÿ
T2 (z, t) |t=t2 = TK (z) . ✭✺✮

Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî óïðàâëåíèå ïðîöåññîì òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à íà äâóõ✲
ñëîéíûé áèîìàòåðèàë îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì✿ èçìåíÿÿ íà ëåâîé ãðàíèöå ✭â êîíöå✮
äâóõñëîéíîãî áèîìàòåðèàëà èíòåíñèâíîñòü ✭òåìïåðàòóðû✮ ëàçåðíîãî ëó÷à âëèÿåì òåì ñàìûì íà
òåïëîâîå ñîñòîÿíèå â äâóõñëîéíîì áèîìàòåðèàëå✳ ➹ðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ u (t) ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿþ✲
ùèì âîçäåéñòâèåì ✭ò✳å✳ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì✮✳
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u (t) ïðèíàäëåæèò L2(0, T )✳ Ôóíêöèÿ Tj(z, t) ∈
L2(Ω)✱ j = 1, 2✱ ãäå ìíîæåñòâî Ω = {(z, t) : z ∈ [0, l1 + l2] , t ∈ [t0, t2]}✱ à ôóíêöèè TH (z)✱ TK (z)
ïðèíàäëåæàò L2(0, l1 + l2)✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå✱ ÷òî âñå ôóíêöèè òàêèå✱ ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
íåêîòîðûå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ✳

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé çàêîí îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u0(t)✱ t ∈ [t0, t2]✱ òåïëîâîãî âîçäåé✲
ñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à íà äâóõñëîéíûé áèîìàòåðèàë✱ ïîä âîçäåéñòâèåì êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèå
òåìïåðàòóðíîãî ñîñòîÿíèÿ✱ îïèñàííîãî ✭✶✮✱ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ✭✹✮ íà îïðåäåë➻ííîì ïðîìå✲
æóòêå âðåìåíè [t0, t2] ïåðåõîäèò â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ✭✺✮✱ ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèîíàë

t2
∫

t0

u2(t)dt. ✭✻✮

Òàêèì îáðàçîì✱ èìååì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ✲
ìè✳ ➘ëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê çàäà÷å ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè✳

➶âîä îáîçíà÷åíèÿ a2
j
=

Kj

cjρj
✭j = 1, 2✮ è ïåðåõîä ê íîâîé ïåðåìåííîé ❬✶❪ ξ ✭0 6 ξ 6 l1 + l2✮

ïðèâîäèò ê ðàñòÿæåíèþ èëè ñæàòèþ îòðåçêà [l1, l1 + l2] îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = l1✳ Ïðè ýòîì
îòðåçîê [l1, l1 + l2] ïåðåõîäèò ê îòðåçêó [l1, L]✱ ãäå L = l1 +

a1

a2
l2✳

➘ëÿ óäîáñòâà✱ ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé âñå âûøå ïðèâåä➻ííûå ôóíêöèè îñòàâëÿåì â èñõîäíûõ
îáîçíà÷åíèÿõ✳ ➘àëåå✱ îáîçíà÷àÿ ôóíêöèþ T (ξ, t)✱ ξ ∈ [0, L]✱ t ∈ [t0, t2]✱

T (ξ, t) =

{

T1 (ξ, t) , ξ ∈ [0, l1] , t ∈ [t0, t1] ,
T2 (ξ, t) , ξ ∈ [l1, L] , t ∈ [t1, t2] ,

çàïèøåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåííîé

∂T (ξ, t)

∂t
= a21

∂2T (ξ, t)

∂ξ2
, ξ ∈ [0, L] , t ∈ [t0, t2] ,

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè äëÿ ✭✷✮✕✭✺✮✳
Ðåøåíèå çàäà÷è ñâåäåíî ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ✱

êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè✱ ñ ñîîòâåò✲
ñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè✱ êîíå÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè è ìèíèìèçèðóåìûì ôóíêöèîíàëîì ✭✻✮✳ ➮ñ✲
ïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ó÷èòûâàÿ êîíå÷íûå óñëîâèÿ✱ ïîëó÷èì✱ ÷òî èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u0(t)✱ t ∈ [t0, t2]✱ äëÿ êàæäîé ìîäû äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
íåêîòîðûì èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì è äîñòàâëÿòü ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó ✭✻✮✳ ➘àëåå íà îñíî✲
âå ìåòîäà ïðîáëåì ìîìåíòîâ ❬✸❪ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë ïåðâûõ ìîä ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ äëÿ èñêîìîãî îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî âîçäåéñòâèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé
ñîñòîÿíèÿ✳
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➚ííîòàöèÿ✳ ➶ êëàññå ëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ

íîâûé ïîäõîä ê ïîèñêó îñîáûõ óïðàâëåíèé✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíöèïó ìàêñèìóìà✳ ➘àííûé ïîä✲

õîä îñíîâûâàåòñÿ íà íîâûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè â âèäå çàäà÷ î íåïîäâèæíîé òî÷êå✱ êîòîðûå

ýêâèâàëåíòíû èçâåñòíûì óñëîâèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà✳ ❮îâûå ôîðìû óñëîâèé ïðèíöèïà ìàê✲

ñèìóìà ïîçâîëÿþò êîíñòðóèðîâàòü íîâûå ìåòîäû ïîèñêà óïðàâëåíèé✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíöè✲

ïó ìàêñèìóìà✱ â òîì ÷èñëå îñîáûõ óïðàâëåíèé✳ Ýôôåêòèâíîñòü ïîèñêà îñîáûõ ýêñòðåìàëüíûõ

óïðàâëåíèé èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íîðìû êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ëèíåé✲

íî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ëèíåéíî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà✱ ïðèíöèï ìàêñèìóìà✱ çàäà÷à î íåïîäâèæíîé

òî÷êå✱ îñîáûå óïðàâëåíèÿ✱ èòåðàöèîííûé ìåòîä✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾▼✷✵

➶âåäåíèå ❐èíåéíûå ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ â
òåîðèè è ïðàêòèêå ìîäåëèðîâàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ✳ ➶ ñâÿçè ñ ýòèì
ïî✲ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ðàçðàáîòêà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ äëÿ ýôôåêòèâíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ â ðàáîòå ❬✸❪
äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ïî ñîñòîÿíèþ è ëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå
ìåòîäû íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ✳ ➶ ðà✲
áîòå ❬✶❪ ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â êëàññå ëèíåéíî✲
êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå çàäà÷ î íåïîäâèæíîé òî÷êå✳
➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå â êëàññå ëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàç✲

ðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé✱ â òîì ÷èñëå îñîáûõ ýêñòðåìàëüíûõ
óïðàâëåíèé✱ íà îñíîâå êîíñòðóèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ôîðì óñëîâèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â âèäå
îïåðàòîðíûõ çàäà÷ î íåïîäâèæíîé òî÷êå✳

✶✳ ➬àäà÷è è ìåòîäû íåïîäâèæíûõ òî÷åê✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✿

Φ(u) = ϕ(x(t1)) +

∫

T

(〈a(x(t), t), u(t)〉+ d(x(t), t)) dt→ inf
u∈V

, ✭✶✮

ẋ = A(x(t), t)u(t) + b(x(t), t), x(t0) = x0, u(t) ∈ U ⊂ Rm, t ∈ T = [t0, t1]. ✭✷✮

â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) ∈ Rn îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû✱ ïåðåìåííàÿ
u(t) = (u1(t), ..., um(t)) ∈ Rm õàðàêòåðèçóåò óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå â ñèñòåìå✳ Ôóíêöèè a(x, t)✱
d(x, t)✱ A(x, t)✱ b(x, t) äèôôåðåíöèðóåìû ïî ïåðåìåííîé x è íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé t íà ìíî✲
æåñòâå Rn×T ✳ Ôóíêöèÿ ϕ(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå Rn✳ ➶ êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâ✲
ëåíèé u(t)✱ t ∈ T ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî V êóñî÷íî✲íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â
êîìïàêòíîì è âûïóêëîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rm✳ ❮à÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 è âðåìåííîé èíòåðâàë T
çàäàíû✳
Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà ñ ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé ψ â çàäà÷å ✭✶✮✱ ✭✷✮ èìååò ñëåäóþùèé âèä✿

H(ψ, x, u, t) = H0(ψ, x, t) + 〈H1(ψ, x, t), u〉,

H0(ψ, x, t) = 〈ψ, b(x, t)− d(x, t)〉, H1(ψ, x, t) = AT (x, t)ψ − a(x, t).

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



❰➪ ❰➘❮❰❒ Ï❰➘Õ❰➘➴ ✃ Ï❰➮Ñ✃Ó ❰Ñ❰➪ÛÕ Ý✃ÑÒÐ➴❒➚❐Ü❮ÛÕ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮➱ ✽✸

Ñòàíäàðòíàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå✿

ψ̇(t) = −Hx(ψ(t), x(t), u(t), t), t ∈ T, ψ(t1) = −ϕx(x(t1)). ✭✸✮

➘ëÿ v ∈ V îáîçíà÷èì x(t, v)✱ t ∈ T ✕ ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✷✮ ïðè u(t) = v(t)❀ ψ(t, v)✱ t ∈ T ✕ ðåøåíèå
ñòàíäàðòíîé ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ✭✸✮ ïðè x(t) = x(t, v)✱ u(t) = v(t)✳ Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
íà îñíîâå îïåðàöèè ìàêñèìèçàöèè✿

u∗(ψ, x, t) = argmax
w∈U

〈H1(ψ, x, t), w〉, ψ ∈ Rn, x ∈ Rn, t ∈ T.

Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ u∗ óñëîâèå èçâåñòíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ óïðàâëåíèÿ u ∈ V â
çàäà÷å ✭✶✮✱ ✭✷✮ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå✿

u(t) = u∗(ψ(t, u), x(t, u), t), t ∈ T. ✭✹✮

❰ïðåäåëèì îòîáðàæåíèå uα ñ ïàðàìåòðîì α > 0 íà îñíîâå îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ✿

uα(ψ, x, t) = PU (w + αH1(ψ, x, t)), ψ ∈ Rn, x ∈ Rn, w ∈ U, t ∈ T.

Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ uα óñëîâèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ✭✹✮ â çàäà÷å ✭✶✮✱ ✭✷✮ ìîæíî çàïèñàòü â
ýêâèâàëåíòíîì âèäå✿

u(t) = uα(ψ(t, u), x(t, u), u(t), t), t ∈ T. ✭✺✮

Óïðàâëåíèå u ∈ V íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì✱ åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðèíöèïà ìàê✲
ñèìóìà✳ ➘ëÿ ýêñòðåìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ✭✺✮ õîòÿ
áû äëÿ îäíîãî α > 0✳

Ïîèñê ýêñòðåìàëüíûõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ â îñîáûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ✱ â êîòîðûõ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà íå ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ýêñòðåìàëüíûå ðåøåíèÿ✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ìåòîä êðàåâîé çàäà✲
÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñòàíîâÿòñÿ íå ýôôåêòèâíûìè â îñîáûõ çàäà÷àõ✳

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ïåðåêëþ÷åíèÿ g(ψ, x, t) = H1(ψ, x, t)✳ ➶ ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì îïðå✲
äåëåíèåì îñîáîãî óïðàâëåíèÿ ❬✷❪✱ óïðàâëåíèå u ∈ V â çàäà÷å ✭✶✮✱ ✭✷✮ íàçîâåì îñîáûì✱ åñëè äëÿ
ýòîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò èíòåðâàë âðåìåíè [Θ1,Θ2] ⊂ T íåíóëåâîé ìåðû✱ íà êîòîðîì âûïîë✲
íÿåòñÿ óñëîâèå g(ψ(t, u), x(t, u), t) = 0✳

➘ëÿ îñîáîãî ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ óñëîâèÿ ✭✹✮ è ✭✺✮ íà îñîáîì èíòåðâàëå âûïîëíÿþòñÿ
òðèâèàëüíî è íå ìîãóò ñëóæèòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñîáîì
èíòåðâàëå✳ ➬àäà÷à ✭✶✮✱ ✭✷✮ íàçûâàåòñÿ îñîáîé✱ åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî îñîáîå ýêñòðåìàëüíîå
óïðàâëåíèå✳

❰ïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ X✱ Ψ✱ V α ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè✿

X(v) = x, v ∈ V, x = x(t, v), t ∈ T ;

Ψ(v) = ψ, v ∈ V, ψ = ψ(t, v), t ∈ T ;

V α(ψ, x, v) = vα, ψ ∈ C(T ), v ∈ V, vα(t) = uα(ψ(t), x(t), v(t), t), t ∈ T,

ãäå C(T ) ✕ ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà T ôóíêöèé✳
Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ îòîáðàæåíèé óñëîâèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ✭✺✮ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ❝ îïåðàòîðîì óïðàâëåíèÿ Gα
1
✿

u = V α(Ψ(u), X(u), u) = Gα

1 (u), u ∈ V. ✭✻✮

➶âåäåì îòîáðàæåíèå Xα ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

Xα(ψ, v) = xα, ψ ∈ C(T ), v ∈ V,

ãäå xα(t)✱ t ∈ T ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñïåöèàëüíîé çàäà÷è ✃îøè✿

ẋ(t) = A(x(t), t)uα(ψ(t), x(t), v(t), t) + b(x(t), t), x(t0) = x0.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ îïåðàòîðîì óïðàâëåíèÿ Gα
2
✿

u = V α(Ψ(u), Xα(Ψ(u), u), u) = Gα

2 (u), u ∈ V. ✭✼✮



✽✹ ➚✳ Ñ✳ ➪Ó❐➘➚➴➶✱ ➮✳ ➘✳ ✃➚➬Ü❒➮❮

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå Ψα ïî ïðàâèëó✿

Ψα(x, v) = ψα, x ∈ C(T ), v ∈ V,

ãäå ψα(t), t ∈ T ✕ ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ✃îøè✿

ψ̇(t) = −Hx(ψ(t), x(t), u
α(ψ(t), x(t), v(t), t), t), ψ(t1) = −ϕx(x(t1)).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ îïåðàòîðîì óïðàâëåíèÿ Gα
3
✿

u = V α(Ψα(X(u), u), X(u), u), u ∈ V. ✭✽✮

❒îæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå✳

Òåîðåìà ✶✳ ➬àäà÷è î íåïîäâèæíîé òî÷êå ✭✼✮ è ✭✽✮ ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè óñëîâèþ ïðèí✲
öèïà ìàêñèìóìà ✭✺✮✳

❮à îñíîâå óñëîâèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ✭✻✮✕✭✽✮ â ôîðìå çàäà÷ î íåïîäâèæíîé òî÷êå êîíñòðó✲
èðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïðè k > 0✿

vk+1 = V α(Ψ(vk), X(vk), vk) = Gα

1 (v
k), v0 ∈ V ; ✭✾✮

vk+1 = V α(Ψ(vk), Xα(Ψ(vk), vk), vk) = Gα

2 (v
k), v0 ∈ V ; ✭✶✵✮

vk+1 = V α(Ψα(X(vk), vk), X(vk), vk) = Gα

3 (v
k), v0 ∈ V. ✭✶✶✮

Ïðîåêöèîííûé ïàðàìåòð α > 0 â ìåòîäàõ ✭✾✮✕✭✶✶✮ ôèêñèðóåòñÿ â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî ìåòî✲
äà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà✳ ❒åòîäû ✭✾✮✕✭✶✶✮ íå ñîäåðæàò îïåðàöèþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âàðüèðîâàíèÿ
óïðàâëåíèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäîâ✳ Òðóäîåìêîñòü
ðåàëèçàöèè êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäîâ ✭✾✮✕✭✶✶✮ îöåíèâàåòñÿ ðåøåíèåì äâóõ çàäà÷ ✃îøè✳ Ñõîäè✲
ìîñòü èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ✭✾✮✕✭✶✶✮ ìîæíî îáîñíîâàòü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ α > 0 íà îñíîâå
èçâåñòíîãî ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé✳

✷✳ Ïðèìåð îñîáîé çàäà÷è✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè íîðìû êîíå÷íîãî ñîñòîÿ✲
íèÿ ëèíåéíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû✿

ẋ1(t) = x2(t), x1(0) = 2,

ẋ2(t) = u(t), x2(0) = −1,

|u(t)| 6 1, t ∈ T = [0, 3],

Φ(u) = 0.5(x21(3) + x22(3)) → inf
u∈V

.

Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà è ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìåþò âèä✿

H(ψ, x, u, t) = ψ1x2 + ψ2u;

ψ̇1(t) = 0, ψ1(3) = −x1(3),

ψ̇2(t) = −ψ1(t), ψ2(3) = −x2(3).

Óñëîâèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è êðàåâàÿ çàäà÷à ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïðèíèìàþò âèä✿

u(t) = sign(ψ2(t, u)), t ∈ T ;

ẋ1(t) = x2(t), x1(0) = 2,

ẋ2(t) = sign(ψ2(t)), x2(0) = −1,

ψ̇1(t) = 0, ψ1(3) = −x1(3),

ψ̇2(t) = −ψ1(t), ψ2(3) = −x2(3).

➚íàëèç êðàåâîé çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïîêàçûâàåò✱ ÷òî ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ ìîãóò
áûòü òîëüêî îñîáûìè✳ Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ g(ψ, x, t) = ψ2 íà ýêñòðåìàëü✲
íîì óïðàâëåíèè òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ✳ Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòî✲
ãî òîæäåñòâà â ñèëó ôàçîâîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåì òàêæå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì✱ âûïîë✲
íÿþùèìèñÿ òîæäåñòâåííî✱ êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü îñîáûå çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ✳
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➘ëÿ ïîèñêà îñîáûõ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé ïðèìåíÿëèñü ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ✭✾✮✕✭✶✶✮✱
íå èñïîëüçóþùèå ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ îñîáûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ èç óêàçàííûõ âûøå òîæ✲
äåñòâ✳ Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû â ðàìêàõ ìîäåëüíîé çàäà÷è ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ðàññìàòðè✲
âàåìûõ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé íà
îñîáûõ èíòåðâàëàõ✳

➬àêëþ÷åíèå ➶ êëàññå ëèíåéíûõ ïî óïðàâëåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå íî✲
âûõ ôîðì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà â âèäå çàäà÷ î íåïîäâèæíîé òî÷êå ïîñòðîåíû èòåðàöèîííûå
ìåòîäû✱ ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü îñîáûå ýêñòðåìàëüíûå óïðàâëåíèÿ✳
Ðàçðàáîòàííûå îïåðàòîðíûå ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé✱ â òîì ÷èñëå îñîáûõ

óïðàâëåíèé✱ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè✿
✶✳ íåëîêàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé óïðàâëåíèÿ✱ ïîëó÷àåìûõ ðàñ÷åòîì äâóõ çà✲

äà÷ ✃îøè äëÿ ôàçîâûõ è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ íà êàæäîé èòåðàöèè❀
✷✳ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïðèáëèæåíèé îñîáîãî ýêñòðåìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ

óñëîâèÿ òîæäåñòâåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ✳
Óêàçàííûå ñâîéñòâà ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíî✲

ñòè ïîèñêà îñîáûõ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ëèíåéíûõ ïî óïðàâëå✲
íèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➪óëäàåâ ➚✳ Ñ✳✱ ✃àçüìèí ➮✳ ➘✳ ❰ïåðàòîðíûå ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â ëèíåéíî✲
êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå✳ ➮òîãè íàóêè è òåõíèêè✳ Ñåðèÿ✿ Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèÿ✳ Òåìàòè÷åñêèå
îáçîðû✳ ✷✵✷✸✳ ✷✷✹✳ Ñ✳ ✶✾✕✷✼✳

✷✳ ➶àñèëüåâ ❰✳ ➶✳ ❐åêöèè ïî ìåòîäàì îïòèìèçàöèè✳ ➮ðêóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮➹Ó✱ ✶✾✾✹✳

✸✳ Ñðî÷êî ➶✳ ➚✳ ➮òåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✳ ❒✳ ✿ Ôèçìàòëèò✱ ✷✵✵✵✳

➪óëäàåâ ➚ëåêñàíäð Ñåðãååâè÷
➪óðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì✳ ➘îðæè ➪àíçàðîâà ✭➪➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❜✉❧❞❛❡✈❅♠❛✐❧✳r✉

✃àçüìèí ➮âàí ➘ìèòðèåâè÷
➪óðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì✳ ➘îðæè ➪àíçàðîâà ✭➪➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛③♠✐♥✈❛♥②❛❅♠❛✐❧✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✽✻✕✽✾

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼✳✺

❒❮❰➹❰✃Ð➚Ò❮❰ ➬➚❒Û✃➚➴❒Û➴ ÑÒÐ➚Ò➴➹➮➮ ➶ ➬➚➘➚×➚Õ

❰ÏÒ➮❒➚❐Ü❮❰➹❰ ➹➚Ð➚❮Ò➮Ð❰➶➚❮❮❰➹❰ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮ß✱

Ñ➶ß➬➚❮❮ÛÕ Ñ Ò➴❰Ð➮➴➱ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮ß

Ï❰ ÏÐ❰➹❮❰➬➮ÐÓÞÙ➴➱ ❒❰➘➴❐➮

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ❮✳ ❒✳ ➘❒➮ÒÐÓ✃✱ ➘✳ ➚✳ ✃❰ÑÒÞ✃➴➶➮×

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé ñ âîçìóùå✲
íèÿìè✱ âîçíèêàþùàÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïî ïðîãíîçèðóþùåé ìîäåëè✳ ➮ññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è â êëàññå ãàðàíòèðóþùèõ ïðîãðàìì è â êëàññå ìíîãîêðàòíî çàìûêàåìûõ ñòðàòåãèé óïðàâ✲
ëåíèÿ✳ ❰áñóæäàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé è ïîäõîäû ê
ó÷åòó ñòðóêòóðû ïîëó÷àåìûõ çàäà÷ ñ öåëüþ èõ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà✱ âîçìóùåíèÿ✱ îïòèìàëüíîå ãàðàíòèðîâàííîå óïðàâëåíèå✱
ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ✱ óïðàâëåíèå ïî ïðîãíîçèðóþùåé ìîäåëè✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✸❈✵✺✱ ✾✸❇✺✷✱ ✹✾◆✵✺

✶✳ ➶âåäåíèå✳ Óïðàâëåíèå ïî ïðîãíîçèðóþùåé ìîäåëè ✭▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❬✼❪✮ ✕ ïîïó✲
ëÿðíûé ìåòîä óïðàâëåíèÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè✱ ïðèìåíÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàáè✲
ëèçàöèè ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì✳ ❒åòîä ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå â ðåàëüíîì âðåìåíè òàê
íàçûâàåìûõ ïðîãíîçèðóþùèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè✱
ãäå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ èçìåðåííîå ðåàëüíîå ñîñòîÿíèå óïðàâ✲
ëÿåìîãî îáúåêòà✳ ❰ïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðîãíîçèðóþùåé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ
ñèñòåìîé äî òåõ ïîð✱ ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå èçìåðåíèå ñîñòîÿíèÿ✳

Ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå âîçìóùåíèé ïðîãíîçèðóþùàÿ çàäà÷à ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå ôîðìóëè✲
ðîâêè ❬✻❪✳ ❮àïðèìåð✱ ïðèìåíåíèå çàäà÷ ïðîãðàììíîé îïòèìèçàöèè â êà÷åñòâå ïðîãíîçèðóþùèõ â
íàñòîÿùèé ìîìåíò ñ÷èòàåòñÿ íåýôôåêòèâíûì✱ âìåñòî íèõ èñïîëüçóþòñÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñòðà✲
òåãèé óïðàâëåíèÿ✱ â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ íåêîòîðûå ýëåìåíòû îáðàòíîé ñâÿçè✱ êàê ýòî ñäåëàíî
â ðàáîòàõ ❬✹✱ ✻✱ ✽❪✳ ➶ íàñòîÿùåì äîêëàäå äëÿ ïðîãíîçèðóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
èç ❬✹❪ ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ñ çàìûêàíèÿìè ❬✶✕✸✱✺❪✳

✷✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ñòàöèîíàðíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó óïðàâëå✲
íèÿ ñ âîçìóùåíèåì

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t) +Mw(t), x(0) = x0, t = 0, 1, . . . , T − 1, ✭✶✮

ãäå x(t) ∈ R
n ✕ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ✭✶✮✱ u(t) ∈ R

r ✕ óïðàâëåíèå✱ w(t) ∈ R
p ✕ âîçìóùåíèå â ìîìåíò

âðåìåíè t❀ A ∈ R
n×n✱ B ∈ R

n×r✱ M ∈ R
n×p✱ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 çàäàíî✳

❮à óïðàâëåíèÿ è ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ✭✶✮ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ✿

u(t) ∈ U = {u ∈ R
r : ||u||∞ 6 umax}, t = 0, . . . , T − 1,

x(t) ∈ X(t) = {x ∈ R
n : H(t)x 6 g(t)}, t = 1, . . . , T, ✭✷✮

ãäå H(t) ∈ R
m×n✱ g(t) ∈ R

m òàêîâû✱ ÷òî ìíîæåñòâà X(t) îãðàíè÷åíû✳

Ïðîåêò ðåàëèçóåòñÿ ïîáåäèòåëåì êîíêóðñà ➽Ïîääåðæêà ïðîôåññèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ➾ áëàãîòâîðèòåëüíîé ïðî✲
ãðàììû ➽Ñòèïåíäèàëüíàÿ ïðîãðàììà ➶ëàäèìèðà Ïîòàíèíà➾ ➪ëàãîòâîðèòåëüíîãî ôîíäà ➶ëàäèìèðà Ïîòàíèíà✱
äîãîâîð ãðàíòà ➑ ➹ÞÏÐ✲✵✵✵✻✴✷✸✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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➶îçìóùåíèÿ✱ äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìó ✭✶✮✱ íåèçâåñòíû è îãðàíè÷åíû✿

w(t) ∈ W = {w ∈ R
p : ||w||∞ 6 wmax}, t = 0, 1, . . . , T − 1.

Öåëü óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ✭✶✮ ✕ ìèíèìèçàöèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà✱

T−1
∑

t=0

(

||Qx(t)||∞ + ||Ru(t)||∞
)

+ ||Px(T )||∞ ✭✸✮

ïðè óñëîâèè ãàðàíòèðîâàííîãî ✭ïðè ëþáîé ðåàëèçàöèè âîçìóùåíèé✮ âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé
✭✷✮✳ ➶ êðèòåðèè ✭✸✮ ìàòðèöû Q,P ∈ R

n×n✱ R ∈ R
r×r íåâûðîæäåíû✳

Òðàåêòîðèþ ñèñòåìû ✭✶✮✱ ñîîòâåòñòâóþùóþ óïðàâëåíèþ u(·) = (u(0), u(1), . . . , u(T − 1)) è âîç✲
ìóùåíèþ w(·) = (w(0), w(1), . . . , w(T − 1)) áóäåì îáîçíà÷àòü x(t|x0, u, w)✱ t = 0, 1, . . . , T ✳ ➘ëÿ
ëþáîãî èíòåðâàëà ∆j = {Tj , Tj + 1, . . . , Tj+1 − 1} ❝ 0 6 Tj < Tj+1 6 T îáîçíà÷èì ÷åðåç
uj(·) = (uj(t), t ∈ ∆j)✱ wj(·) = (wj(t), t ∈ ∆j) ✕ óïðàâëåíèå è âîçìóùåíèå íà ∆j ✱ x(t|xj , uj , wj)
✕ ñîñòîÿíèå â ìîìåíò âðåìåíè t ñèñòåìû ✭✶✮ ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x(Tj) = xj ✱ óïðàâëåíèåì
uj(·) è âîçìóùåíèåì wj(·)✳

Ïðîñòåéøèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íà✲
õîæäåíèè îïòèìàëüíîé ãàðàíòèðóþùåé ïðîãðàììû ✕ óïðàâëåíèÿ u(·)✱ çàâèñÿùåãî òîëüêî îò âðå✲
ìåíè t✱ ãàðàíòèðóþùåãî âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé

x(t|x0, u, w) ∈ X(t), t = 1, 2, . . . , T, ∀w(·) ∈ W T ,

è ìèíèìèçèðóþùåãî ãàðàíòèðîâàííîå ✭íàèõóäøåå ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì✮ çíà÷åíèå êðè✲
òåðèÿ êà÷åñòâà

max
w

{

T−1
∑

t=0

(

||Qx(t)||∞+ ||Ru(t)||∞
)

+ ||Px(T )||∞

}

.

Òàêèì îáðàçîì✱ ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â êëàññå ãàðàíòèðóþùèõ ïðîãðàìì äàåò ìèíè✲
ìàêñíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

min
u

max
w

{

T−1
∑

t=0

(

||Qx(t)||∞+||Ru(t)||∞
)

+ ||Px(T )||∞

}

, ✭✹✮

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t) +Mw(t), x(0) = x0,

||u(t)||∞ 6 umax, t = 0, 1, . . . , T − 1,

H(t)x(t) 6 g(t), t = 1, 2, . . . , T, ∀w(·) ∈ W T .

➬àäà÷à ✭✹✮ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîñëå ðÿäà ýêâèâàëåíòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé✱ ñì✳ íàïðèìåð✱ ❬✹❪✳

✸✳ ❒íîãîêðàòíî çàìûêàåìàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ✳ Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû ìîìåíòû âðå✲
ìåíè Tj ∈ {1, 2, . . . , T−1}✱ j = 1, 2, . . . , N ✱ T1 < T2 < . . . < TN ✱ êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ìîìåíòàìè
çàìûêàíèÿ✳ ❰íè ðàçáèâàþò èíòåðâàë óïðàâëåíèÿ íà ∆j = {Tj , Tj+1, . . . , Tj+1−1}✱ j = 0, 1, . . . , N ✱
T0 = 0✱ TN+1 = T ✳

➶ çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî âîçìóùåíèÿ w∗
j
(·)✱ êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ â ðåàëüíîì ïðîöåññå

óïðàâëåíèÿ íà ïðîìåæóòêå ∆j ✱ ñèñòåìà â ìîìåíò Tj+1 îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè✱ êîòîðîå áóäåì
îáîçíà÷àòü x∗(Tj+1)✳ ❰÷åâèäíî✱ x

∗(Tj+1) ∈ X(Tj+1|xj , uj)✱ j = 0, 1, . . . , N ✱ ãäå

X(Tj+1|xj , uj) =
{

x ∈ R
n : x = x(Tj+1|xj , uj , wj), wj(·) ∈ W Tj+1−Tj

}

,

✕ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ✭✶✮ â ìîìåíò âðåìåíè Tj+1✳
❰òíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ çàìûêàíèÿ ïðåäïîëàãàåì✱ ÷òî â êàæäûé ìîìåíò Tj ìîæíî áóäåò✿
✶✳ òî÷íî èçìåðèòü òåêóùåå ñîñòîÿíèå x∗(Tj) ñèñòåìû❀
✷✳ â çàâèñèìîñòè îò èçìåðåííîãî x∗(Tj) âûáðàòü íîâîå óïðàâëåíèå uj(t|x

∗(Tj))✱ t ∈ ∆j ✳



✽✽ ❮✳ ❒✳ ➘❒➮ÒÐÓ✃✱ ➘✳ ➚✳ ✃❰ÑÒÞ✃➴➶➮×

Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå✱ áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìàëü✲
íîãî óïðàâëåíèÿ â êëàññå ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ πN (0, x0) ñ N ìîìåíòàìè çàìûêàíèÿ✱ êîòî✲
ðóþ îïðåäåëèì ðåêóððåíòíî íà îñíîâå ñòðàòåãèé πN−j(Tj , xj) ñ N − j ìîìåíòàìè çàìûêàíèÿ✱
j = N − 1, N − 2, . . . , 1✿

π1(TN−1, xN−1) = {uN−1(·|xN−1);uN (·|xN ), xN ∈ X(TN |xN−1, uN−1)},

πN−j(Tj , xj) = {uj(·|xj);πN−j−1(Tj+1, xj+1), xj+1 ∈ X(Tj+1|xj , uj)},

πN (0, x0) = {u0(·|x0);πN−1(T1, x1), x1 ∈ X(T1|x0, u0)}. ✭✺✮

➘îïóñòèìîñòü ñòðàòåãèè ✭✺✮ îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî✱ ïðèìåíÿÿ àðãóìåíòû äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ê êàæäîìó ïðîìåæóòêó ∆j ✱ íà÷èíàÿ ñ j = N ✳ ➶ ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì âêëþ÷åíèÿ✱ îïðåäåëÿþùèå äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ✿

x(t|xj , uj , wj) ∈ X(t), t = Tj + 1, Tj + 2, . . . , Tj+1, ∀wj(·) ∈ W Tj+1−Tj ,

X(Tj+1|xj , uj) ⊆ Xj+1.

➬äåñü ìíîæåñòâà Xj ✱ j = 1, 2, . . . , N ✱ íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè çàìûêàíèÿ â ìîìåíò Tj ✳ ✃àæäîå
èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê xj ∈ R

n äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ
πN−j(Tj , xj) ñ N − j ìîìåíòàìè çàìûêàíèÿ✱ XN+1 = R

n✳
❰ïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ π0

N
îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíûìè íà÷àëüíûìè ïðîãðàììà✲

ìè u0
j
(·|xj)✱ j = 0, 1, . . . , N ✱ êîòîðûå íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ➪åëëìàíà

Vj(xj) = min
uj

max
wj

{ Tj+1−1
∑

t=Tj

(

||Qx(t|xj , uj , wj)||∞ + ||Ruj(t)||∞
)

+ Vj+1(x(Tj+1|xj , uj , wj))

}

, ✭✻✮

xj ∈ Xj , j = 0, . . . , N,

VN+1(x) = ||Px||∞, x ∈ R
n,

ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé ✭✷✮✳

✹✳ ➶û÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé✳ ❮à ïðàêòèêå âû÷èñ✲
ëåíèå îïòèìàëüíûõ íà÷àëüíûõ ïðîãðàìì u0

j
(·|xj)✱ j = 0, 1, . . . , N ✱ îïèðàåòñÿ íà âîçìîæíîñòü ñâå✲

äåíèÿ çàäà÷ ✭✻✮ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳ ➘ëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Xj(α) = {xj ∈ R
n : Vj(xj) 6 α} , j = 1, 2, . . . , N, α ∈ [αj

min
, αj

max]. ✭✼✮

Ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì ðàáîòû ❬✸❪✱ ìîæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî ìíîæåñòâà ✭✼✮ ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè ìíî✲
ãîãðàííèêàìè✱ à çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà α ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé✿

Xj(α) = {xj ∈ R
n : Pjxj 6 gj + λjα} , j = 1, 2, . . . , N, ✭✽✮

➶ ïðåäñòàâëåíèè ✭✽✮ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Pj ∈ R
mj×n íåîáõîäèìî çíàòü íîðìàëüíûå âåêòîðû

pji ê ìíîãîãðàííèêàì ✭✼✮✱ à äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ gj ✱ λj ∈ R
mj ✕ ðåøàòü çàäà÷è ✭ñì✳ òàêæå ❬✸❪✮

fji(α) = max
xj ,uj

p⊤jixj , ✭✾✮

x0(t+ 1) = Ax0(t) +Buj(t), x0(Tj) = xj ,

xl(t+ 1) = Axl(t) +Buj(t) +Mwl

j(t), xl(Tj) = xj , l ∈ Lj ,

||uj(t)||∞ 6 umax, t = Tj , Tj + 1, . . . , Tj+1 − 1,

H(t)x0(t) 6 g(t)− γj(t), t = Tj + 1, Tj + 2, . . . , Tj+1,

Tj+1−1
∑

t=Tj

(

||Qxl(t)||∞ + ||Ruj(t)||∞

)

+ Vj+1(x
l(Tj+1)) 6 α, l ∈ Lj ,

ãäå γj(t) = (γji(t), i = 1, 2, . . . ,m)✿ γji(t) = wmax

t−1
∑

s=Tj

||hi(t)
⊤AsM ||1✱ w

l
j
(·) ✕ l✲àÿ âåðøèíà ãèïåðêóáà

W Tj+1−Tj ✱ l ∈ Lj ✳
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❰ïòèìàëüíûå íà÷àëüíûå ïðîãðàììû u0
j
(·|xj)✱ j = 0, 1, . . . , N ✱ ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ

ñëåäóþùèõ çàäà÷✿

min
uj ,αj ,αj+1

αj , ✭✶✵✮

x0(t+ 1) = Ax0(t) +Buj(t), x0(Tj) = xj ,

xl(t+ 1) = Axl(t) +Buj(t) +Mwl

j(t), xl(Tj) = xj , l ∈ Lj ,

||uj(t)||∞ 6 umax, t = Tj , Tj + 1, . . . , Tj+1−1 − 1,

H(t)x0(t) 6 g(t)− γ(t), t = Tj , Tj + 1, . . . , Tj+1−1 − 1,

Tj+1−1
∑

t=Tj

(

||Qxl(t)||∞ + ||Ruj(t)||∞

)

+ αl

j+1 6 αj ,

Pj+1x
l(T1)− λj+1α

l

j+1 6 gj+1, l ∈ Lj .

❰òìåòèì✱ ÷òî âñå ìíîæåñòâà ✭✽✮ ñòðîÿòñÿ äî íà÷àëà ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ✱ òîãäà æå ðåøàåòñÿ
çàäà÷à ✭✶✵✮ ïðè j = 0✳ Ïðè j = 1, 2, . . . , N ✱ çàäà÷è ✭✶✵✮ ðåøàþòñÿ â ìîìåíòû Tj äëÿ èçìåðåííîãî
ñîñòîÿíèÿ xj = x∗(Tj)✱ ìíîæåñòâà ✭✽✮ â êîððåêöèè íå íóæäàþòñÿ✳
❰ñíîâíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷ ✭✾✮ è áûñòðîå ðåøåíèå

✭✶✵✮ ïðè j = 1, 2, . . . , N ✳ ➶ñå ýòè çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✱ îäíàêî
èìåþò îãðîìíûå ðàçìåðíîñòè✱ ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïåðåíóìåðàöèè âåðøèí ãèïåðêóáîâ
W Tj+1−Tj ✳ ➶ äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèö ïîëó÷àåìûõ çàäà÷ è åå àäåêâàòíîå
èñïîëüçîâàíèå äëÿ óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ✭✾✮ è ✭✶✵✮✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➪àëàøåâè÷ ❮✳➶✳✱ ➹àáàñîâ ✱ ✃èðèëëîâà Ô✳❒✳ Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé ïî ìàòåìà✲
òè÷åñêèì ìîäåëÿì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ✴✴ ➷óðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè✳ ✷✵✵✹✳ ✹✹✱ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✷✻✺✕✷✽✻✳

✷✳ ➹àáàñîâ Ð✳✱ ✃èðèëëîâà Ô✳❒✳✱ ✃îñòèíà ➴✳➚✳ ➬àìûêàåìûå îáðàòíûå ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ îïòèìèçà✲
öèè íåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ✳ ■■✳ ❒íîãîêðàòíî çàìûêàåìûå îáðàòíûå ñâÿçè ✴✴ ➚âòîìàòèêà
è òåëåìåõàíèêà✳ ✶✾✾✻✳ ➑ ✽✳ Ñ✳ ✾✵✕✾✾✳

✸✳ ➘ìèòðóê ❮✳❒✳ ❒íîãîêðàòíî çàìûêàåìàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ â ëèíåéíîé òåðìèíàëüíîé çàäà÷å îï✲
òèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Óð❰ Ð➚❮✳
✷✵✷✷✳ ✷✽✱ ➑ ✸✳ ✻✻✕✽✷ ñ✳

✹✳ Bemporad A., Borrelli F., Morari M. Min-max control of constrained uncertain discrete-time linear systems
// IEEE Trans. on Automatic Control 2003. 48, ➑ 9. 1600-1606 pp.

✺✳ Kostyukova O., Kostina E. Robust optimal feedback for terminal linear-quadratic control problems under
disturbances // Mathematical programming. 2006. 107, ➑ 1–2. 131–153 pp.

✻✳ Lee J.H., Yu Z. Worst-case formulations of model predictive control for systems with bounded parameters
// Automatica. 1997. 33, ➑ 15. 763–781 pp.

✼✳ Rawlings J. B., Mayne D.Q. Model Predictive Control: Theory and Design. Madison : Nob Hill Publishing,
2009. 576 pp.

✽✳ Scokaert P.O.M., Mayne D.Q. Min-max feedback model predictive control for constrained linear systems
// IEEE Transactions on Automatic control. 1998. 43, ➑ 8. 1136–1142 pp.

➘ìèòðóê ❮àòàëèÿ ❒èõàéëîâíà
➪åëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ❒èíñê✱ Ðåñïóáëèêà ➪åëàðóñü
❊✲♠❛✐❧✿ ❞♠✐tr✉❦♥❅❜s✉✳❜②

✃îñòþêåâè÷ ➘ìèòðèé ➚ðêàäüåâè÷
➪åëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ❒èíñê✱ Ðåñïóáëèêà ➪åëàðóñü
❊✲♠❛✐❧✿ ❑♦st✉❦❉❆❅❜s✉✳❜②
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➚ííîòàöèÿ✳ ➬àäà÷à ëèíåéíîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê îäíîóðîâíåâîé
çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì îáðàòíî✲âûïóêëûì êóñî÷íî✲ëèíåéíûì
îãðàíè÷åíèåì✱ çàäàííûì â íåÿâíîé ôîðìå✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ îäíîóðîâíåâîé çàäà÷è è â ëîêàëüíîì è
â ãëîáàëüíîì ñìûñëå ïðèìåíÿåòñÿ àïïàðàò êóñî÷íî✲ëèíåéíûõ âûïóêëûõ îïîðíûõ ôóíêöèé✳ Ïðè✲
âîäèòñÿ îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì✱ à òàêæå ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ äâóõóðîâíåâîå ïðîãðàììèðîâàíèå✱ îïîðíûå ôóíêöèè✱ ëîêàëüíûé ïîèñê✱ ãëî✲
áàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✵❈✸✸✱ ✾✵❈✷✻

✶✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ ➮ññëåäóåìàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
èìååò âèä✿

c⊤1 x+ d⊤1 y → min
x,y

, ✭✶✮

A1x+B1y 6 r1, x ∈ X ⊂ R
n1 , ✭✷✮

d⊤2 y → min
y

, ✭✸✮

A2x+B2y 6 r2, y ∈ Y ⊂ R
n2 , ✭✹✮

ãäå c1 ∈ R
n1 , di ∈ R

n2 ✱ Ai ✕ mi × n1 ìàòðèöû✱ Bi ✕ mi × n2 ìàòðèöû✱ ri ∈ R
mi ✱ i = 1, 2✱ X, Y ✕

âûïóêëûå ìíîãîãðàííûå ìíîæåñòâà✳ Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìèñòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ✭✶✮✲✭✹✮✳
➶âåä➻ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è âòîðîãî óðîâíÿ

ϕ(x) = min
y∈Y

{dT2 y : B2y 6 r2 −A2x} = min
y∈Y (x)

dT2 y, ✭✺✮

Y (x) = {y ∈ Y : B2y 6 r2 −A2x}, ✭✻✮

è ïåðåéä➻ì îò çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ✭✶✮✲✭✹✮ ê çàäà÷å îäíîóðîâíåâîãî ïðî✲
ãðàììèðîâàíèÿ

cT1 x+ dT1 y → min
x,y

, ✭✼✮

A1x+B1y 6 r1, x ∈ X ⊂ R
n1 , ✭✽✮

A2x+B2y 6 r2, y ∈ Y ⊂ R
n2 , ✭✾✮

dT2 y 6 ϕ(x). ✭✶✵✮

Ïîñêîëüêó ϕ åñòü íåÿâíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ✱ òî çàäà÷à ✭✼✮✲✭✶✵✮ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ëè✲
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îáðàòíî✲âûïóêëûì îãðàíè÷åíèåì ✭✶✵✮✳ Õîðîøî èçâåñòíî✱ ÷òî äëÿ
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ϕ åñòü âûïóêëàÿ êóñî÷íî✲
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ✳

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ïî ïðîãðàììå ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
ÐÔ íà ✷✵✷✶✕✷✵✸✵ ãã✳ ✭ïðîåêò ➑ ❋❲❊❯✕✷✵✷✶✕✵✵✵✻ ❬➚➚➚➚✕➚✷✶✕✶✷✶✵✶✷✵✾✵✵✸✹✕✸❪✮✳
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✷✳ ❐îêàëüíûé ïîèñê✳ ➮äåÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì✳ ➬àäàäèì íåêîòîðûé
âåêòîð x̃ è ðåøèì çàäà÷ó âòîðîãî óðîâíÿ ✭✸✮✲✭✹✮ ïðè x = x̃✳ Ïóñòü ỹ∗ è ũ∗ ✕ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è
äâîéñòâåííîé çàäà÷è âòîðîãî óðîâíÿ ñîîòâåòñòâåííî✳ Òîãäà

ϕ(x̃) =
[

(BT

2 ũ
∗ + d2)

T ỹ∗
]

+ (A2x− r2)
T ũ∗ = ✭✶✶✮

=
[

(BT

2 ũ
∗ + d2)

T ỹ∗
]

− rT2 ũ
∗ + (ũ∗)TA2x = p̃Tx+ ρ̃, ✭✶✷✮

ãäå p̃ = AT
2
ũ∗, ρ̃ =

[

(BT
2
ũ∗ + d2)

T ỹ∗
]

− rT
2
ũ∗✳ ➴ñëè x 6= x̃✱ òî ϕ(x) > p̃Tx + ρ̃✳ ➮ñïîëüçóÿ ÿâíîå

ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî dT
2
y 6 p̃Tx+ρ̃ âìåñòî íåÿâíîãî íåëèíåéíîãî îáðàòíî✲âûïóêëîãî íåðàâåíñòâà

✭✶✵✮✱ ïîëó÷àåì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✱ ÿâëÿþùóþñÿ îñíîâîé äëÿ
ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû ëîêàëüíîãî ïîèñêà✳

✶✮ ➬àäàòü íà÷àëüíûé âåêòîð x0✱ ïðèñâîèòü k = 0❀
✷✮ Ðåøèòü çàäà÷ó âòîðîãî óðîâíÿ äëÿ òåêóùåãî xk✱ ïîëó÷èâ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé

çàäà÷ (yk, uk)❀
✸✮ ❰ïðåäåëèòü ôóíêöèþ lk(x)

lk(x) = pTk x+ ρk, pk = AT

2 uk, ρk =
[

(BT

2 uk + d2)
T yk

]

− rT2 uk;

✹✮ Ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

cT1 x+ dT1 y → min
x,y

, ✭✶✸✮

A1x+B1y 6 r1, x ∈ X ⊂ R
n1 , ✭✶✹✮

A2x+B2y 6 r2, y ∈ Y ⊂ R
n2 , ✭✶✺✮

dT2 y 6 lk(x); ✭✶✻✮

✺✮ Ïóñòü (xk+1, yk+1) ✕ ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è✳ ❰áíîâèòü ñ÷➻ò÷èê èòåðàöèé k = k+1
è ïåðåéòè íà ✷✮✳

✃ðèòåðèåì îñòàíîâêè ñëóæèò ñîâïàäåíèå ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà äâóõ ïîñëåäîâà✲
òåëüíûõ èòåðàöèÿõ✿ (xk+1, yk+1) = (xk, yk)✳ ➶ äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ✱ ïðè êîòîðûõ ëî✲
êàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ çà
êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé✳

✸✳ ➹ëîáàëüíûé ïîèñê✳ ➴ñëè ëîêàëüíûé ïîèñê îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ÿâíûõ ëèíåéíûõ îïîð✲
íûõ ìèíîðàíò ôóíêöèè ϕ✱ òî ãëîáàëüíûé ïîèñê îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ÿâíûõ êóñî÷íî✲
ëèíåéíûõ âûïóêëûõ ìàæîðàíò ϕ✳ Ðàíåå òàêîé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ â ❬✶❪✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ãëîáàëüíûé
ïîèñê ñîñòîèò â ðåøåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâíûõ îáðàòíî✲âûïóêëûõ çàäà÷✱ íà îñíîâå õîðîøî
ðàçðàáîòàííûõ ÿâíûõ ìåòîäàõ îáðàòíî✲âûïóêëîé îïòèìèçàöèè✳
➶ äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ è îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ãëî✲

áàëüíîãî ïîèñêà ê ðåøåíèþ çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ Khamisov O. Quadratic support functions in quadratic bilevel problems // in: Operationa Research Proc-
cedings 2017. Springer International Publishing, 2018. P. 105–110.
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➚ííîòàöèÿ✳ ❮åîáõîäèìîå óñëîâèå ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äëÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ óïðàâëå✲
íèÿ â ôîðìå ïîçèöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîêàçàíî ëèøü äëÿ ñëó✲
÷àÿ êâàçèëèíåéíîé îïîðíîé ìàæîðàíòû ôóíêöèîíàëà ✕ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà òèïà ➹àìèëüòîíà ✕
ßêîáè äëÿ ñëàáî óáûâàþùèõ ôóíêöèé✱ êîòîðîå ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ êîòðàåêòîðèåé èññëåäóåìî✲
ãî ïðîöåññà✳ ❮åëèíåéíûå ðåøåíèÿ óêàçàííîãî íåðàâåíñòâà èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îöåíêè ñâåðõó
îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è è ìåòîäîâ ïîçèöèîííîãî ñïóñêà ïî ôóíêöèîíàëó✳ ➶ îòëè÷èå îò
êâàçèëèíåéíûõ ìàæîðàíò✱ äëÿ íåëèíåéíûõ ðåøåíèé íå èññëåäîâàëñÿ âàæíûé âîïðîñ✿ ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òàê íàçûâàåìîé ïðèñî✲
åäèíåííîé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé ïîòåíöèàëüíîãî ñïóñêà❄
❒àæîðàíòû✱ îáëàäàþùèå äàííûì ñâîéñòâîì✱ íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè✳ ➶ ñòàòüå íàéäåíû óñëîâèÿ
îïîðíîñòè äëÿ äâóõ êëàññîâ çàäà÷✿ à✮ äëÿ êîòîðûõ âåðåí äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà❀ á✮
äëÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé✱ îïòèìàëüíûõ â îâûïóêëåííîé çàäà÷å ñ òðàåêòîðèÿìè✱ ðåàëèçóåìûìè
â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íåðàâåíñòâî ➹àìèëüòîíà ✕ ßêîáè✱ ïðèíöèï ìàêñèìóìà✱ ïîçèöèîííîå óïðàâ✲
ëåíèå✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾❑✶✺✱ ✹✾▲✾✾

✶✳ ➶âåäåíèå✳ Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äëÿ ñëå✲
äóþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ✭çàäà÷è (P )✮✿

x(t+ 1) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0, (1)

u(t) ∈ U, t ∈ T, (2)

J(σ) = l(x(N)) → min .

➬äåñü x(t) ∈ Rn, U ⊂ Rm ✕ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî✱ T = {0, . . . , N − 1}, ÷åðåç σ îáîçíà÷åíû
ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ {x(t), u(t)}, t ∈ T ∪ {N}, âåêòîð✲ôóíêöèÿ f ïðåäïîëàãàåò✲
ñÿ íåïðåðûâíîé ïî (x, u) ïðè êàæäîì t ∈ T è ãëàäêîé ïî x, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ l íåïðåðûâíî✲
äèôôåðåíöèðóåìà✳
×åðåç D áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé σ, à ÷åðåç σ̄ =

{x̄(t), ū(t)} ∈ D ✕ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü✱ èññëåäóåìàÿ íà îïòèìàëüíîñòü✳
❰áîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ(t, x) : T × Rn → R, ãëàäêèõ ïî x ∀t ∈ T, è ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå íåðàâåíñòâî òèïà ➹àìèëüòîíà✲ßêîáè

min
u∈U

ϕ(t+ 1, f(t, x, u))− ϕ(t, x) 6 0 ∀x ∈ Rn, t ∈ T (3)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

ϕ(N, x) = l(x). (4)

Ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà ✭✸✮ ✭äàæå áåç ãëàäêîñòè ïî x✮ îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñëàáîãî
óáûâàíèÿ✿ ∀ íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t∗, x∗) ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ {x∗(t)}, t = t∗, . . . , N ñèñòåìû ✭✶✮
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëåíèåì {u∗(t)}, òàêàÿ✱ ÷òî

ϕ(t+ 1, x∗(t+ 1)) 6 ϕ(t, x∗(t)), t = t∗, . . . , N − 1. (5)

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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➴ñëè ϕ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ✭✹✮✱ òî ϕ✲óáûâàþùàÿ òðàåêòîðèÿ {x∗(t)} ñî ñâîéñòâîì
✭✺✮ ïðè t∗ = 0 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó ñâåðõó ôóíêöèîíàëà

ϕ(0, x0) > ϕ(N, x∗(N)) = l(x∗(N)). (6)

➶ ñèëó ýòîé îöåíêè ôóíêöèè ϕ ∈ Φ, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà ➹àìèëüòîíà✲ßêîáè ✭✸✮✱
✭✹✮✱ íàçîâåì ìàæîðàíòàìè ôóíêöèîíàëà çàäà÷è (P ).
➮ç ✭✻✮ ñëåäóåò ìàññîâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåîïòèìàëüíîñòè✿ âñå ïðîöåññû σ ∈ D, äëÿ êîòî✲

ðûõ l(x(N)) > ϕ(N, x∗(N)), íå îïòèìàëüíû✳ ➘ðóãèìè ñëîâàìè✱ ëþáàÿ ìàæîðàíòà ϕ äîñòàâëÿåò
èíñòðóìåíò îòñåâà íåîïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ ïîñðåäñòâîì ϕ✲óáûâàþùèõ òðàåêòîðèé✳ ➘ëÿ ïî✲
âûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåäóðû îòñåâà åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ϕ✲óáûâàþùèå òðàåêòîðèè
íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà✳
Ôîðìàëèçàöèÿ ýòîãî çàìûñëà ïî îáðàçöó äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê îá✲

ùåìó ïîçèöèîííîìó ïðèíöèïó ìèíèìóìà ✭êðàòêî✱ ê ●❋✲Ï❒✮✳ ➴ãî ñëåäóåò îòëè÷àòü îò õîðîøî
èçâåñòíîãî ❬✹❪ ÷àñòíîãî ïðèíöèïà ✭❋✲Ï❒✮ ñ êâàçèëèíåéíîé ìàæîðàíòîé✳
✷✳ ϕ✲ýêñòðåìàëüíûå ñòðàòåãèè è ïðèñîåäèíåííàÿ çàäà÷à✳ ❰áîçíà÷èì ÷åðåç Kϕ(t, x, u)

ôóíêöèþ✱ êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ✭✸✮✱ åñëè îïóñòèòü â íåé îïåðàöèþ
ìèíèìóìà ✭èíà÷å ãîâîðÿ✱ Kϕ ✕ ýòî ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ϕ â ñèëó ñèñòåìû ✭✶✮✮✳ ❰ïðåäåëèì
ϕ✲ýêñòðåìàëüíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

Uϕ(t, x) = Argmin
u∈U

Kϕ(t, x, u). (7)

❰÷åâèäíî✱ ÷òî îíî íå ïóñòî✱ êîìïàêòîçíà÷íî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó ïî x äëÿ êàæäîãî t ∈ T.

❐þáîé ñåëåêòîð v(t, x) îòîáðàæåíèÿ ✭✼✮ íàçîâåì ϕ✲ýêñòðåìàëüíûì ïîçèöèîííûì óïðàâëåíèåì✱
èëè ñòðàòåãèåé✳ ❒íîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñòðàòåãèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Vϕ.

➘ëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè v(t, x) ∈ Vϕ ìîæíî îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ x(t; v) ñèñòåìû ✭✶✮ ïðè
u = v(t, x). ➴ñëè ϕ ✕ ìàæîðàíòà✱ òî ëåãêî óáåäèòüñÿ✱ ÷òî x(t; v) ✕ ϕ✲óáûâàþùàÿ òðàåêòîðèÿ
èç ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà✳ Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî
íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè✿

(N(ϕ)) åñëè ïðîöåññ σ̄ = {x̄(t), ū(t)} îïòèìàëåí â çàäà÷å (P ), òî ïðè ëþáîé ìàæîðàíòå ϕ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

l(x̄(N)) 6 l(x(N ; v)) ∀v ∈ Vϕ. (8)

❰òñþäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ϕ✲ïðèñîåäèíåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à✿

l(x(N ; v)) → min, v ∈ Vϕ (9)

è íàïðàøèâàåòñÿ âîïðîñ îá îïòèìàëüíîñòè òðàåêòîðèè {x̄(t)} â ýòîé çàäà÷å✳
❰÷åâèäíî✱ ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàæîðàíòû ϕ îòâåò îòðèöàòåëüíûé ✭íåðàâåíñòâà ✭✽✮ äëÿ

ýòîãî ✏íå õâàòàåò✑✮✱ ïîñêîëüêó àïðèîðè ñóùåñòâîâàíèå ñòðàòåãèè v̄(t, x) ∈ Vϕ, ïîðîæäàþùåé òðà✲
åêòîðèþ {x̄(t)}, íèîòêóäà íå ñëåäóåò✳
➶ ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì
❰ïðåäåëåíèå✳ ❒àæîðàíòó ϕ íàçîâåì îïîðíîé äëÿ ôóíêöèîíàëà çàäà÷è (P ) â òî÷êå σ̄, åñëè

òðàåêòîðèÿ {x̄(t)} îïòèìàëüíà â ϕ✲ïðèñîåäèíåííîé çàäà÷å ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ñòðàòåãèè
v̄ ∈ Vϕ.

❰òìåòèì✱ ÷òî óñëîâèÿ îïîðíîñòè ìàæîðàíò â äèñêðåòíîé çàäà÷å (P ) íåëüçÿ ïîëó÷èòü ïî îá✲
ðàçöó çàäà÷ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ❬✷❪✱ ïîñêîëüêó äëÿ çàäà÷è (P ) àíàëîã ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ❬✸❪✱ ❬✶❪✳
✸✳ ❰ïîðíûå ìàæîðàíòû â çàäà÷àõ ñ âûïóêëûì ãîäîãðàôîì✳ Ðàññìîòðèì êëàññ çà✲

äà÷ òèïà (P ), äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî f(t, x, U) ✭ãîäîãðàô ñèñòåìû ✭✶✮✮ âûïóêëî ïðè âñåõ
(t, x) ∈ T ×Rn. ➘ëÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà ñïðàâåäëèâ äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ✭➘Ï❒✮✱ äëÿ
ôîðìóëèðîâêè êîòîðîãî â ôèêñèðîâàííîé çàäà÷å (P ) ââîäÿòñÿ ôóíêöèÿH(t, x, ψ, u) = ψ·f(t, x, u),
ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà

{

ψ(t) = Hx(t, x(t), ψ(t+ 1), u(t)), t = N − 1, . . . , 1,
ψ(N) = lx(x(N)),

(10)



✾✹ ➶✳ ➚✳ ➘ÛÕÒ➚

è H✲ìèíèìèçèðóþùåå îòîáðàæåíèå

M(t, x, ψ) = Argmin
w∈U

H(t, x, ψ, w). (11)

Òîãäà ➘Ï❒ äëÿ ïðîöåññà σ = {x(t), u(t)} ∈ D ìîæíî çàïèñàòü â âèäå âêëþ÷åíèÿ

u(t) ∈M(t, x(t), ψ(t+ 1)) ∀t ∈ T (12)

ñ ñîîòâåòñòâóþùåé σ êîòðàåêòîðèåé ñèñòåìû ✭✶✵✮✳
❰ïòèìàëüíûé ïðîöåññ σ̄ çàäà÷è (P ) íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì✱ ò✳å✳ óäîâëåòâîðÿåò

➘Ï❒ ñ êîòðàåêòîðèåé {ψ̄(t)}. Ïðè ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ✱ ÷òî ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêèé ïî x
ñåëåêòîð w(t, x, ψ̄(t+ 1)) ∈M(t, x, ψ̄(t+ 1)), ãåíåðèðóþùèé òðàåêòîðèþ {x̄(t)} ñèñòåìû ✭✶✮✳
➹ëàäêóþ ïî x ìàæîðàíòó ϕ íàçîâåì ñîâìåñòèìîé ñ òðàåêòîðèåé {x̄(t)}, åñëè ñóùåñòâóåò ϕ✲

ýêñòðåìàëüíûé ñåëåêòîð v(t, x) ∈ Vϕ, ïðåäñòàâèìûé â âèäå ñóïåðïîçèöèè

v(t, x) = w(t, x, ψ̄(t+ 1)), ψ̄(t+ 1) = ϕx(t+ 1, x̄(t+ 1))

ïðè t ∈ T, x ∈ Rn.

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà ✭✽✮ ñâîéñòâî ñîâìåñòèìîñòè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ✳

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü ïðîöåññ σ̄ = {x̄(t), ū(t)} îïòèìàëåí â çàäà÷å (P ) ñ âûïóêëûì ãîäîãðàôîì✳
Òîãäà ëþáàÿ ìàæîðàíòà ϕ, ñîâìåñòèìàÿ ñ {x̄(t)}, îïîðíà â òî÷êå σ̄.

➚íàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ çàäà÷✱ ëèíåéíûõ ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé ✭ñ óïðàâëÿ✲
åìîé ñòðóêòóðîé✮✱ â êîòîðûõ ➘Ï❒ ñïðàâåäëèâ áåç âñÿêèõ ïðåäïîëîæåíèé âûïóêëîñòè✳
✹✳ ➬àäà÷è ñ âûïóêëûì ãîäîãðàôîì âäîëü îáîáùåííûõ òðàåêòîðèé✳ Ñëåäóÿ ❬✸✱ ➓ ✶✼❪✱

ðàññìîòðèì áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷✱ äëÿ êîòîðûõ ➘Ï❒ îñòàåòñÿ âåðåí✱ íî èìååò íåòðàäèöè✲
îííóþ ôîðìó✳
➶âåäåì â ðàññìîòðåíèå îâûïóêëåííóþ ✭ðàñøèðåííóþ✮ äèñêðåòíóþ ñèñòåìó



















x(t+ 1) =
n+1
∑

j=1

αj(t)f(t, x(t), uj(t)), x(0) = x0,

αj(t) > 0, α1(t) + . . .+ αn+1(t) = 1,

uj(t) ∈ U, j = 1, . . . , n+ 1, t ∈ T

(13)

ñ îáîáùåííûì óïðàâëåíèåì µ = {αj(t), uj(y):j = 1, . . . , n + 1}, t ∈ T, è ìíîæåñòâî S ïàð s =
({x(t)}, µ), ñâÿçàííûõ ñèñòåìîé ✭✶✸✮✳
Òàê êàê ãîäîãðàô ñèñòåìû ✭✶✸✮ ✕ âûïóêëîå ìíîæåñòâî✱ òî â îâûïóêëåííîé çàäà÷å (coP )

ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J(s) = l(x(N)) íà ìíîæåñòâå S èìååò ìåñòî ➘Ï❒✳ Ïóñòü s0 =
({x0(t)}, µ0) ✕ íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé ïðîöåññ ðàñøèðåííîé çàäà÷è✱ óäîâëåòâîðÿþùåé ➘Ï❒✳
Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå âûïóêëîñòè ãîäîãðàôà âäîëü òðàåêòîðèè
{x0(t)} :
ìíîæåñòâî Γ(t, x0(t)) := f(t, x0(t), U) âûïóêëî íà T. ✭✶✹✮
➶ ýòîì ïðåäïîëîæåíèè {x0(t)} îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è òðàåêòîðèåé èñõîäíîé ñèñòåìû ✭✶✮

✭ðåàëèçóåìîé â íåé ñ íåêîòîðûì îáû÷íûì óïðàâëåíèåì {u0(t)}). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà✱
îïòèìàëüíîãî â çàäà÷å (P ), äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ➘Ï❒ ✭ ❬✸✱ òåîðåìà ✭✼✳✸✮❪✮✳
Òåïåðü ìû ìîæåì àäàïòèðîâàòü ìåòîä ïðåäûäóùåãî ïóíêòà✱ ÷òîáû ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðå✲

çóëüòàò✳

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü âäîëü îïòèìàëüíîé îáîáùåííîé òðàåêòîðèè {x0(t)} âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
âûïóêëîñòè ✭✶✹✮✳ Òîãäà ïàðà σ0 = {x0(t), u0(t)} îïòèìàëüíà è ýêñòðåìàëüíà â çàäà÷å (P ) ñ
ñîîòâåòñòâóþùåé êîòðàåêòîðèåé {ψ0(t)}, è ëþáàÿ ìàæîðàíòà ϕ(t, x) çàäà÷è (P ) ñî ñâîéñòâîì
ϕx(t, x

0(t)) = ψ0(t) îïîðíà â òî÷êå σ0.
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ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➹àáàñîâ Ð✳✱ ✃èðèëëîâà Ô✳ ❒✳ ✃à÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✶✳

✷✳ ➘ûõòà ➶✳ ➚✳ ❰ ìíîæåñòâå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ñ ïîçèöèîííûìè óïðàâëåíèÿìè✱ ïî✲
ðîæäåííîì ñëàáî óáûâàþùèìè ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà ➹àìèëüòîíà ✕ ßêîáè ñïóñêà â çàäà÷àõ îïòè✲
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Óð❰ Ð➚❮✳ ✷✵✷✷✳ ✷✽✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✽✸✕✾✸✳

✸✳ ❒îðäóõîâè÷ ➪✳ Ø✳ ❒åòîäû àïïðîêñèìàöèè â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè è óïðàâëåíèÿ✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✽✳

✹✳ Dykhta V. A., Sorokin S. Feedback Minimum Principle for Optimal Control Problems in Discrete-Time
Systems and Its Applications // in: Lecture Notes in Computer Science/ The 18th International Conference
on Mathematical Optimization Theory and Operations Reseach (Motor’2019; Ekaterinburg). Ekaterinburg,
2019. 11548. P. 449–460.

➘ûõòà ➶ëàäèìèð ➚ëåêñàíäðîâè÷
➮íñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ èì✳ ➶✳ ❒✳ ❒àòðîñîâà Ñ❰ Ð➚❮ ✭➮➘ÑÒÓ Ñ❰

Ð➚❮✮✱ ➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❞②❦❤t❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✾✻✕✾✽

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼
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➚ííîòàöèÿ✳ ➮ññëåäîâàíû âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè êîëåáàòåëü✲

íûõ ïðîöåññîâ✱ îïèñûâàåìûõ èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ñ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà ïðè ðàñïðåäåëåííîì è ãðàíè÷íîì âåêòîðíûõ óïðàâëå✲

íèÿõ✳ Óñòàíîâëåíî✱ ÷òî èñêîìûå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû

íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñïåöèôè÷åñêîãî âèäà✱ êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðàâíûõ

îòíîøåíèé✳ ❮àéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû

è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé è ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåëèíåé✲

íîé îïòèìèçàöèè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ çàäà÷à íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè✱ èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✱ ñè✲

ñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé✱ âûïóêëûå ôóíêöèè✱ ñâîéñòâî ðàâíûõ îòíîøåíèé✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾❑✷✵

✶✳ ➶âåäåíèå✳ Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñèñòåì ñ ðàñïðåäå✲
ëåííûìè ïàðàìåòðàìè â ñëó÷àÿõ✱ êîãäà óðàâíåíèå ñîäåðæèò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà
èëè ➶îëüòåððà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì íåëèíåéíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ✳➶ äàí✲
íîé ñòàòüå ýòà ïðîáëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè
êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ✱ îïèñûâàåìûõ èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ñ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà è ïðîèñõîäÿùèõ ïîä âîçäåéñòâèåì ðàñ✲
ïðåäåëåííîãî è ãðàíè÷íîãî âåêòîðíûõ óïðàâëåíèé✳ ➬äåñü èçëîæåíû ðåçóëüòàòû✱ êîòîðûå ÿâëÿ✲
þòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé ðàáîòû ❬✶❪✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî íàëè÷èå ðàñïðåäåëåííîãî âåêòîðíîãî
óïðàâëåíèÿ✱ ñîãëàñíî íîâûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè êîìïîíåíòîâ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ïðèâî✲
äÿò ê íåîáû÷íîé✱ íåñòàíäàðòíîé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé✱ êîòîðàÿ îáëàäà✲
åò ñâîéñòâîì ðàâíûõ îòíîøåíèé✳ Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ❬✸❪ è ââåäåíèåì íîâûõ
ôóíêöèé✱ êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê íà ãðàíèöå✱ òàê è âíóòðè îáëàñòè✱ íåñòàíäàðòíàÿ ñèñòåìà
ïðåîáðàçîâàíà ê íåëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñòàíäàðòíîãî âèäà ñ îäíîé íåèçâåñòíîé
ôóíêöèåé✳ Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåé✲
íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ✳ Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíòîâ ðàñïðåäåëåííîãî
è ãðàíè÷íîãî âåêòîðíûõ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé è ïîëíîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè✳

✷✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè✳ Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íåëèíåéíîé îïòèìè✲
çàöèè✱ ãäå òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

J [ū(t, x), v̄(t, x)] =

= ‖V (T, x)− ξ1(x))‖
2
H(Q) + ‖Vt(T, x)− ξ2(x))‖

2
H(Q)+

+α ‖h[t, x, ū(t, x)]‖2
H(QT ]) + β ‖b[t, x, v̄(t, x)]‖2

H(γT ) ,

α, β > 0,

✭✶✮

íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è

Vtt −AV = λ
∫

T

0 K(t, τ)V (τ, x)dτ + f [t, x, ū(t, x)], x ∈ Q ∈ Rn, 0 < t < T, ✭✷✮

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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V (0, x) = ψ1(x), Vt(0, x) = ψ2(x), x ∈ Q ∈ Rn, ✭✸✮

ΓV (t, x) ≡
∑

n

i,j=1 aij(x)Vxj
(t, x)cos(δ, xi) + a(x)V (t, x) = p[t, x, ϑ̄(t, x)], x ∈ γ, 0 < t < T, ✭✹✮

ãäå ôóíêöèÿ V (t, x) â îáëàñòè ◗ îïèñûâàåò ñîñòîÿíèÿ óïðàâëÿåìîãî êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà✱ ◗
✕ îáëàñòü ♥✲ìåðíîãî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâà Rn îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî✲ãëàäêîé ãðàíèöåé γ ✱ δ ✕
âåêòîð íîðìàëè èñõîäÿùàÿ èç òî÷êè x ∈ γ❀

AV (t, x) =

n
∑

i,j=1

(aij(x)Vxj
)xi − c(x)V (t, x), aij(x) = aji(x)

ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð❀ a(x) > 0, c(x) > 0) ✕ èçâåñòíûå èçìåðèìûå ôóíêöèè❀ ÿäðî èíòåãðàëü✲
íîãî îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà ôóíêöèÿ K(t, τ) îïðåäåëåíà â îáëàñòè 0 6 t, τ 6 T è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

∫

T

0

∫

T

0 K2(t, τ)dτdt = K0 <∞; ✭✺✮

çàäàííûå ôóíêöèè ξ1(x) ∈ H(Q), ξ2(x) ∈ H(Q), ψ2(x) ∈ H(Q) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé H(Q)✱ à ôóíêöèÿ ψ1(x) ∈ H1(Q) ÿâëÿåòñÿ ýëå✲
ìåíòîì ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðâîãî ïîðÿäêà H1(Q); Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f [t, x, ū(t, x)] ≡
f [t, x, u1(t, x), ..., um(t, x)] ∈ H(QT ) , QT = Q × (0, T ) è p[t, x, v̄(t, x)] = p[t, x, v1(t, x), ..., vn(t, x)] ∈
H(γT ), γT = γ × (0, T ) îïèñûâàþò äåéñòâèÿ âíåøíèõ è ãðàíè÷íûõ èñòî÷íèêîâ è ÿâëÿþòñÿ
íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ñîîòâåòñòâåííî îò óïðàâëåíèé ui(t, x) ∈ H(QT ), i = 1, 2, 3....,m è
vi(t, x) ∈ H(γT ), i = 1, 2, 3...., r ✱ λ ✕ ïàðàìåòð✱ ❚ ✕ ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè❀ ‖·‖

X
✕

íîðìà ýëåìåíòà ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Õ✳

✸✳ Ñèñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé✳ ➮ññëå✲
äîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ❬ ❬✷❪❪ êðàåâîé çàäà÷è ✭✶✮✕✭✺✮✳
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ
îïòèìàëüíîñòè â âèäå ñèñòåì ðàâåíñòâ

α
h[t, x, ū(t, x)]hu1

[t, x, ū(t, x)]

fu1
[t, x, ū(t, x)]]

= ... = α
h[t, x, ū(t, x)]hum

[t, x, ū(t, x)]

fum
[t, x, ū(t, x)]]

=

=
∑∞

n=1E
∗
n(T − t, λ)[−hn+

∫

T

0 Gn(T − t, λ)(fn(τ, ū) + ρn(τ, v̄))dτ ]zn(x), x ∈ Q, ✭✻✮

β
b[t, x, v̄(t, x)]bv1 [t, x, v̄(t, x)]

ρv1 [t, x, v̄(t, x)]
= ... = β

b[t, x, v̄(t, x)]bvτ [t, x, v̄(t, x)]

ρvτ [t, x, v̄(t, x)]
=

=
∑∞

n=1E
∗
n(T − t, λ)[−hn+

∫

T

0 Gn(T − t, λ)(fn(τ, ū) + ρn(τ, v̄))dτ ]zn(x), x ∈ γ ✭✼✮

è íåðàâåíñòâ îïðåäåëèòåëåé âèäà

(−1)k
k
∏

i=1

fui
(t, x, ū(t, x))

∣

∣

∣

∣

(
h((t, x, ū(t, x)))hui

((t, x, ū(t, x)))

fui((t,x,ū(t,x)))
)uj

∣

∣

∣

∣

i,j=1,2,3,...,k

> 0,

k = 1, 2, 3....,m;x ∈ Q, ✭✽✮

(−1)l
l

∏

i=1

pvi(t, x, v̄(t, x))

∣

∣

∣

∣

(
b((t, x, v̄(t, x)))bvi((t, x, v̄(t, x)))

fvi((t,x,v̄(t,x)))
)

∣

∣

∣

∣

i,j=1,2,3,...,l

> 0,

l = 1, 2, 3...., r;x ∈ γ, ✭✾✮
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➘àëåå äëÿ ïàð ôóíêöèé {h[t, x, ū(t, x)], f [t, x, ū(t, x)]} è {b[t, x, v̄(t, x)], p[t, x, v̄(t, x)]} óäîâëåòâî✲
ðÿþùèõ óñëîâèÿì ✭✽✮ è ✭✾✮ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ ✭✻✮ è ✭✼✮✳ ❮à îñíîâå ñâîéñòâ ðàâíûõ
îòíîøåíèé èìååì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

α
h[t, x, ū(t, x)]hui

[t, x, ū(t, x)]

fui
[t, x, ū(t, x)]

= θ1(t, x), x ∈ Q, i = 1, 2, 3, ....,m, ✭✶✵✮

β
b[t, x, v̄(t, x)]bvi [t, x, v̄(t, x)]

pvi [t, x, v̄(t, x)]
= θ2(t, x), x ∈ γ, i = 1, 2, 3, ...., r, ✭✶✶✮

èç êîòîðûõ✱ â ñèëó íåðàâåíñòâ ✭✽✮ è ✭✾✮✱ íàõîäèì✱ ÷òî

ui[t, x] = ϕi[t, x, θ1(t, x), α], i = 1, 2, 3, ...,m, ✭✶✷✮

vi[t, x] = qi[t, x, θ2(t, x), β], i = 1, 2, 3, ..., r, ✭✶✸✮

ãäå ϕi(·) è qi(·) ✕ èçâåñòíûå ôóíêöèè✳ Ñîîòíîøåíèÿ ✭✶✵✮✕✭✶✸✮ ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü ñèñòåìó
ðàâåíñòâ ✭✻✮✕✭✼✮ â âèäå ñëåäóþùåãî íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

θ(t, x) =

∞
∑

n=1

E∗
n(T − t, λ){−hn+

∫

T

0
Gn(T − t, λ)[

∫

Q

f(τ, ξ, ϕ̄[τ, ξ, θ(τ, ξ), α])zn(ξ)dξ+

+

∫

γ

p(τ, ξ, q̄[τ, ξ, θ(τ, ξ), β])zn(ξ)dξ]dτ}zn(x), ✭✶✹✮

ãäå

θ(t, x) =

{

θ1(t, x), x ∈ Q

θ2(t, x), x ∈ γ

}

.

Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ✭✶✹✮✳ Ïî✲
ñëå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè θ(t, x)✱ ñîãëàñíî ôîðìóëàì ✭✶✷✮ è ✭✶✸✮ íàõîäèì êîìïîíåíòû èñêîìûõ
îïòèìàëüíûõ âåêòîðíûõ óïðàâëåíèé ūo(t, x) è v̄o(t, x)✳ ➘àëåå âûïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà äëÿ îïòè✲
ìàëüíîãî ïðîöåññà V o(t, x) è âû÷èñëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà✳ Ðàçðàáîòàí àë✲
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè è äîêàçàíû
èõ ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ✃åðèìáåêîâ ➚✳ ✃✳✱ ➚áäûëäàåâà Ý✳ Ô✳❰ ðàâíûõ îòíîøåíèÿõ â çàäà÷å ãðàíè÷íîãî âåêòîðíîãî óïðàâëåíèÿ
óïðóãèìè êîëëåáàíèÿìè✱ îïèñûâàåìûìè ôðåäãîëüìîâûìè èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Óð❰ Ð➚❮✳ ✷✵✶✻✳ ✷✷✳ Ñ✳ ✶✻✸✕✶✼✻✳

✷✳ ✃åðèìáåêîâ ➚✳ ✃✳✱ ➚áäûëäàåâà Ý✳ Ô✳ ❰ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñèíòåçà ðàñïðåäåëåííîãî è ãðàíè÷íîãî
óïðàâëåíèé ïðè îïòèìèçàöèè êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ ✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè
Óð❰ Ð➚❮✳ ✷✵✷✶✳ ✷✼✳ Ñ✳ ✶✷✽✕✶✹✵✳

✸✳ ❐þñòåðíèê ❐✳ ➚✳✱ Ñîáîëåâ ➶✳ ➮✳ Ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✺✳ ✸✵✹ ñ✳

✃åðèìáåêîâ ➚êûëáåê ✃åðèìáåêîâè÷
✃ûðãûçñêî✲Ðîññèéñêèé Ñëàâÿíñêèé óíèâåðñèòåò èì✳ ➪✳ ❮✳ ➴ëüöèíà✱ ➪èøêåê✱ ✃ûðãûçñêàÿ Ðåñ✲

ïóáëèêà
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❦❧✼❅r❛♠❜❧❡r✳r✉

➚áäûëäàåâà Ýëüìèðà Ôàéçóëäàåâíà
✃ûðãûçñêî✲Òóðåöêèé óíèâåðñèòåò ❒àíàñ✱ ➪èøêåê✱ ✃ûðãûçñêàÿ Ðåñïóáëèêà
❊✲♠❛✐❧✿ ❡❢❛✻✾❅♠❛✐❧✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✾✾✕✶✵✶

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼✳✺✻

❰➪ ❰➘❮❰➱ ❮➴➹❐➚➘✃❰➱ ➬➚➘➚×➴ ❰ÏÒ➮❒➚❐Ü❮❰➹❰ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮ß

Ñ Ï➴Ð➴❒➴❮❮❰➱ ÑÒÐÓ✃ÒÓÐ❰➱

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➚✳ Ô✳ ❒➚❮Ñ➮❒➬➚➘➴✱ ✃✳ ➪✳ ❒➚❮Ñ➮❒❰➶

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé✱

îïèñûâàåìàÿ íà ðàçëè÷íûõ îòðåçêàõ âðåìåíè ðàçëè÷íûìè èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ✲

íåíèÿìè òèïà ➶îëüòåððà ñ íåãëàäêèì êðèòåðèåì êà÷åñòâà✳ ➘îêàçàíû ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé

îïòèìàëüíîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ✱ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå✱ òåðìèíàëüíûé ôóíê✲

öèîíàë✱ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè✱ ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾❑✶✺✱ ✹✾❑✷✵

➶ ðàáîòàõ ❬✸✱✹❪ è äð✳ èññëåäîâàíû ðÿä çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòóïåí÷àòûìè ñèñòåìà✲
ìè✱ îïèñûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì ôóíêöèîíàëîì êà÷å✲
ñòâà✳
➶ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ñòóïåí÷àòàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱

îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìàìè èíòåãðî✲äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ➶îëüòåððà✳ Ôóíêöèîíàë êà✲
÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ íå äèôôåðåíöèðóåìûì✳
➘îêàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì✳
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(u1, u2) = Φ1((x1(t1)) + Φ2((x2(t2)),

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

ẋi(t) = fi(t, xi(t), ui(t)) +

∫

t

ti−1

Ki(t, xi(τ), ui(τ))dτ, i = 1, 2,

x1(t0) = x10,

x2(t1) = G(x(t1)),

u1(t) ∈ U1 ⊂ Rr, t ∈ T,

u2(t) ∈ U2 ⊂ Rq, t ∈ T,

➬äåñü u1(t)(u2(t)) ✕ êóñî÷íî✲íåïðåðûâíàÿ ✭ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðî✲
äà✮ r(q)✲ìåðíàÿ✱ âåêòîð✲ôóíêöèÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé✱ x10 ✕ çàäàííûé n✲ìåðíûé ïîñòîÿí✲
íûé âåêòîð✱ f1(t, x1(t), u1(t)),K1(t, τ, x1, u1)(f2(t, x2(t), u2(t)),K2(t, τ, x2, u2)) ✕ çàäàííûå n✲ìåðíûå
âåêòîð✲ôóíêöèè✱ íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî
x1(x2), G(x1) ✕ çàäàííàÿ✱ íåïðåðûâíî✲äèôôåðåíöèðóåìàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✱ Φi(xi), i =
1, 2 ✕ çàäàííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè✱ èìåþùèå ïðîèçâîäíûå ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ è óäîâëå✲
òâîðÿþùèå óñëîâèþ ❐èïøèöà✳
Ïàðó (u1(t), u2(t)) ñ âûøåïðèâåäåííûìè ñâîéñòâàìè íàçîâåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì✳
Ïóñòü (u1(t), u2(t), x1(t), x2(t)) ✕ íåêîòîðûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ✳ ×åðåç Fi(t, τ), i = 1, 2

✕ îáîçíà÷èì (n × n) ìàòðè÷íûå ôóíêöèè✱ ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ìàòðè÷íûõ èíòåãðî✲
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

∂Fi(t, τ)

∂t
= −Fi(t, τ)

∂fi(τ, xi(τ), ui(τ))

∂xi
+

∫

t

τ

Fi(t, τ)
∂K2(s, τ, x2(τ), u2(τ))

∂xi
ds, i = 1, 2

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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Fi(t, t) = E, i = 1, 2.

(E − (n× n)✲åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà✮
➶âåäåì îáîçíà÷åíèÿ

l1(θ, v1) = F1(t1, θ)(f1(θ, x1(θ), v1)− f1(θ, x1(θ), u1(θ)))+

+

∫

t1

τ

F1(t1, τ)(K1(τ, θ, x1(θ), v1)−K1(τ, θ, x1(θ), u1(θ)))dτ,

l2(θ, v2) = F2(t2, t1)
∂G(x1(t1))

∂x1
l1(θ, v1),

q(θ, v2) = F2(t2, θ)(f2(θ, x2(θ), v2)− f2(θ, x2(θ), u2(θ)))+

+

∫

t2

θ

F2(t2, τ)(K2(τ, θ, x2(θ), v2)−K2(τ, θ, x2(θ), u2(θ)))dτ.

➘îêàçàíà

Òåîðåìà ✶✳ Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ

(u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû íåðàâåíñòâà

∂Φ1((x1(t1))

∂l1(θ, v1)
+

∂Φ2((x2(t2))

∂l2(θ, v2)
> 0, ✭✶✮

∂Φ2((x2(t2))

∂q(θ, v2)
> 0 ✭✷✮

âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ θ ∈ [t0, t1], v1 ∈ U1, θ ∈ [t1, t2), v2 ∈ U2 ñîîòâåòñòâåííî✳

❮åðàâåíñòâà ✭✶✮ è ✭✷✮ ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî îáùèìè íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè✱ à
ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îõâàòûâàåò òàêæå çàäà÷ó íà ìèíèìàêñ ❬✶✱ ✷❪✳

➶ ðàáîòå ðàññìîòðåí òàêæå ñëó÷àé âûïóêëûõ îáëàñòåé óïðàâëåíèÿ✳
➘îêàçàíû ëèíåàðèçîâàííûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè✳
Ïóñòü âåêòîð✲ôóíêöèè fi(t, xi, ui),Ki(t, τ, xi, ui), i = 1, 2 èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç✲

âîäíûå òàêæå è ïî ui, i = 1, 2✳
➶âåäåì îáîçíà÷åíèÿ

c1(v1(t)) =

∫

t1

t0

F1(t1, τ)
∂f1(t, x1(t), u1(t))

∂u1
(v1(t)− u1(t))dt+

+

∫

t1

t0

[
∫

t

τ

F1(t1, τ)
∂K1(τ, t, x1(t), u1(t))

∂u1
(v1(t)− u1(t))dτ

]

dt,

c2(v1(t)) =

∫

t1

t0

F2(t2, t1)
∂G1(x1(t))

∂x1
c1(v1(t1)),

d(v2(t)) =

∫

t1

t0

F2(t2, τ)
∂f2(t, x2(t), u2(t))

∂u2
(v2(t)− u2(t))dt+

+

∫

t1

t0

[
∫

t

τ

F2(t2, τ)
∂K2(τ, t, x2(t), u2(t))

∂u2
(v2(t)− u2(t))dτ

]

dt.

➮ìååò ìåñòî

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü ìíîæåñòâà Ui, i = 1, 2 ✕ âûïóêëû✱ à fi(t, xi, ui),Ki(t, τ, xi, ui), i = 1, 2 èìå✲

þò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå òàêæå è ïî ui, i = 1, 2✳ Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïó✲

ñòèìîãî óïðàâëåíèÿ (u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû íåðàâåíñòâà

∂Φ1((x1(t1))

∂c1(v1(t))
+

∂Φ2((x2(t2))

∂c2(v1(t))
> 0,

∂Φ2((x2(t2))

∂d(v2(t))
> 0
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âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé v1(t) è v2(t) ñîîòâåòñòâåííî✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➹àáàñîâ Ð✳✱ ✃èðèëëîâà Ô✳ ❒✳ Ïðèíöèï ìàêñèìóìà â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✳ ❒✳ ✿ ❐èáðîêîì✱
✷✵✶✶✳ ✷✼✶ ñ✳

✷✳ ➘åìüÿíîâ ➶✳ Ô✳✱ Ðóáèíîâ ➚✳ ❒✳ ❰ñíîâû íåãëàäêîãî àíàëèçà è êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå✱
✶✾✾✵✳ ✹✸✷ ñ✳

✸✳ ➬àõàðîâ ➹✳ ✃✳ ❰ïòèìèçàöèÿ ñòóïåí÷àòûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ✴✴ ➚âòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà✳ ✶✾✽✶✳ ✽✳
Ñ✳ ✸✕✾✳

✹✳ ➮ñìàéëîâ Ð✳ Ð✳✱ ❒àíñèìîâ ✃✳ ➪✳ ❰á óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè â îäíîé ñòóïåí÷àòîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ
✴✴ ➷óðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳ ✷✵✵✻✳ ✶✵✳ Ñ✳ ✶✼✺✽✕✶✼✼✵✳

❒àíñèìçàäå ➚éãþëü Ôàçèë êûçû
➪àêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí
❊✲♠❛✐❧✿ ❛②❣✉❧♠❛♥s✐♠③❛❞❡❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❒àíñèìîâ ✃àìèë ➪àéðàìàëè îãëû
➪àêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí
➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❮➚❮ ➚çåðáàéäæàíà
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛♠✐❧❜♠❛♥s✐♠♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✵✷✕✶✵✹

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼✳✺✻✳

❮➴✃❰Ò❰ÐÛ➴ ❮➴❰➪Õ❰➘➮❒Û➴ ÓÑ❐❰➶➮ß ❰ÏÒ➮❒➚❐Ü❮❰ÑÒ➮ ➶
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❰Ï➮ÑÛ➶➚➴❒❰➱ ➘➶Ó❒ß Ñ➮ÑÒ➴❒➚❒➮ ➹ÓÐÑ➚ ✕ ➘➚Ð➪Ó Ñ

❒❮❰➹❰Ò❰×➴×❮Û❒ ✃Ð➮Ò➴Ð➮➴❒ ✃➚×➴ÑÒ➶➚
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱ îïèñûâàåìàÿ â äâóõ ðàç✲

ëè÷íûõ îáëàñòÿõ äâóìÿ ñèñòåìàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ➹óðñà ✕

➘àðáó✳ Óñòàíîâëåíû ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå òèïà ➶îëüòåððà✱ ñèñòåìà ➹óðñà✲➘àðáó✱ ìíîãîòî÷å÷íûé

ôóíêöèîíàë✱ àíàëîã ëèíåàðèçîâàííîãî óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ❐✳ Ñ✳ Ïîíòðÿãèíà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾ ❑✶✺✱ ✹✾❑✷✵

➮ññëåäîâàíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱ îïèñûâàåìûå ãèïåðáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ➹óðñà ✕ ➘àðáó✱ íà÷àëîñü ñ ðàáîòû ❬✷❪ ➚✳➮✳ ➴ãîðîâà✳
➶ äàëüíåéøåì ðÿä çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåìûå êðàåâûìè çàäà÷àìè ➹óðñà

✕ ➘àðáó áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ ✃✳Ò✳ ➚õìåäîâà è Ñ✳Ñ✳ ➚õèåâà ✱ ➶✳➮✳ Ïëîòíèêîâà è ➶✳➮✳
Ñóìèíà ✱ ❰✳➶✳ ➶àñèëüåâà✱ ❰✳➶✳ ➶àñèëüåâà è ❐✳Ò✳ ➚ùåïêîâà✱ ➶✳➚✳ Ñðî÷êî✱ ➶✳➚✳ ➘ûõòû è ➴✳Ï✳
➪îêìåëüäåð✱ ✃✳➪✳ ❒àíñèìîâà✱ Ò✳✃✳ ❒åëèêîâà è äð✳ ❰áçîð ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò èìåþòñÿ✱ íà✲
ïðèìåð â ❬✶✱ ✸✕✻❪✳
➶ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà äâóõýòàïíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱

îïèñûâàåìàÿ äâóìÿ ñèñòåìàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ➹óðñà✳ Óñòà✲
íîâëåíû ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà✳
Ïóñòü U1 ∈ Rr, U2 ∈ Rq ✕ çàäàííûå íåïóñòûå è îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà✱ Di = [ti − 1, ti] ×

[x0, x1], i = 1, 2 ✕ çàäàííûå ïðÿìîóãîëüíèêè✱Di = [ti − 1, ti] × [x0, x1], i = 1, 2 ✕ çàäàííûå ïðÿìî✲
óãîëüíèêè✱ (Ti, Xi) ∈ [t0, t1)× [x0, x1), i = 1, k, (t0 < T1 < . . . Tk < t1, x0 < X1 < . . .Xk < x1), i =
1, k, (θi, ξi) ∈ [t0, t1]× [x0, x1](θ0 < θ1 < . . . θk < θ1, ξ0 < ξ1 < . . . ξk < ξ1) ✕ çàäàííûå òî÷êè✳
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìóìå ìíîãîòî÷å÷íîãî ôóíêöèîíàëà

S(u1, u2) = ϕ1(z(T1, X1), z(T2, X2) . . . z(Tk, Xk)) + ϕ2(y(θ1, ξ1), y(θ2, ξ2) . . . y(θk, ξx)),

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
zt,x = f1(t, x, z, zt, zx, u1), (t, x) ∈ D1

z(t0, x) = a(x), x ∈ [x0, x1],

z(t, x0) = b1(t), t ∈ [t0, t1],

yt,x = f2(t, x, y, yt, yx, u2), (t, x) ∈ D2

y(t1, x) = z(t1, x), x ∈ [x0, x1],

y(t, x0) = b2(t), t ∈ [t1, t2],

u1(t,x) ∈ U1 ⊂ Rr, (t, x) ∈ D1

u2(t,x) ∈ U2 ⊂ Rq, (t, x) ∈ D2

➬äåñü a(x), bi(t), i = 1, 2 ✕ çàäàííûå n✲ìåðíûå àáñîëþòíî✲íåïðåðûâíûå âåêòîð✲ôóíêöèè✱
ϕ1(z1 . . . zk), ϕ2(y1 . . . yk) ✕ çàäàííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè✱ èìåþùèå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç✲
âîäíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ✱ f1(t, x, z, zt, zx, u1), f2(t, x, y, yt, yx, u2) ✕ çàäàííûå✱ n✲ìåðíûå

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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âåêòîð✲ôóíêöèè✱ íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïî (z, zt, zx), (y, yt, yx) ñîîòâåòñòâåííî✱ u1(t, x)(u2(t, x)) ✕ r(q)✲ìåðíàÿ èçìåðèìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ
óïðàâëÿþùàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✳
Ïàðó (u1(t, x), u2(t, x)) ñ âûøåïðèâåäåííûìè ñâîéñòâàìè íàçîâåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì✳
Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî êàæäîìó äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ (u1(t, x), u2(t, x)) ñîîòâåòñòâóåò åäèí✲

ñòâåííîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå (z(t, x), y(t, x)) êðàåâîé çàäà÷è ✭✷✮✕✭❄❄✮✳ Ñ÷èòàÿ
(u1(t, x), u2(t, x)) íåêîòîðûì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì✱ ÷åðåç αi(t, x) îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè✲
÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðÿìîóãîëüíèêà [t0, τi]× [x0, Xi]✳
Ïóñòü βi(t, x) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèè ïðÿìîóãîëüíèêà [t0, θi]× [x0, ξi]✱ à γi(x) õàðàêòåðè✲

ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [x0, ξi]✳ ➶âåäåì àíàëîãè ôóíêöèè ➹àìèëüòîíà✲Ïîíòðÿãèíà â âèäå

H1(t, x, z, zt, zx, u1, ψ1) = ψ′
1H1(t, x, z, zt, zx, u1),

H2(t, x, z, zt, zx, u2, ψ2) = ψ′
2H2(t, x, z, zt, zx, u2).

➬äåñü ψi(t, x), i = 1, 2−n− ìåðíûå âåêòîð✲ôóíêöèè✱ ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè èíòåãðàëüíûõ óðàâ✲
íåíèé ➶îëüòåððà ñ äâóìåðíûìè ñëàãàåìûìè

ψ1(t, x) = −
k

∑

i=1

αi(t, x)
∂ϕ1(z(T1, X1), z(T2, X2) . . . z(Tk, Xk))

∂zi
+

+

∫

t1

t

∫

x1

x

∂H1(τ, s, p1(τ, s), u1(τ, s), ψ1(τ, s))

∂z
dsdτ+

+

∫

x1

x

∂H1(t, s, p1(t, s), u1(t, s), ψ1(t, s))

∂zt
ds+

+

∫

t1

t

∂H1(τ, x, p1(τ, x), u1(τ, x), ψ1(τ, x))

∂zx
dτ− ✭✶✮

−

k
∑

i=1

γi(x)
∂ϕ2(y(θ1, ξ1), zy(θ2, ξ2) . . . y(θk, ξk))

∂yi
+

+

∫

t1

t

∫

x1

x

∂ H2(τ, s, p2(τ, s), u2(τ, s), ψ2(τ, s))

∂y
dsdτ +

∫

t1

t

∂ H2(τ, x, p2(τ, x), u2(τ, x), ψ2(τ, x))

∂yx
dτ.

ψ2(t, x) = −
k

∑

i=1

βi(t, x)
∂ϕ2(y(θ1, ξ1), z(θ2, ξ2) . . . z(θk, ξk))

∂yi
+

+

∫

t2

t

∫

x2

x

∂H2(τ, s, p1(τ, s), u2(τ, s), ψ2(τ, s))

∂y
dsdτ +

∫

x1

x

∂H2(t, s, p2(t, s), u2(t, s), ψ2(t, s))

∂yt
ds+

+

∫

t1

t

∂H2(τ, x, p2(τ, x), u2(τ, x), ψ2(τ, x))

∂yx
dτ. ✭✷✮

â êëàññå èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ âåêòîð✲ôóíêöèé✳
Ïóñòü P1(z, zt, zx)P2(z, zt, zx)✳ Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ ✭✶✮ è ✭✷✮ äîêàçàíà ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ

ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì (u1(t, x), u2(t, x))(u1(t, x) =
u1(t, x) +△u1(t, x), u2(t, x) = u2(t, x) +△u2(t, x))✳

S(ū1, ū2)− S(ru1, u2) = −

∫

t1

t

∫

x1

x

△ū1(t,x)H1(t, x, p1(t, x), u1(t, x), ψ1(t, x))dxdt−

−

∫

t1

t0

∫

x1

x0

∂ △ū1(t,x) H1(t, x, p1(t, x), u1(t, x), ψ1(t, x))

∂p1
△ p1(t, x)dxdt−

−

∫

t1

t

∫

x1

x

△ū2(t,x)H2(t, x, p2(t, x), u2(t, x), ψ2(t, x))dxdt−

−

∫

t2

t1

∫

x1

x0

∂ △ū2(t,x) H2(t, x, p2(t, x), u2(t, x), ψ1(t, x))

∂p1
△ p2(t, x)dxdt+
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+ o1

( k
∑

i=1

‖ △ z(Ti, Xi)‖

)

+ o2

( k
∑

i=1

‖ △ z(θi, ξi)‖

)

−

∫

t1

t0

∫

x1

x0

o3(‖p1(t, x)‖)dxdt. ✭✸✮

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ✭✸✮ äîêàçàíà

Òåîðåìà ✶✳ ➘ëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ (u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

maxv1∈U1
H1(θ, ξ, p1(θ, ξ), u1(θ, ξ), ψ1(θ, ξ)) = H1(θ, ξ, p1(θ, ξ), u1(θ, ξ), ψ1(θ, ξ))

äëÿ âñåõ (θ, ξ) ∈ [t0, t1)× [x0, x1),

maxv2∈U2
H2(θ, ξ, p2(θ, ξ), u2(θ, ξ), ψ2(θ, ξ)) = H2(θ, ξ, p1(θ, ξ), u2(θ, ξ), ψ1(θ, ξ))

äëÿ âñåõ (θ, ξ) ∈ [t1, t2)× [x0, x1), âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé vi(t), i = 1, 2
ñîîòâåòñòâåííî✳

➘àëåå ðàññìîòðåí ñëó÷àé âûïóêëûõ îáëàñòåé óïðàâëåíèÿ è äîêàçàíà òåîðåìà â âèäå ëèíåàðè✲
çîâàííîãî èíòåãðàëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà✳

Òåîðåìà ✷✳ Ïóñòü
✶✮ ìíîæåñòâà Ui, i = 1, 2− âûïóêëû❀
✷✮ âåêòîð✲ôóíêöèè fi(t, x, pi, ui), i = 1, 2− èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
(pi, ui), i = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî✳
Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ (u1(t, x), u2(t, x)) íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû íåðà✲

âåíñòâà
∫

t1

t0

∫

x1

x0

∂H ′
1(t, x, p1(t, x), u1(t, x), ψ1(t, x))

∂u1
[v1(t, x)− u1(t, x)]dxdt 6 0,

∫

t2

t1

∫

x1

x0

∂H ′
2(t, x, p2(t, x), u2(t, x), ψ2(t, x))

∂u2
[v2(t, x)− u2(t, x)]dxdt 6 0

âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé v1(t, x) è v2(t, x) ñîîòâåòñòâåííî✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➶àñèëüåâ ❰✳ ➶✳✱ Ñðî÷êî ➶✳ ➚✳✱ Òåðëåöêèé ➶✳ ➚✳ ❒åòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ✳ ❮îâîñèáèðñê
✿ ❮àóêà✱ ✶✾✾✵✳ ✶✺✶ ñ✳

✷✳ ➴ãîðîâ ➚✳ ➮✳ ❰á îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ïðîöåññàìè â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðà✲
ìåòðàìè ✴✴ ➚âòîìàòèêè è òåëåìåõàíèêà✳ ✶✾✻✹✳ ✺✳ Ñ✳ ✻✶✸✕✻✷✸✳

✸✳ ➴ãîðîâ ➚✳ ➮✳✱ ➬íàìåíñêàÿ ❐✳ ❮✳ ➶âåäåíèå â òåîðèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè
ïàðàìåòðàìè✳ ❒✳ ✿ ❐àíü✱ ✷✵✶✼✳ ✷✾✷ ñ✳

✹✳ ❒àíñèìîâ ✃✳ ➪✳✱ ❒àðäàíîâ ❒✳ ➘æ✳ ✃à÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ➹óðñà
✕ ➘àðáó✳ ➪àêó ✿ ➮çä✲âî Ýëì✱ ✷✵✶✵✳ ✸✻✷ ñ✳

✺✳ ❒åëèêîâ Ò✳ ✃✳ ❰ñîáûå â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ➹óðñà ✕ ➘àðáó✳ ➪àêó ✿ Ý❐❒✱
✷✵✶✸✳ ✾✻ ñ✳

✻✳ Ñðî÷êî ➶✳ ➚✳ ➶àðèàöèîííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è ìåòîäû ëèíåàðèçàöèè â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ✳ ➮ðêóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮➹Ó✱ ✶✾✽✾✳ ✶✺✶ ñ✳

❒àíñèìîâ ✃àìèë ➪àéðàìàëè îãëû
➪àêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí✱
➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ➚çåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè ✭➮ÑÓ ❒❮❰➚Ð✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛♠✐❧❜♠❛♥s✐♠♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

Ñóëåéìàíîâà Øàáíàì Øàêèð ãûçû✳
➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ➚çåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè ✭➮ÑÓ ❒❮❰➚Ð✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦♠❛♥s✐♠♦✈❅♠❛✐❧✳r✉
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✵✺✕✶✵✽

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼✳✺✻✳
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòóïåí÷àòàÿ ✭äâóõýòàïíàÿ✮ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱ îïè✲
ñûâàåìàÿ äâóìÿ ñèñòåìàìè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé òèïà ➶îëüòåððà✳ ➘îêàçàíî íåîáõîäèìîå óñëî✲
âèå îïòèìàëüíîñòè îñîáûõ✱ â ñìûñëå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà✱ óïðàâëåíèé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå òèïà ➶îëüòåððà✱ äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå✱ àíàëîã äèñ✲
êðåòíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà✱ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾ ❑✶✺✱ ✹✾❑✷✵

❒íîãèå ïðîöåññû✱ ÿâëÿÿñü ñëîæíûìè✱ íîñÿò ìíîãîýòàïíûé õàðàêòåð✳
➬àäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òàêèìè ïðîöåññàìè íàçûâàþòñÿ ñòóïåí÷àòûìè çàäà÷àìè îï✲

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✶✕✹❪✮✳
➶ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà äâóõýòàïíàÿ äèñêðåòíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ çàäà÷à îï✲

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱ îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìàìè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé òèïà ➶îëüòåððà✳
➘îêàçàíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè îñîáûõ✱ â ñìûñëå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíò✲

ðÿãèíà✱ óïðàâëåíèé✳
Ïóñòü fi(t, xi, ui)✱ Ki(t, τ, xi, ui), i = 1, 2 ✕ çàäàííûå n✲ìåðíûå âåêòîð✲ôóíêöèè✱ äèñêðåòíûå ïî

t(t, τ) è íåïðåðûâíûå ïî (xi, ui) âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî xi, i = 1, 2 äî âòîðîãî ïîðÿä✲
êà âêëþ÷èòåëüíî✱ Φi(xi), i = 1, 2 ✕ çàäàííûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè✱ Fi(t, τ, xi, ui), i = 1, 2 ✕ çàäàííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè✱ äèñêðåòíûå ïî (t, τ) è íåïðåðûâ✲
íûå ïî (xi, ui) âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî xi, i = 1, 2 äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî✱
U1 ∈ Rr, U2 ∈ Rq ✕ çàäàííûå íåïóñòûå✱ îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà✱ (u1(t), u2(t)) ✕ r(q)✲ìåðíûé äèñ✲
êðåòíûé✱ âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé✱ T1 = {t0, t0 + 1 . . . t1 − 1} è T2 = {t1, t1 + 1 . . . t2 − 1}
çàäàííûå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè✳
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

J(u1, u2) = ϕ1((x1(t1)) + ϕ2((x2(t2)) +

t1−1
∑

t=t0

[ t
∑

τ=t0

F1(t, τ, x1(τ), u1(τ))

]

+

+

t2−1
∑

t=t1

[ t
∑

τ=t1

F2(t, τ, x2(τ), u2(τ))

]

✭✶✮

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
u1(t) ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T1, u2(t) ∈ U ⊂ Rq, t ∈ T2,

xi(t+ 1) = fi(t, xi(t), ui(t)) +
t

∑

τ=ti−1

Ki(t, τ, x2(τ), u2(τ)), t ∈ Ti, i = 1, 2,

x1(t0) = x10,

x2(t1) = G(x1(t1)).

➬äåñü x10 ✕ çàäàííûé n✲ìåðíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð✱ G(x1) ✕ çàäàííàÿ✱ äâàæäû íåïðåðûâíî✲
äèôôåðåíöèðóåìàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✳ Ïàðó (u1(t), u2(t)) ñ âûøåïðèâåäåííûìè ñâîéñòâà✲
ìè íàçîâåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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Ñ÷èòàÿ (u1(t), u2(t), x1(t), x2(t)) íåêîòîðûì äîïóñòèìûì ïðîöåññîì✱ ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Hi(t, xi(t), ui(t), ψi(t)) = ψ′
i(t)fi(t, xi(t), ui(t))+

+

ti
∑

τ=t

[ψ′
i(t)Ki(τ, t, xi(t), ui(t))− Fi(τ, t, xi(t), ui(t))], i = 1, 2,

M(ψ2(t1 − 1, x()t1)) = ψ′
2(t1 − 1)G(x1(t1)).

➬äåñü ψ2(t), i = 1, 2 ✕ n✲ìåðíûå âåêòîð✲ôóíêöèè✱ ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷

ψi(t− 1) =
∂Hi(t, xi(t), ui(t), ψi(t))

∂xi
, i = 1, 2

ψ1(t1 − 1) =
∂ϕ1(x1(t1))

∂x1
+
∂M(ϕ2(x1(t1)), x1(t1))

∂x1
,

ψ2(t2) = −
∂ϕ2(x2(t2))

∂x2
.

✭ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à✮✳
Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ìíîæåñòâà

fi(t, xi(t), Ui) = {αi : αi := fi(t, xi(t), ui(t)), ui(t) ∈ Ui, t ∈ Ti}, i = 1, 2, ✭✷✮

Fi(t, τ, xi(τ), Ui) = {βi : βi := Fi(t, τ, xi(τ), ui(τ)), ui(τ) ∈ Ui, t ∈ Ti}, i = 1, 2, ✭✸✮

Ki(t, τ, xi(τ), Ui) = {γi : γi := Ki(t, τ, xi(τ), ui(τ)), ui(τ) ∈ Ui, t ∈ Ti}, i = 1, 2, ✭✹✮

âûïóêëû ïðè âñåõ t è (t, τ) ñîîòâåòñòâåííî✳
Ó÷èòûâàÿ ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó✱ ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ✭✶✮✱ ñîîòâåòñòâóþùåå äî✲

ïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì (u1(t), u2(t)) è ū1(t) = u1(t)+△u1(t), ū2(t) = u2(t)+△u2(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

△J(u1, u2) =

t1−1
∑

t=t0

△ū1(t)H1[t, ψ1]−

t2−1
∑

t=t1

△ū2(t)H2[t, ψ2]+

+△ x′1(t1)
∂2ϕ1(x1(t1))

∂x12
△ x1(t1)−

1

2
x′1(t1)

∂2M(ψ2(t1)), x1(t1)

∂x12
△ x1(t1)−

+
1

2

t1−1
∑

t=t0

∂ △ū1(t) H1[t, ψ1]

∂x1
△ x1(t1) +

1

2
△ x′2(t2)

∂2ϕ2(x2(t2))

∂x22
△ x2(t2)−

+

t2−1
∑

t=t1

∂ △ū2(t) H2[t, ψ2]

∂x2
△ x2(t2)−

1

2

t1−1
∑

t=t0

△x′1(t)
∂2H1[t, ψ1]

∂x12
△ x1(t)+

+

t1−1
∑

t=t0

△x′2(t)
∂2H2[t, ψ1]

∂x22
△ x2(t) + η(△u1(t),△u2(t)).

➬äåñü η(△u1(t),△u2(t)) îñòàòîê ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ✱ èìåþùèé íà ñïåöèàëüíûõ âàðèàöèÿõ
óïðàâëåíèÿ áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè✱ ÷åì îñòàëüíûå ñëàãàåìûå✱ à

△ūi(t)Hi[t, ψi],
∂ △ūi(t) Hi[t, ψi]

∂xi
△ xi(ti)

△ūi(t)Hi[t, ψi] = Hi(t, xi()t, ūi(t)ψi(t))−Hi(t, xi()t, ui(t)ψi(t)),

∂ △ūi(t) Hi[t, ψi]

∂xi
=
∂Hi(t, xi(t), ūi(t)ψi(t))

∂xi
−
∂Hi(t, xi()t, ui(t)ψi(t))

∂xi

➮ìååò ìåñòî
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Òåîðåìà ✶✳ ➴ñëè ìíîæåñòâà ✭✷✮✕✭✹✮ âûïóêëû✱ òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâ✲

ëåíèÿ (u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû íåðàâåíñòâà

t1−1
∑

t=t0

△v̄1(t)H1[t, ψ1] 6 0,

t2−1
∑

t=t1

△v̄2(t)H2[t, ψ2] 6 0, ✭✺✮

âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé vi(t), i = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî✳

➘àëåå ðàññìîòðåí ñëó÷àé âûðîæäåíèÿ àíàëîãà äèñêðåòíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà✳
❰ïðåäåëåíèå✿ ➴ñëè ïðè âñåõ vi(t) ∈ Ui, t ∈ Ti, i = 1, 2 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî✱ ñîîòíîøå✲

íèÿ
ti
∑

t=ti−1

△v̄i(t)Hi[t, ψi] = 0,

òî äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå (u1(t), u2(t)) íàçîâåì îñîáûì✱ â ñìûñëå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ✲
ãèíà✱ óïðàâëåíèåì✳
Ïóñòü (u1(t), u2(t)) îñîáîå óïðàâëåíèå✳

×åðåç l
(
i
t, vi), i = 1, 2, q(t, v2) îáîçíà÷èì ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷

l1(t+ 1, v1) =
∂f ′1(t, x1(t), u1(t))

∂x1
l1(t, v1) +△v1(t)f1[t]+

+

t
∑

τ=t0

∂K1(τ, t, x1(τ), u1(τ))

∂x1
l1(τ, v1),

l1(t0, v1) = 0,

l2(t+ 1, v2) =
∂f ′2(t, x2(t), u2(t))

∂x2
l2(t, v2) +△v2(t)f2[t]+

+

t
∑

τ=t1

∂K2(τ, t, x2(τ), u2(τ))

∂x2
l1(τ, v2),

l2(t1, v2) = 0,

q(t+ 1, v2) =
∂f ′2(t, x2(t), u2(t))

∂x2
q(t, v1) + +

t
∑

τ=t1

∂K2(τ, t, x2(τ), u2(τ))

∂x2
q(τ, v2),

q(t1, v1) =
∂G(x1(t1))

∂x1
q(t1, v1).

➘îêàçàíà

Òåîðåìà ✷✳ ➘ëÿ îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî✱ â ñìûñëå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà✱ óïðàâ✲

ëåíèÿ (u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî✱ ÷òîáû íåðàâåíñòâà

l′1(t1, v1)
∂2ϕ1(x1(t1))

∂x12
l1(t1, v1)− l′1(t1, v1) + q′1(t2, v1)

∂2ϕ2(x2(t2))

∂x22
q(t2, v1)−

−q′1(t1, v1)
∂2M(ψ2(t1 − 1), (x1(t1)))

∂x12
l1(t1, v1)−

−2

t1−1
∑

t=t0

∂ △v̄1(t) H1[t, ψ1]

∂x1
l1(t, v1)−

t1−1
∑

t=t0

l′1(t, v1)
∂2H1[t, ψ1]

∂x21
l1(t, v1)−

−

t2−1
∑

t=t1

q′(t, v1)
∂2H2[t, ψ2]

∂x22
l1(t, v1) > 0,

l′2(t2, v2)
∂2ϕ2(x2(t2))

∂x22
l2(t2, v2)− 2

t2
∑

t=t1−1

∂2△v̄2(t)H2[t, ψ1]

∂x22
l2(t, v2)−
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−

t2
∑

t=t1−1

l′2(t, v1)
∂2H2[t, ψ1]

∂x22
l2(t, v2) > 0

âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé vi(t), i = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➹àáàñîâ Ð✳✱ ✃èðèëëîâà Ô✳ ❒✳ ❰ñîáûå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ✳ ❒ ✿ ❐èáðîêîì✱ ✷✵✶✶✳ ✷✺✻ ñ✳

✷✳ ➮ñìàéëîâ Ð✳ Ð✳✱ ❒àíñèìîâ ✃✳ ➪✳ ❰á óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè â îäíîé ñòóïåí÷àòîé ✴✴ ➷óðíàë âû÷èñ✲
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳ ✷✵✵✻✳ ✶✵✳ Ñ✳ ✶✼✺✽✕✶✼✼✵✳

✸✳ Ðîçîâà ➶✳ ❮✳ ❰ïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñòóïåí÷àòûìè ñèñòåìàìè ñ íåèíòåãðàëüíûì ôóíêöèîíàëîì✳ ✴✴
➶åñòíèê ÐÓ➘❮✳ Ñåðèÿ✿ Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåðíàÿ ìàòåìàòèêà✳ ✷✵✵✷✳ ✶✵✳ Ñ✳ ✶✸✶✕✶✸✻✳

✹✳ Ðîçîâà ➶✳ ❮✳ ❰ïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñòóïåí÷àòûìè ñèñòåìàìè✳ ✴✴ ➚âòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà✳ ✶✾✼✷✳
✸✳ Ñ✳ ✶✺✕✷✸✳

❒àíñèìîâ ✃àìèë ➪àéðàìàëè îãëû
➪àêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí✱
➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ➚çåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè ✭➮ÑÓ ❒❮❰➚Ð✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛♠✐❧❜♠❛♥s✐♠♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

✃åðèìîâà ➚éòàäæ ➶àãèô êûçû
➪àêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí
❊✲♠❛✐❧✿ ❦♠❛♥s✐♠♦✈❅♠❛✐❧✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✵✾✕✶✶✶

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼✳✺✻

❰➪ ❰➘❮❰➱ ➬➚➘➚×➴ ❰ÏÒ➮❒➚❐Ü❮❰➹❰ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮ß ➘❐ß

❮➚➹ÐÓ➷➴❮❮❰➹❰ ❰➪Û✃❮❰➶➴❮❮❰➹❰ ➘➮ÔÔ➴Ð➴❮Ö➮➚❐Ü❮❰➹❰

ÓÐ➚➶❮➴❮➮ß Ñ ❮➴❐❰✃➚❐Ü❮Û❒➮ ✃Ð➚➴➶Û❒➮ ÓÑ❐❰➶➮ß❒➮
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➚ííîòàöèÿ✳ ➮ññëåäóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìîé íàãðóæåííûõ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðè ïðåäëî✲

æåíèè îòêðûòîé îáëàñòè óïðàâëåíèÿ✳

➘îêàçàíû íåîáõîäèìîå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ✱ â ÷àñòíîñòè àíàëîã

óñëîâèÿ ❐åæàíäðà ✕ ✃ëåáøà✳ ➮ññëåäîâàí ñëó÷àé îñîáûõ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå óïðàâëåíèé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íàãðóæåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ✱ àíàëîã óðàâíåíèå Ýéëåðà✱ âà✲

ðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà✱ ìíîãîòî÷å÷íûé ôóíêöèîíàë✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾❑✶✺✱ ✹✾❑✷✵

➶ ðàáîòàõ ❬✶✕✸❪ è äð✳ èçó÷åíû ðÿä çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåìûå îáûêíîâåí✲
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè✳
➘îêàçàí íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè òèïà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è èññëå✲

äîâàí ñëó÷àé åãî âûðîæäåíèÿ✳
➶ ðàáîòå ❬✺❪ ïîëó÷åíû ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îïèñûâàåìûå ñèñòåìîé íàãðóæåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíå✲
íèÿìè ñ äîâîëüíî îáùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè✳
➶ ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàãðóæåííûì

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðè ïðåäëîæåíèè îòêðû✲
òîñòè îáëàñòè óïðàâëåíèÿ✳
Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ✳
Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ íà ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè [t0, t1] îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

íåëèíåéíûõ íàãðóæåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✳
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìóìå òåðìèíàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t0), x(t1)), t ∈ T = [t0, t1], ✭✶✮

❝ ëèíåéíûìè íåëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

B0x(t0) +B1x(t1) = l. ✭✷✮

➬äåñü f(t, x, a, b, u) ✕ çàäàííàÿ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïå✲
ðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî (x, a, b, u✮ äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî✱
Bi, i = 0, 1 ✕ çàäàííûå n × n ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ✱ l ✕ çàäàííûé n✲ìåðíûé ïîñòîÿííûé âåê✲
òîð✱ u(t) ✕ r✲ìåðíûé èçìåðèìûé è îãðàíè÷åííûé âåêòîð óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè
èç çàäàííîãî✱ íåïóñòîãî è îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U ✱ ò✳å✳

u(t) ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T = [t0, t1].

Òàêæå óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè íàçîâåì äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè✳Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî êàæ✲
äîìó äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ u(t) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå àáñîëþòíîå íåïðåðûâíîå ðåøå✲
íèå x(t) êðàåâîé çàäà÷è ✭✶✮✕✭✷✮✳ Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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S(u) = ϕ(x(t0), x(t1)) +

t1
∫

t0

F (t, x(t), x(t0), x(t1), u(t))dt ✭✸✮

îïðåäåëåííîãî íà ðåøåíèÿõ êðàåâîé çàäà÷è ✭✶✮✕✭✷✮ ïîðîæäåííûõ âñåâîçìîæíûìè äîïóñòèìû✲
ìè óïðàâëåíèÿìè✳ ➬äåñü ϕ(a, b) ✕ çàäàííàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ✱ F (t, x, , b, u) ✕ çàäàííàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí✲
íûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî (x, a, b, u) äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî✳ Ïóñòü
(x(t), u(t)) ✕ íåêîòîðûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ✱ψ(t) è λ ∈ Rn ✕ âåêòîð✲ôóíêöèÿ è ïîñòîÿííûé âåê✲
òîð ñîîòâåòñòâåííî✱ à

H(t, x, a, b, u, ψ) = ψ′f(t, x, a, b, u)

❛íàëîã ôóíêöèè ➹àìèëüòîíà✲Ïîíòðÿãèíà✳ ➶âåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Hx[t, ψ] = Hx(t, x, x(t0), x(t1), u(t), ψ(t)),

Hxx[t, ψ] = Hxx(t, x, x(t0), x(t1), u(t), ψ(t)),

Hu[t, ψ] = Hu(t, x, x(t0), x(t1), u(t), ψ(t)),

Huu[t, ψ] = Huu(t, x, x(t0), x(t1), u(t), ψ(t)).

Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî âåêòîð✲ôóíêöèÿ ψ(t) è λ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèåì

ψ(t) =
∂ϕ(x(t0), x(t1))

∂b
+

t1
∫

t

∂H[τ, ψ]

∂x
dτ +

t1
∫

t

∂H[τ, ψ]

∂b
dτ −B′

1λ ✭✹✮

B′
1λ+B′

0λ−

t1
∫

t

∂H[τ, ψ]

∂b
dt+

t1
∫

t

∂H[τ, ψ]

∂b
dt+

∂ϕ(x(t0), x(t1))

∂a
+

+
∂ϕ(x(t0), x(t1))

∂b
+

t1
∫

t

∂H[τ, ψ]

∂x
dt. ✭✺✮

➶ ñèëó îòêðûòîñòè îáëàñòè óïðàâëåíèÿ u(t) ñïåöèàëüíîå ïðèðàùåíèå äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ
u(t) ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå

△ uε(t) = εδu(t), t ∈ [t0, t1]. ✭✻✮

➬äåñü δu(t) ∈ Rr, t ∈ [t0, t1] ïðîèçâîëüíàÿ✱ èçìåðèìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✱ à ε ïðî✲
èçâîëüíîå✱ äîñòàòî÷íî ìàëîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ÷èñëî✳ ➮ñïîëüçóÿ ôîðìóëó ✭✻✮ è ó÷èòûâàÿ
✭✹✮ è ✭✺✮✱ ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàíî✱ ÷òî ïåðâàÿ è âòîðàÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà
✭✸✮ èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèé âèä

δ1S(u, δu) = −

∫

t1

t0

∂H[t, ψ]

∂u
u(t)dt ✭✼✮

δ2S(u, δu) = 2δx′(t0)
∂ϕ(x(t0), x(t1))

∂a∂b
δx(t1) + δx′(t0)

∂ϕ(x(t0), x(t1))

∂a2
δx(t0)+

δx′(t1)
∂ϕ(x(t0), x(t1))

∂b2
δx(t1) +

∫

t1

t0

[

δx′(t)
∂2H[τ, ψ]

∂x2
δx(t)+

+2δx′(t)
∂2H[τ, ψ]

∂x∂a
δx(t0) + 2δx′(t)

∂2H[τ, ψ]

∂x∂b
δx(t1) + δx′(t0)

∂2H[τ, ψ]

∂a2
δx(t0)+

+δx′(t1)
∂2H[τ, ψ]

∂b2
δx(t1) + 2δx′(t0)

∂2H[τ, ψ]

∂a∂b
δx(t1) + 2δu′(t)

∂2H[τ, ψ]

∂u∂x
δx(t)+

+ δu′(t)
∂2H[τ, ψ]

∂u∂a
δx(t0) + 2δu′(t)

∂2H[τ, ψ]

∂u∂b
δx(t1) + 2δu′(t)

∂2H[τ, ψ]

∂2u
δu(t)

]

dt. ✭✽✮
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➬äåñü δx(t) ✭âàðèàöèè òðàåêòîðèè✮ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

ẋ(t) =
∂f [t]

∂x
δx(t) +

∂f [t]

∂a
δx(t0) +

∂f [t]

∂b
δx(t1) +

∂f [t]

∂u
δu(t), ✭✾✮

B0δx(t0) +B1δx(t1) = 0. ✭✶✵✮

➮ñïîëüçóÿ êðàåâóþ çàäà÷ó ✭✾✮✕✭✶✵✮✱ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ✭✼✮ è ✭✽✮ äîêàçàíû àíàëîã óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà è ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➚õìåäîâ Ô✳ Ø✳ ✃ òåîðèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ çàäà÷ îïòèìè✲
çàöèè ✿ àâòîðåô✳ äèñ✳ ✳✳✳ êàíä✳ ôèç✳✲ìàò✳ íàóê✱ ✶✾✽✻✳ ✷✹ ñ✳

✷✳ ➶àñèëüåâ ❰✳ ➶✳✱ Òåðëåöêèé ➶✳ ➚ ❰ïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå êðàåâîé çàäà÷åé ✴✴ Òðóäû ❒➮➚❮✳ ✶✾✾✺✳ ✷✶✶✳
Ñ✳ ✶✷✶✕✶✸✵✳

✸✳ ➶àñèëüåâà ❰✳ ❰✳✱ ❒èçóëàìè ✃✳ ❰ïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå êðàåâîé çàäà÷åé ✴✴ ➮çâåñòèÿ âóçîâ✳ ❒àòåìà✲
òèêà✳ ✶✾✾✹✳ ✶✷✳ Ñ✳ ✸✸✕✹✶✳

✹✳ ➶àñèëüåâà ❰✳ ❰✳ ❰ïòèìèçàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì êðàåâûìè óñëîâèÿìè ✿ äèñ✳ ✳✳✳ êàíä✳ ôèç✳✲ìàò✳
íàóê✳ ➪✳ì✳✱ ✶✾✾✼✳

✺✳ ❱❛s✐❧❡✈❛ ❖✳ ❖✳✱ ▼✉③✐❦❛♠✐ ❑✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❧✐♥❡❛r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✴✴ ▼❛t❤✳ ❛♥❛❧②③❡
❛♥❞ ❛♣♣❧✳ ✶✾✾✼✳ ✷✳ Ñ✳ ✻✷✵✕✻✹✶✳

❒àíñèìîâ ✃àìèë ➪àéðàìàëè îãëû
➪àêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò✱ ➪àêó✱ ➚çåðáàéäæàí✱
➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ➚çåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè ✭➮ÑÓ ❒❮❰➚Ð✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛♠✐❧❜♠❛♥s✐♠♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

➚ëèåâ ✃àìðàí ❒àìåäàëè îãëû
➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ➚çåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè ✭➮ÑÓ ❒❮ è ❰➚✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦❛♠✐❧❜♠❛♥s✐♠♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✶✷✕✶✶✺

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼

➬➚➘➚×➚ ❰ÏÒ➮❒➚❐Ü❮❰➹❰ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮ß ➘❐ß ❮➴ÓÑÒ❰➱×➮➶❰➹❰

➹➮Ï➴Ð➪❰❐➮×➴Ñ✃❰➹❰ ÓÐ➚➶❮➴❮➮ß ➶Ò❰Ð❰➹❰ Ï❰Ðß➘✃➚ Ñ

❮➴❐❰✃➚❐Ü❮Û❒ ➹Ð➚❮➮×❮Û❒ ÓÑ❐❰➶➮➴❒

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ❒✳ ➘➷✳ ❒➚Ð➘➚❮❰➶✱ ➹✳ Ô✳ ➹Ó❐➮➴➶✱ Õ✳ Ò✳ Ò➚➹➮➴➶

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåóñòîé÷èâîãî ãèïåðáîëè✲

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåëîêàëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì✱ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà

ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ïàðû è âûâîäèòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â âèäå âàðè✲

àöèîííîãî íåðàâåíñòâà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íåóñòîé÷èâîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå✱ íåëîêàëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå✱

îïòèìàëüíàÿ ïàðà✱ íåîáõîäèìîå óñëîâèå✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾❏✷✵

➶ ïîñëåäíåå âðåìÿ íåëîêàëüíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç✲
âîäíûìè èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ ❬✸❪✳ Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì✱ ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïðîöåññû✱ â êîòîðûõ
íåïîñðåäñòâåííî èçìåðÿòü çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí íàòàëêèâàþòñÿ íà òðóäíîñòè✳ Ïîýòîìó
èçìåðÿþòñÿ èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþòñÿ òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ✱ ÷òî îíè
ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ âåëè÷èí íà ãðàíèöå è âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè✳
✃ðîìå ýòîãî✱ åñëè â óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå✱ òîãäà ïðè èçó÷åíèè ðàçðå✲

øèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî â çàäà÷àõ óïðàâëå✲
íèÿ ãèáêèìè ñòðóêòóðàìè✱ óïðàâëåíèÿ ïåðåíîñîì ýëåêòðîýíåðãèè è óïðàâëåíèÿ ôîðìîé ïëàçìû✱
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþò îñîáåííîñòè✱ à èìåííî✱ ÿâëåíèå ðàçðûâà✱ íåóñòîé÷èâîñòè è
ò✳ä✳
➶ òàêèõ ñèñòåìàõ çàäàííîìó óïðàâëåíèþ ìîæåò âîîáùå íå ñîîòâåòñòâîâàòü êàêîå✲ëèáî ñîñòî✲

ÿíèå✱ ëèáî òàêèõ ñîñòîÿíèé áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî✱ ëèáî ñîñòîÿíèå áóäåò åäèíñòâåííûì✱ íî íå
óñòîé÷èâûì✳ Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â òàêèõ ïðîöåññàõ ïðåäñòàâ✲
ëÿåò íàó÷íûé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ❬✹✱ ✺❪✳
➮ñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííîãî✱ â ïðåäñòàâëåííîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíî✲

ãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåóñòîé÷èâîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåëîêàëüíûì
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì✱ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ïàðû è âûâîäèòñÿ íåîá✲
õîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà✳
Ðàññìîòðèì â îòêðûòîì ìíîæåñòâå Q = Ω × (0, T ),Ω ⊂ Rn, n = 2 èëè 3✱ ïàðû (ϑ, u) , ãäå ϑ−

óïðàâëåíèå✱ u− ñîñòîÿíèå✱ óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

∂2u

∂t2
−∆u− u3 = ϑ(x, t), (x, t) ∈ Q = Ω × (0, T ), ✭✶✮

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), x ∈ Ω , ✭✷✮

è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

∂u

∂ν

∣

∣

∣

∣

S

=

∫

Ω

K(x, y)u(y, t)dy, (x, t) ∈ S, ✭✸✮

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



➬➚➘➚×➚ ❰ÏÒ➮❒➚❐Ü❮❰➹❰ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮ß ➘❐ß ➹➮Ï➴Ð➪❰❐➮×➴Ñ✃❰➹❰ ÓÐ➚➶❮➴❮➮ß ✶✶✸

ãäå S = ∂Ω × (0, T ) ✕ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü Q✱ ∂Ω ✕ ðåãóëÿðíàÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω ✱ u0 ∈

W 1

2
(Ω), u1 ∈ L2(Ω)✱ K(x, y) ∈ L∞(Ω × Ω) ✕çàäàííûå ôóíêöèè✱ ∂K(x, y)

∂x
∈ L2 (Ω× Ω) , K (x, y) =

K(y, x)✱ ïðè÷åì ν ✕âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå S✳
❰ïðåäåëåíèå✳ Ïàðó (ϑ, u) íàçîâåì äîïóñòèìîé✱ åñëè

ϑ ∈ V ⊂ L2(Q), ✭✹✮

ãäå V− çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî✱ V 6= ∅ è u ∈ L6(Q) óäîâëåòâîðÿþò ✭✶✮✲✭✸✮✳
Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð íå ïóñòî✱ ò✳å✳ {ϑ, u} 6= ∅✳
❰ïðåäåëÿåì ôóíêöèîíàë

I(ϑ, u) =
1

6
‖u− ud‖

6

L6(Q)
+
N

2
‖ϑ‖2

L2(Q)
, ✭✺✮

ãäå ud ∈ L6(Q) ✕ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ✱ N > 0 ✕çàäàííîå ÷èñëî è ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó îïòèìàëü✲
íîãî óïðàâëåíèÿ infI (ϑ, u)✱ ãäå (ϑ, u) ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð✳

Òåîðåìà ✶✳ Ñóùåñòâóþò îïòèìàëüíûå ïàðû (ϑ0, u0) , ò✳å✳

I(ϑ0, u0) = infI (ϑ, u),

ãäå ïàðû (ϑ, u) äîïóñòèìû✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ Ïóñòü (ϑk, uk) ✕ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü✱ ò✳å✳

lim
k→∞

I(ϑk, uk) = infI (ϑ, u), ✭✻✮

ãäå (ϑ, u)− äîïóñòèìûå ïàðû✳ ➮ç îïðåäåëåíèÿ I(ϑ, u) ñëåäóåò✱ ÷òî

‖ϑk‖L2(Q)
+ ‖uk‖L6(Q)

6 c.

❮î òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∂2uk

∂t2
−∆uk = ϑk + u3k ⊂ L2(Q)

îãðàíè÷åíà â L2(Q)✱ ïîýòîìó èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ❬✶❪ ñëåäóåò✱ ÷òî

‖uk‖L∞(0,T,W 1

2
(Ω))

+

∥

∥

∥

∥

∂uk

∂t

∥

∥

∥

∥

L∞(0,T,L2(Ω))

6 c. ✭✼✮

➮ç ✭✼✮ âûòåêàåò✱ ÷òî

‖uk‖L∞(0,T,L6(Ω))
6 c

è

{uk} ⊂ K ⊂ Lλ(Q)

äëÿ λ < 6 ïðè n = 3 è äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî λ ïðè n = 2 ✭K ✕ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå ìíîæå✲
ñòâî✮✳ ➬íà÷èò✱ ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü✱ ñíîâà îáîçíà÷èâ åãî êàê {ϑk, uk}✱
÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî✿
ϑk → ϑ0 â L2(Q) ñëàáî✱
uk → u0 â L∞(0, T,W 1

2
(Ω)) ∗ñëàáî✱

∂uk

∂t
→ ∂u0

∂t
â L∞(0, T, L2(Ω)) ∗ñëàáî✱

uk → u0 â Lλ(Q) ñèëüíî è ï✳â✳ â Q(λ < 6)✳
Òîãäà✱ ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó✱ ïîëó÷èì✱ ÷òî (ϑ0, u0) ✕äîïóñòèìàÿ ïàðà è

lim
k→∞

I(ϑk, uk) > I(ϑ0, u0).

❰òñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ ✭✻✮ ñëåäóåò✱ ÷òî (ϑ0, u0) ✕îïòèìàëüíàÿ ïàðà✳ Òåîðåìà ✶ äîêàçàíà✳ �



✶✶✹ ❒✳ ➘➷✳ ❒➚Ð➘➚❮❰➶✱ ➹✳ Ô✳ ➹Ó❐➮➴➶✱ Õ✳ Ò✳ Ò➚➹➮➴➶

Òåîðåìà ✷✳ Ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ íà äàííûå çàäà÷è ✭✶✮✲✭✸✮✱✭✹✮✱✭✺✮ äëÿ îïòèìàëüíîñòè

ïàðû (ϑ0, u0) íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè ψ(x, t)✱ ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøå✲

íèÿ✿

∂2u0

∂t2
−∆u0 − u30 = ϑ0 â Q,

∂2ψ

∂t2
−∆ψ − 3u20ψ −

∫

∂Ω

K(ξ, x)ψ(ξ, t)dξ = (u0 − ud)
5

â Q,

u0(x, 0) = u0(x),
∂u0(x, 0)

∂t
= u1(x), x ∈ Ω , ψ(x, T ) = 0,

∂ψ(x, T )

∂t
= 0, x ∈ Ω ,

∂u0

∂ν

∣

∣

∣

∣

S

=

∫

Ω

K(x, y)u0(y, t)dy, (x, t) ∈ S,
∂ψ

∂ν

∣

∣

∣

∣

S

= 0, (x, t) ∈ S,

ïðè÷åì u ∈ L∞(0, T ;W 1

2
(Ω))✱ ∂u

∂t
∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✱ ψ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))✱ ∂ψ

∂t
∈

L∞

(

0, T ;
(

W 1

2
(Ω)

)∗)

è
∫

Q

(ψ +Nϑ0)(ϑ− ϑ0)dxdt > 0, ∀ϑ ∈ V .

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➘ëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ✷✱ ñëåäóÿ ❬✷❪✱ ââåäåì àäàïòèðîâàííûé ôóíêöèîíàë
ê ïàðå (ϑ0, u0)✿

Iaε (ϑ, u) =
1

6
‖u− ud‖

6

L6(Q)
+
N

2
‖ϑ‖2

L2(Q)
+

1

2ε

∥

∥

∥

∥

∂2u

∂t2
−∆u− u3 − ϑ

∥

∥

∥

∥

2

L2(Q)

+

+
1

2
‖u− u0‖

2

L2(Q)
+

1

2
‖ϑ− ϑ0‖

2

L2(Q)
✭✽✮

äëÿ

ϑ ∈ V, u ∈ L6(Q),
∂2u

∂t2
−∆u ∈ L2(Q),

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= u1(x), ✭✾✮

∂u

∂ν

∣

∣

S
=

∫

Ω
K(x, y)u(y, t)dy✱ (x, t) ∈ S, ε > 0−ïàðàìåòð øòðàôà✳

✃àê â òåîðåìå ✶✱ ìîæíî äîêàçàòü✱ ÷òî â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ✭✽✮ ïðè îãðàíè÷å✲
íèÿõ ✭✾✮ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíàÿ ïàðà (ϑε, uε)✳

➘àëåå âûâîäèòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè✳ ➬àïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òîãî✱
÷òî (ϑε, uε) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è

Iaε (ϑε, uε) = infIaε (ϑ, u) :

d

dλ
Iaε (ϑε, uε + λζ)

∣

∣

∣

∣

λ=0

= 0, ✭✶✵✮

∀ζ ∈ C2(Q̂), ζ(x, 0) = 0,
∂ζ(x, 0)

∂t
= 0,

∂ζ

∂ν

∣

∣

∣

∣

S

=

∫

Ω

K(x, y)ζ(y, t)dy, (x, t) ∈ S,

d

dλ
Iaε (ϑε + λ(ϑ− ϑε), uε)

∣

∣

∣

∣

λ=0

> 0, ∀ϑ ∈ V, ϑε ∈ V, ✭✶✶✮

ãäå ïðîèçâîäíûå â ôîðìóëàõ ✭✶✵✮✱ ✭✶✶✮ ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ➹àòî✳ ➴ñëè âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ
èç ✭✶✵✮ è ïðèðàâíÿòü íóëþ✱ èìååì

−

∫

Q

ψε(
∂2ζ

∂t2
−∆ζ − 3u2εζ)dxdt+

∫

Q

(uε − ud)
5
ζdxdt++

∫

Q

(uε − u0)ζdxdt = 0,

∀ζ ∈ C2(Q̂), ζ(x, 0) = 0,
∂ζ(x, 0)

∂t
= 0,
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∂ζ

∂ν

∣

∣

∣

∣

S

=

∫

Ω

K(x, y)ζ(y, t)dy, (x, t) ∈ S,

ãäå

ψε(x, t) = −
1

ε

(

∂2uε

∂t2
−∆uε − u3ε − ϑε

)

.

Òîãäà ψε(x, t) áóäåò ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è

∂2ψε

∂t2
−∆ψε − 3u2εψε −

∫

∂Ω

K(ξ, x)ψε(ξ, t)dξ = (uε − ud)
5 + (uε − u0), (x, t) ∈ Q,

ψε(x, T ) = 0,
∂ψε(x, T )

∂t
= 0, x ∈ Ω ,

∂ψε

∂ν

∣

∣

∣

∣

S

= 0, (x, t) ∈ S.

➚ óñëîâèå ✭✶✶✮ äàåò
∫

Q

(ψε +Nϑε)(ϑ− ϑε)dxdt+

∫

Q

(ϑε − ϑ0) (ϑ− ϑε) dxdt > 0, ∀ϑ ∈ V . ✭✶✷✮

➘àëåå äîêàçûâàåòñÿ✱ ÷òî ïðè ε → 0, uε → u0 ñèëüíî â L6(Q) è ϑε → ϑ0 ñèëüíî â L2(Q)✱ à
ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, t) ôóíêöèè ψε(x, t) áóäåò ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è✿

∂2ψ

∂t2
−∆ψ − 3u20ψ −

∫

∂Ω

K(ξ, x)ψ(ξ, t)dξ = (u0 − ud)
5
,

ψ(x, T ) = 0,
∂ψ(x, T )

∂t
= 0, x ∈ Ω ,

∂ψ

∂ν

∣

∣

∣

∣

S

= 0, (x, t) ∈ S,

è èç óñëîâèÿ ✭✶✷✮ ïîëó÷àåì
∫

Q

(ψ +Nϑ0)(ϑ− ϑ0)dxdt > 0∀ϑ ∈ V .

Òåîðåìà ✷ äîêàçàíà✳ �
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Òàãèåâ Õèêìåò Òàõèð îãëû
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✶✻✕✶✶✼

Ó➘✃ ✺✶✾✳✷✶✿ ✺✶✼✳✾✼✼
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîòî✲

ðîé çàäàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì îáûêíîâåííûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì✱ îïèñûâàþùèì âëèÿíèå ñëó✲

÷àéíûõ✱ íåêîíòðîëèðóåìûõ ïîìåõ✳ Öåëåâîé ôóíêöèîíàë✱ îïðåäåëÿþùèé êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ✱

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèîíàë òèïà ❒àéåðà✳ Ó÷èòûâàÿ ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷è è áëà✲

ãîäàðÿ ìîäèôèöèðîâàííîìó âàðèàíòó ìåòîäà ïðèðàùåíèé ôóíêöèîíàëà óñòàíîâëåíî íåîáõîäè✲

ìîå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà â ôîðìå äèñêðåòíîãî ëèíåàðèçîâàííîãî ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è èññëåäîâàíû êâàçèîñîáûå óïðàâëåíèÿ íà îïòèìàëüíîñòü✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ñòîõàñòè÷åñêèå äèñêðåòíûå ñèñòåìû ✶✱ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ✷✱ óñëîâèå

îïòèìàëüíîñòè ✸✱ ëèíåàðèçîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà ✹✱ êâàçèîñîáîå óïðàâëåíèå ✺✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✾❆✺✵✱ ✹✾❑✵✺

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó✱ çàäàâàåìóþ ñòîõàñòè÷åñêèì ðàçíîñòíûì
óðàâíåíèåì ❬✶✱✷✱ ✺✱ ✻❪

x(t+ 1) = f(t, x(t), u(t), ξ(t)), t ∈ T = {t0, t0 + 1, . . . , t1 − 1}, ✭✶✮

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0) = x0. ✭✷✮

➬äåñü x(t) ∈ Rn ✕ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû✱ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T çàäàíà✱ ïðè÷åì
t1−t0 ✕ íàòóðàëüíîå ÷èñëî✱x0 ✕ ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ✱ f(t, x, u, ξ)
✕ çàäàííàÿ n− ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ✱ íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñò✲
íûìè ïðîèçâîäíûìè ïî (x, u) äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî✱ ξ(t) ∈ Rm, t ∈ T ✕ ñëó÷àéíûé
âåêòîð ñ èçâåñòíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ✱ îïèñûâàþùèé ñëó÷àéíûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà
îáúåêò óïðàâëåíèÿ✱ u(t) ✕ r✲ìåðíûé äèñêðåòíûé âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ñî çíà÷åíèÿìè
èç çàäàííîãî íåïóñòîãî✱ îãðàíè÷åííîãî è âûïóêëîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rr✱ ò✳ å✳

u(t) ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T. ✭✸✮

❮à ðåøåíèÿõ ñèñòåìû ✭✶✮✕✭✷✮✱ ïîðîæäåííûõ âñåâîçìîæíûìè äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè✱
îïðåäåëèì òåðìèíàëüíûé ôóíêöèîíàë

J(u) = Eϕ(x(t1)). ✭✹✮

➬äåñü ϕ(x) ∈ R1 ✕ çàäàííàÿ✱ äâàæäû íåïðåðûâíî✲äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ✱ à E ✕ îïåðàòîð
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ✳

➬àäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ôóíêöèé ñîñòîÿíèÿ x(t) è óïðàâ✲
ëåíèÿ u(t) èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé äëÿ äèñêðåòíûìè âðåìåíè T ✱ êîòîðûå ìèíèìè✲
çèðóþò ôóíêöèîíàë ✭✹✮ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ✭✶✮✕✭✸✮✳

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå àíàëîãà äèñêðåòíîãî ëèíåàðèçîâàííîãî ïðèíöèïà ìàêñè✲
ìóìà Ïîíòðÿãèíà è íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ êâà✲
çèîñîáûõ óïðàâëåíèé ❬✸✱ ✹❪ â èçó÷àåìîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèñêðåòíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâ✲
ëåíèÿ ✭✶✮✕✭✹✮✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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➮íñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ❒èíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ ➚çåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè ✭➮ÑÓ ❒❮❰➚Ð✮
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✶✽✕✶✷✶

Ó➘✃ ✺✶✾✳✽✸✸✳✷✱ ✺✶✾✳✽✺✸✳✹

Ï❰➮Ñ✃ Ð➚➶❮❰➶➴Ñ➮ß Ï❰ ❮ÝØÓ

➶ ❮➴➶❰➹❮ÓÒ❰➱ ✃➶➚➘Ð➚Ò➮×❮❰➱ ➮➹Ð➴

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➮✳ ❒✳ ❒➮❮➚Ð×➴❮✃❰

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîîïåðàòèâíàÿ èãðà â íîðìàëüíîé ôîðìå ñ êâàäðàòè÷íûìè
ôóíêöèÿìè âûèãðûøà è ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé✱ çàäàííûìè âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè✳ ✃âà✲
çèâîãíóòîñòü ôóíêöèé âûèãðûøà ïî ñîáñòâåííûì ïåðåìåííûì èãðîêîâ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ â ñèëó
÷åãî íå ãàðàíòèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ ïî ❮ýøó✳ Ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè ❮èêàéäî ✕ ➮ñ✲
îäû çàäà÷à íà ïîèñê ðàâíîâåñèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè íåÿâíî çàäàííîé íåâûïóêëîé
ôóíêöèè✳ Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà✱ îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìà✲
öèè öåëåâîé ôóíêöèè îïîðíûìè ìèíîðàíòàìè✳ Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷êà
ðàâíîâåñèÿ✱ ëèáî çàêëþ÷åíèå✱ ÷òî èãðà íå èìååò òàêîâûõ✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷
íåâûïóêëîé êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè✱ âîçíèêàþùèõ ïðè ïîèñêå ðàâíîâåñèÿ✱ èññëåäóåòñÿ ìåòîä
òèïà âåòâåé è ãðàíèö✱ ó÷èòûâàþùèé ñïåöèôèêó ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ðàâíîâåñèå ïî ❮ýøó✱ íåâîãíóòàÿ èãðà✱ ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ✱ îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✵❈✸✸✱ ✾✵❈✷✻

✶✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîîïåðàòèâíàÿ èãðà n ëèö â íîðìàëüíîé ôîðìå✳
Ïóñòü N = {1, 2, . . . , n} ✕ ìíîæåñòâî èãðîêîâ✱ Xi ⊂ R

mi ✕ ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé i✲ãî èãðîêà✱ m =
m1+m2+ · · ·+mn ✕ îáùåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ✱ X = X1×X2×· · ·×Xn ⊂ R

m ✕ ìíîæåñòâî ñèòóàöèé
èãðû✱ fi : X → R ✕ ôóíêöèÿ âûèãðûøà i✲ãî èãðîêà✳ R îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë✳ ➘ëÿ ëþáîãî i ∈ N áóäåì ïðåäïîëàãàòü✱ ÷òî Xi ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì âèäà

Xi = {xi ∈ R
mi : Aixi 6 bi}, ✭✶✮

ãäå Ai ∈ R
ri×mi ✱ bi ∈ R

ri ✱ i ∈ N ✳ Ôóíêöèè âûèãðûøà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

fi(x) = x⊤i

(

1

2
Bixi + di

)

+
∑

j∈N\{i}

x⊤i Cijxj , i ∈ N, ✭✷✮

ãäå Bi ∈ R
mi×mi ✕ ñèììåòðè÷íûå è✱ âîîáùå ãîâîðÿ✱ çíàêîíåîïðåäåë➻ííûå ìàòðèöû✱ Cij ∈ R

mi×mj ✱
di ∈ R

mi ✳
❰áîçíà÷èì (yi, x−i) = (x1, x2, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn)✳ ➬àäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðàâ✲

íîâåñèÿ ïî ❮ýøó✱ òî åñòü òàêîé ñèòóàöèè x∗ ∈ X✱ äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

fi(x
∗
i , x

∗
−i) > fi(xi, x

∗
−i), xi ∈ Xi, i ∈ N.

Ïîñêîëüêó êâàçèâîãíóòîñòü ôóíêöèé fi(·, x−i)✱ i ∈ N ✱ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x−i íå ïðåäïîëàãàåò✲
ñÿ✱ ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ íå ãàðàíòèðóåòñÿ ❬✸❪ ✭ñì✳ ïðèìåð â ❬✻❪✮✳ ➬àäà÷è èãðîêîâ✱ çàêëþ÷à✲
þùèåñÿ â ìàêñèìèçàöèè ñîáñòâåííîãî âûèãðûøà✱ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè íåâûïóêëîé êâàäðàòè÷íîé
îïòèìèçàöèè✱ è✱ òàêèì îáðàçîì✱ ïîñòàíîâêà íà ïîèñê ðàâíîâåñèÿ îòíîñèòñÿ ê ◆P✲òðóäíûì çàäà✲
÷àì✳

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ïî ïðîãðàììå ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
ÐÔ íà ✷✵✷✶✕✷✵✸✵ ãã✳ ✭ïðîåêò ➑ ❋❲❊❯✕✷✵✷✶✕✵✵✵✻ ❬➚➚➚➚✕➚✷✶✕✶✷✶✵✶✷✵✾✵✵✸✹✕✸❪✮✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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✷✳ Ñâåäåíèå ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè✳ ➶âåä➻ì ôóíêöèþ ϕ : X ×X → R âèäà ❬✼❪✿

ϕ(x, y) =
∑

i∈N

(fi(yi, x−i)− fi(xi, x−i)) ,

à òàêæå ôóíêöèþ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

F (x) = max
y∈X

ϕ(x, y).

Ôóíêöèþ ϕ íàçûâàþò ôóíêöèåé ❮èêàéäî✕➮ñîäû✳ ❮åòðóäíî óáåäèòüñÿ✱ ÷òî F (x) > 0 äëÿ ëþáûõ
x ∈ X✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû ñèòóàöèÿ x∗ ∈ X ÿâëÿëàñü ðàâíîâåñèåì ïî ❮ýøó â ðàññìàòðèâàåìîé
èãðå✱ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî✱ ÷òîáû F (x∗) = 0 ❬✼❪✳ ❰òñþäà ñëåäóåò✱ ÷òî ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé
ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà F (x) > 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ X✳ Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè F ✱ ðàññìîòðèì çàäà÷ó

F (x) → min, x ∈ X. ✭✸✮

➴ñëè ìíîæåñòâî ðàâíîâåñèé íåïóñòî✱ òî îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé çàäà÷è ✭✸✮ ❬✺❪✳

➶âåä➻ì ñëåäóþùèå âåêòîðû è ìàòðèöû✿ d =
(

d1 d2 . . . dn
)⊤
✱ b =

(

b1 b2 . . . bn
)⊤
✱

C =











0 C12 . . . C1n

C21 0 . . . C2n

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

Cn1 Cn2 . . . 0











, B =











B1 0 . . . 0
0 B2 . . . 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 0 . . . Bn











, A =











A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
0 0 . . . An











.

➬àìåòèì✱ C ∈ R
m×m✱ B ∈ R

m×m✱ A ∈ R
r×m✱ d ∈ R

m✱ b ∈ R
r✱ ãäå r = r1+r2+ · · ·+rn✳ Ñ ó÷➻òîì ✭✶✮✱

✭✷✮ ôóíêöèÿ F ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå✿

F (x) = max
y∈X

[

1

2
y⊤By + y⊤(Cx+ d)

]

− x⊤
(

1

2
B + C

)

x− x⊤d,

ãäå X = {x ∈ R
m : Ax 6 b}✳

Ðåøåíèå çàäà÷è ✭✸✮ ñîïðÿæåíî ñ äâóìÿ òðóäíîñòÿìè✳ ➶î✲ïåðâûõ✱ ôóíêöèÿ F çàäàíà íåÿâíî✳
➶û÷èñëåíèå å➻ çíà÷åíèÿ â îäíîé òî÷êå òðåáóåò ðåøåíèÿ íåâûïóêëîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîé îïòè✲
ìèçàöèè✳ ➶î✲âòîðûõ✱ ôóíêöèÿ F ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëîé è ìíîãîýêñòðåìàëüíîé✳ Ó íå➻
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ëîêàëüíûå ìèíèìóìû✱ íå ÿâëÿþùèåñÿ ðàâíîâåñèÿìè✳

✸✳ ❒åòîä ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✸✮ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ãëîáàëüíîãî ïî✲
èñêà✱ îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè öåëåâîé ôóíêöèè F îïîðíûìè ôóíêöèÿìè✳ Ïîñêîëüêó äàí✲
íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãëîáàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ✭✸✮✱ òî ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ìåòîäà
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàâíîâåñíàÿ òî÷êà✱ ëèáî çàêëþ÷åíèå î òîì✱ ÷òî èãðà íå èìååò òàêîâûõ✳
❰áîçíà÷èì✿

ρ(x, y) =
∑

i∈N

fi(yi, x−i) =
1

2
y⊤By + y⊤(Cx+ d). ✭✹✮

➮äåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òîáû íà êàæäîé èòåðàöèè k â òåêóùåé òî÷êå xk ñòðîèòü â

êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè îïîðíóþ ê F ìèíîðàíòó ˜Fk : X → R âèäà ❬✺❪✿

˜Fk(x) = max
06j6k

{ρ(x, yj)} − x⊤
(

1

2
B + C

)

x− x⊤d,

ãäå yj ✱ j = 0, 1, . . . , k✱ ✕ ðåøåíèå çàäà÷è

ρ(xj , y) → max, y ∈ X. ✭✺✮

❰÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå xk+1 âûáèðàåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

˜Fk(x) → min, x ∈ X. ✭✻✮

Ïîñêîëüêó ρ ëèíåéíà ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé✱ ôóíêöèÿ v(x) = max{ρ(x, y) | y ∈ X} âûïóêëà✳
Ñëåäîâàòåëüíî✱ ρ(x, yj) 6 v(x) è ρ(xj , yj) = v(xj) äëÿ ëþáûõ x ∈ X✱ j = 0, 1, . . . ✳ Òàêèì îáðàçîì✱



✶✷✵ ➮✳ ❒✳ ❒➮❮➚Ð×➴❮✃❰

˜Fk(x) 6 F (x) è ˜Fk(x
k) = F (xk) äëÿ âñåõ x ∈ X✱ k = 0, 1, . . . ✳ ➬àäà÷ó ✭✻✮ óäîáíåå ïåðåïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå✿

θ(α, x) = α− x⊤
(

1

2
B + C

)

x− x⊤d → min
(α,x)

, x ∈ X, ✭✼✮

α > ρ(x, yj), 0 6 j 6 k. ✭✽✮

❒åòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✸✮ ñëåäóþùèé✿

✶✮ âûáðàòü x0 ∈ X✱ ε1 > 0✱ ε2 > 0✱ ε3 > 0✱ ïîëîæèòü F 0∗ := +∞✱ k := 0❀
✷✮ îïðåäåëèòü yk êàê ðåøåíèå çàäà÷è ✭✺✮ ïðè j = k❀
✸✮ åñëè ϕ(xk, yk) < F k∗✱ òî F k∗ := ϕ(xk, yk)✱ xk∗ := xk❀
✹✮ åñëè F k∗ 6 ε1✱ òî ÑÒ❰Ï✿ xk∗ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì❀
✺✮ îïðåäåëèòü (α̃k, x̃

k) êàê ðåøåíèå çàäà÷è ✭✼✮✕✭✽✮❀
✻✮ åñëè θ(α̃k, x̃

k) > ε2✱ òî ÑÒ❰Ï✿ ðàâíîâåñèé íåò❀
✼✮ åñëè F k∗ − θ(α̃k, x̃

k) 6 ε3✱ òî ÑÒ❰Ï✿ ðàâíîâåñèé íåò❀

✽✮ ïîëîæèòü xk+1 := x̃k✱ F (k+1)∗ := F k∗✱ k := k + 1✱ ïåðåéòè íà øàã ✷✳

❮à øàãàõ ✷ è ✺ íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è ãëîáàëüíîé êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè✿ ✭✺✮ è ✭✼✮✕✭✽✮✳
➘ëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä òèïà âåòâåé è ãðàíèö ❬✹❪✱ ó÷èòûâàþùèé êâàäðàòè÷✲
íûé âèä ôóíêöèé âûèãðûøà✱ à òàêæå âèä ìíîæåñòâ ñòðàòåãèé èãðîêîâ✳

✹✳ Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè✳ Ïóñòü ðàññìàòðèâà✲
åòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà îãðàíè÷åííîì ìíîæå✲
ñòâå✱ çàäàííîì ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè✿

q(x) = x⊤Qx+ x⊤c → min, x ∈ X = {x ∈ R
m : Ax 6 b}. ✭✾✮

➮çâåñòíî✱ ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìî✲
æåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñåïàðàáåëüíîìó âèäó ❬✷❪✳ Ïóñòü çàäà÷à ✭✾✮ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ñåïàðàáåëü✲
íîìó âèäó ïðèíèìàåò âèä

q̄(z) → min, z ∈ X̄. ✭✶✵✮

➹ëîáàëüíûé îïòèìóì ñåïàðàáåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ïàðàëëåëåïèïåäå ìîæåò áûòü
ëåãêî âû÷èñëåí✱ ïîñêîëüêó òàêàÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà m çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè
îäíîé ïåðåìåííîé✳
Ñõåìà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö òðåáóåò âû÷èñëåíèå îöåíîê ñíèçó è ñâåðõó äëÿ ãëîáàëüíîãî

îïòèìóìà✳ ➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è ✭✶✵✮ áóäåì ìèíèìèçèðî✲
âàòü ôóíêöèþ q̄ íà îïèñàííîì âîêðóã X̄ ïàðàëëåëåïèïåäå ìèíèìàëüíîãî îáú➻ìà✳ ➘ëÿ ïîñòðîåíèÿ
òàêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà òðåáóåòñÿ ðåøèòü 2m çàäà÷ ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè✳
➘ëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ñâåðõó áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ q̄ íà âïèñàííîì â X̄ ïàðàëëå✲

ëåïèïåäå ìàêñèìàëüíîãî îáú➻ìà✳ ➘ëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà òðåáóåòñÿ ðåøèòü çà✲
äà÷ó âûïóêëîé îïòèìèçàöèè✳ Ðàçáèåíèþ ïîäëåæèò ÷àñòü ìíîæåñòâà X̄✱ íå ïîêðûòàÿ âïèñàííûì
â íåãî ïàðàëëåëåïèïåäîì✳ ❰öåíêà ñâåðõó ìîæåò áûòü óëó÷øåíà ïóò➻ì çàïóñêà ìåòîäà ëîêàëüíîãî
ïîèñêà èç ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé✳
➘ëÿ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè✳

✶✮ ➶ çàäà÷å ✭✺✮ ïðè ðàçëè÷íûõ j ìåíÿåòñÿ òîëüêî âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè öåëå✲
âîé ôóíêöèè✳ ➶ ❬✷❪ ïîêàçàíî✱ ÷òî â ñåïàðàáåëüíîé ôîðìå ëèíåéíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè q̄ ðàâíà
íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà rank(Q, c) = rank(Q)✳ Òàêèì îáðàçîì✱ äëÿ òåõ j✱ äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå

rank(B,Cxj + d) = rank(B),

ðåøåíèå yj çàäà÷è ✭✺✮ íå ìåíÿåòñÿ✳
✷✮ Ñ ó÷➻òîì ✭✹✮ çàäà÷à ✭✺✮ ðàñïàäàåòñÿ íà n çàäà÷ ðàçìåðíîñòåém1,m2, . . . ,mn✳ ➘àííûå çàäà÷è

èìåþò ìåíüøóþ ðàçìåðíîñòü✱ ÷åì èñõîäíàÿ✱ è ìîãóò áûòü ðåøåíû ïàðàëëåëüíî✳
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✸✮ ❮åòðóäíî âèäåòü✱ ÷òî ˜Fk(x) 6 ˜Fk+1(x)✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ✭✼✮✕✭✽✮ â êà÷å✲
ñòâå îöåíêè ñíèçó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè θ ñ
ïðåäûäóùåé èòåðàöèè✳

Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ ðàíåå ðàññìàòðèâàëñÿ àâòîðîì
â ❬✶✱✻❪✱ îäíàêî ìåòîäû ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè ✭✺✮ è ✭✼✮✕✭✽✮
äëÿ ìàòðèöû B îáùåãî âèäà íå èññëåäîâàëèñü✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ
ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàí äëÿ îòûñêàíèÿ âñåõ ðàâíîâåñíûõ òî÷åê â èãðå✳
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé✱ îðèåíòèðîâàííûõ íà ðåøå✲

íèå ïðîáëåì ìîäåëèðîâàíèÿ✱ àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ñëîæíîé ýëåêòðîôèçè÷åñêîé àïïàðàòóðû✱ â

÷àñòíîñòè óñêîðèòåëåé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö✳ Ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì ïîñòðîåíèå íîâûõ ìàòå✲

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé✱ ïîçâîëÿþùèõ ïðîâîäèòü ñîâìåñòíóþ îïòèìèçàöèþ ïðîãðàììíîãî è àíñàì✲

áëÿ âîçìóùåííûõ äâèæåíèé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü✱ ïðîãðàììíîå äâèæåíèå✱ ïó÷îê òðàåêòîðèé✱ âîçìó✲

ùåííîå äâèæåíèå✱ îïòèìèçàöèÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾❑✾✾

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➶ äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè ïðîãðàììíîãî è
ïó÷êà✭àíñàìáëÿ✮ âîçìóùåííûõ äâèæåíèé ❬✶✱✷❪✳ Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò✱ íàïðèìåð✱ ïðè èññëåäî✲
âàíèè ïðîáëåì ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ✳ ➬àìåòèì òàêæå✱ ÷òî îò âûáîðà ïðîãðàìì✲
íîãî äâèæåíèÿ çàâèñÿò ðàçíîîáðàçíûå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìèêè âîçìóùåííûõ äâèæåíèé✳ Òàê
ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè ïó÷êà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â óñêîðèòåëÿõ îêàçàëîñü✱ ÷òî íàèáîëåå
ýôôåêòèâíî ïðîâîäèòü îïòèìèçàöèþ äèíàìèêè ïó÷êà ÷àñòèö ïðè ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè ïðî✲
ãðàììíîãî ✭äâèæåíèÿ ñèíõðîííîé ÷àñòèöû✮ è àíñàìáëÿ âîçìóùåííûõ äâèæåíèé ❬✹✱ ✺❪✳ ➘ëÿ ðàñ✲
ñìàòðèâàåìîé â ðàáîòå çàäà÷è ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è äîêàçûâàåòñÿ✱
÷òî ôóíêöèÿ✱ äîñòèãàþùàÿ ïðè îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè ìàêñèìóìà✱ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé✳

✷✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó✱ îïèñûâàåìóþ ñè✲
ñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà✿

dx

dt
= f(x, u), ✭✶✮

dy

dt
= F (x, y, u) ✭✷✮

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0) = x0, ✭✸✮

y(0) = y0 ∈ M0. ✭✹✮

➬äåñü t ∈ T0 = [0, T ] ✕ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ✱ T ✕ ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî✱ x ∈ Rn è y ∈ Rm

âåêòîðû ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ✱ u ∈ Rr ✕ âåêòîð✲ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ✱ M0 ✕ êîìïàêòíîå ìíîæå✲
ñòâî íåíóëåâîé ìåðû✳ ➶åêòîð✲ôóíêöèè f(x, u) è F (x, y, u) ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè✳
Ñ÷èòàåì✱ ÷òî äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ u = u(t)✱ t ∈ T0✱ ñîñòàâëÿþò íåêîòîðûé êëàññ D êóñî÷íî✲
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé✱ ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà U ✳ Ïðåäïîëàãàåì✱ ÷òî
ñèñòåìà ✭✶✮✱✭✷✮ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè ïðè ôèêñèðîâàííîì x0 è ïðîèçâîëüíîì
y0 ∈ M0 íà âñåì èíòåðâàëå T0 ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ u ∈ D✳

Ïîä ïðîãðàììíûì ✭ðàñ÷åòíûì✱ âûäåëåííûì✮ äâèæåíèåì áóäåì ïîíèìàòü â äàëüíåéøåì ðåøå✲
íèå ïîäñèñòåìû ✭✶✮ ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè ✭✸✮✳ Ðåøåíèÿ ïîäñèñòåìû ✭✷✮ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
✭✹✮ ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðîãðàììíîì äâèæåíèè áóäåì íàçûâàòü âîçìóùåííûìè äâèæåíèÿìè✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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➶âåäåì ôóíêöèîíàë

I(u) = I1(u) + I2(u), ✭✺✮

ãäå

I1(u) = g1(x(T )), ✭✻✮

I2(u) =

∫

MT,u

g2(yT )dyT . ✭✼✮

➬äåñü ìíîæåñòâî MT,u = {yT |yT = y(T, x0, y0, u), y0 ∈ M0, x(0) = x0} åñòü ñå÷åíèå â ìîìåíò T

ïó÷êà òðàåêòîðèé ïîäñèñòåìû ✭✷✮✱ èñõîäÿùèõ èç ìíîæåñòâà M0 ïðè óïðàâëåíèè u(t) è ñîîòâåò✲
ñòâóþùåì ïðîãðàììíîì äâèæåíèè x(t)✳ Ôóíêöèè g1✱ g2 ✕ íåîòðèöàòåëüíûå íåïðåðûâíî äèôôå✲
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ✳ ➬àäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ✭✺✮ áóäåì íàçûâàòü
çàäà÷åé ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ è äèíàìèêè âîçìóùåííûõ äâèæåíèé✳

✸✳ ➬àêëþ÷åíèå✳ ➶ äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ àâòîíîìíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà✳
➘ëÿ èññëåäóåìîãî ôóíêöèîíàëà ✭✺✮ ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî ôóíêöèÿ✱ äîñòèãàþùàÿ ìàêñèìóìà✱ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé
ôóíêöèåé✳ ➚íàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî ïðè óïðàâëåíèè îòäåëüíîé òðàåêòîðèåé ❬✸❪✳ Ñôîð✲
ìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà àíàëîãè÷íà ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà✱ è åå ìîæíî ïîíèìàòü êàê
ðàñïðîñòðàíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íà äàííóþ çàäà÷ó✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ❰âñÿííèêîâ ➚✳ ➘✳ Óïðàâëåíèå ïó÷êîì çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ó÷åòîì èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ✴✴ ➶åñòíèê
Ñàíêò✲Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà✳ Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà✳ ➮íôîðìàòèêà✳ Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ✳
✷✵✵✾✳ ➑ ✷✳ Ñ✳ ✽✷✕✾✷✳

✷✳ ❰âñÿííèêîâ ➚✳ ➘✳ ❰á îäíîì êëàññå çàäà÷ îïòèìèçàöèè â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå ✴✴ ➘îêëàäû ➚êàäå✲
ìèè íàóê✳ ✷✵✶✸✳ ✹✺✸✱ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✸✽✸✳

✸✳ Ïîíòðÿãèí ❐✳ Ñ✳✱ ➪îëòÿíñêèé ➶✳ ➹✳✱ ➹àìêðåëèäçå Ð✳ ➶✳✱ ❒èùåíêî ➴✳ Ô✳ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îï✲
òèìàëüíûõ ïðîöåññîâ✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✸✳ ✸✾✸ ñ✳

✹✳ Ovsyannikov A. D., Durkin A. P., Ovsyannikov D. A., Svistunov Yu. A. Acceleration of different ion types
in single rfq structure // Problems of atomic science and technology. 2016. 103, ➑ 3. P. 54–56.

✺✳ Ovsyannikov A. D., Ovsyannikov D. A. Altsybeyev V. V., Durkin A. P., Papkovich V. G. Application of
optimization techniques for RFQ design // Problems of atomic science and technology. 2014. 91, ➑ 3. P. 116–
119.

❰âñÿííèêîâ ➚ëåêñàíäð ➘ìèòðèåâè÷
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➚ííîòàöèÿ✳ ➮ññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ ïó÷êîì òðàåêòîðèé✳ Ïðåäëàãàå✲

ìûå â ðàáîòå ôóíêöèîíàëû ìîãóò ýôôåêòèâíî áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ óïðàâ✲

ëåíèÿ ïó÷êàìè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö✱ à òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðè îáðàáîòêå ðàç✲

ëè÷íûõ èçîáðàæåíèé✱ â ÷àñòíîñòè ìåäèöèíñêèõ äèàãíîñòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé✳ Ïðîáëåìà ïîñòðî✲

åíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à óïðàâëåíèÿ è îïòèìèçàöèè✱ ïðè÷åì✱ â îòëè÷èå îò

ïðåäûäóùèõ ðàáîò àâòîðîâ✱ ïðè îïòèìèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìàêðîïàðàìåòðû✱ õàðàêòåðèçóþùèå

èññëåäóåìûå îáúåêòû✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà è ëèíåéíûé ñëó÷àé✱

ïîëó÷åíû âàðèàöèè èññëåäóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ è äàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå✱ ïîëå ñêîðîñòåé✱ ïó÷îê òðàåêòîðèé✱ âàðèàöèÿ ôóíê✲

öèîíàëà✱ îïòèìèçàöèÿ✱ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé✳
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✶✳ ➶âåäåíèå✳ Ïîñòðîåíèþ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ïóáëèêàöèé ðàç✲
ëè÷íûõ àâòîðîâ✳ ➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ ïó÷✲
êîì òðàåêòîðèé ❬✶✱ ✺✱ ✻❪✳ Ïðè ýòîì èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ïåðåâîäà îäíîé òî÷êè â äðóãóþ ñ ó÷åòîì
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà✳ Òàêèå
çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè óïðàâëåíèè ïó÷êàìè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö✱ à òàêæå✱ íàïðèìåð✱ ïðè îáðà✲
áîòêå èçîáðàæåíèé✳ ❰ñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ôóíêöèîíàëû ìîãóò
ýôôåêòèâíî áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé✳ Ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ ïîëÿ
ñêîðîñòåé âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷✳ Ýòî ìîãóò áûòü è çàäà÷è ôèçè✲
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà✱ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì✱ çàäà÷è ýëåêòðîäèíàìèêè✱
ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì ìàãíèòíûõ ïîëåé✱ ðåàëèçóþùèõ çàäàííîå ïîëå ñêîðîñòåé ❬✷✱ ✶✷❪ è ò✳ä✳
➶ âîïðîñàõ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé✱ äàííàÿ ïðîáëåìà èçâåñòíà✱ êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòè✲
÷åñêîãî ïîòîêà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçîáðàæåíèé ❬✼❪✳ ❰áðàáîòêà è àíàëèç èçîáðàæåíèé✱ â òîì
÷èñëå ïîñòðîåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé✱ àêòóàëüíû â òàêèõ âàæíûõ îáëàñòÿõ✱ êàê ìåäèöèíñêàÿ äèà✲
ãíîñòèêà✱ ðîáîòîòåõíèêà✱ êîìïüþòåðíîå çðåíèå✱ âêëþ÷àþùåå ìåòîäû îòñëåæèâàíèÿ îáúåêòîâ è
àíàëèçà äâèæåíèÿ íà öèôðîâûõ èçîáðàæåíèÿõ✱ à òàêæå êîñìè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ✱ èññëåäîâà✲
íèÿ äâèæåíèÿ àðêòè÷åñêèõ ëüäîâ✱ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ è ò✳ä✳ ❬✸✱ ✽✱ ✶✶❪✳ ➶ ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ
àâòîðîâ ðàññìàòðèâàëàñü ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé✱ â ÷àñòíîñòè✱ äëÿ îáðàáîòêè ðàäè✲
îíóêëèäíûõ èçîáðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì îïòèìèçàöèîííîãî ïîäõîäà✱ íà îñíîâå êàê íåïðåðûâ✲
íûõ ❬✶✵❪✱ òàê è äèñêðåòíûõ ñèñòåì ❬✾❪✳ ➶ äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé òàêæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ✱ êàê çàäà÷à óïðàâëåíèÿ è îïòèìèçàöèè✱ îäíàêî ïðè îïòèìèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ
ìàêðîïàðàìåòðû✱ ÿâëÿþùèåñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ✳

✷✳ ➬àäà÷à ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ✳ Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x, u). ✭✶✮

➬äåñü t ✕ âðåìÿ✱ x ✕ n✲âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn✱ u = u(t) ✕ r✲ìåðíàÿ âåêòîð✲
ôóíêöèÿ íà [0, T ]✱ T ✕ ôèêñèðîâàíî✱ f = f(t, x, u) ✕ n✲ìåðíàÿ âåêòîð✲ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ âìåñòå

ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂fk

∂xi
✱ ∂2fk

∂xi∂xj
✱ i, j, k = 1, n ïî ïåðåìåííûì x, u è êóñî÷íî✲íåïðåðûâíàÿ

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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ïî t✳ Ñ÷èòàåì✱ ÷òî óïðàâëåíèÿ u = u(t) ñîñòàâëÿþò êëàññ D âåêòîðíûõ êóñî÷íî✲íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â U ✱ U ✕ êîìïàêò â Rr✳
Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✮ ïðè

x(0) = x0 ∈ M0. ✭✷✮

➬äåñü M0 ∈ Rn ✕ ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ ñèñòåìû ✭✶✮✳ Ñ÷èòàåì äàëåå✱ ÷òî M0 åñòü
êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íåíóëåâîé ìåðû ❐åáåãà✳ Ïðåäïîëàãàåì✱ ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè ñ óñëî✲
âèåì ✭✷✮ îïðåäåëåíî íà èíòåðâàëå [0, T ] ïðè ïðîèçâîëüíîì óïðàâëåíèè u ∈ D è ëþáîì x0 ∈ M0✳
❰áîçíà÷èì ÷åðåç

x(t) = xt = x(t, x0, u), t ∈ [0, T ]

ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✶✮ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ✭✷✮✳
❒íîæåñòâî ýòèõ ðåøåíèé íàçîâåì ïó÷êîì òðàåêòîðèé✱ èñõîäÿùèõ èç ìíîæåñòâà M0 ïðè çàäàí✲

íîì âåêòîðå óïðàâëåíèÿ u✳ ❰áîçíà÷èì ÷åðåç Mt,u ñå÷åíèå ïó÷êà òðàåêòîðèé â ìîìåíò âðåìåíè t

ïðè ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå u✱ ò✳å✳ ìíîæåñòâî

Mt,u = {x(t) = x(t, x0, u), x0 ∈ M0}.

➘àëåå áóäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü✱ ÷òî âåêòîð x çàäàåò êîîðäèíàòû íåêîòîðûõ ÷àñòèö
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå✳
➶åäåì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ρ(t, x)✳ Óðàâíåíèå✱ êîòîðîå îïðåäåëÿåò èç✲

ìåíåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âäîëü
òðàåêòîðèé ñèñòåìû ✭✶✮ èìååò âèä ❬✺✱✻❪✿

∂ρ(t, x)

∂t
+

∂ρ(t, x)

∂x
f(t, x, u) + ρ(t, x) divx f(t, x, u) = 0. (3)

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì✱ ÷òî ρ(0, x) = ρ0(x)✱ x ∈ M0✱ ρ0(x) ✕ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ✳
❰òìåòèì✱ ÷òî ôóíêöèÿ ρ = ρ(t, x) â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè èãðà✲

åò ðîëü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû èëè çàðÿäà✱ à ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé îíà ìîæåò
òàêæå èãðàòü ðîëü êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè èçîáðàæåíèÿ ✭ÿðêîñòè✮✱ çàâèñÿùåé îò ïðî✲
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè✱ â ñëó÷àå ðàäèîíóêëèäíûõ èçîáðàæåíèé✱ ïëîòíîñòè ðàñïðå✲
äåëåíèÿ ðàäèîôàðìïðåïàðàòà ✭ÐÔÏ✮ ❬✽✱ ✶✶❪✳ Óðàâíåíèå ✭✸✮ íàçûâàþò óðàâíåíèåì ❐èóâèëëÿ èëè
óðàâíåíèåì ïåðåíîñà ❬✺✱ ✻❪✳ ➴ñëè ôóíêöèÿ ρ(t, x) îïèñûâàåò èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè âî âðåìåíè è ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ✭✶✮✱ òî óðàâ✲
íåíèå ✭✸✮ åñòü óðàâíåíèå Ôîêåðà✕Ïëàíêà✕✃îëìîãîðîâà ❬✹❪✳
Ðàññìîòðèì öåíòð òÿæåñòè ÷àñòèö íà ñå÷åíèèMT,u ✱ îïðåäåëÿåìûé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ(t, x) â ìîìåíò âðåìåíè T ✱ à èìåííî✿

x̄(u) =
1

ρ̄0

∫

MT,u

xTρ(T, xT ) dxT . (4)

❮àðÿäó ñ ôóíêöèåé ρ(t, x) áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ôóíêöèþ ρ̂(x)✱ õàðàêòåðèçóþùóþ ïëîò✲
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ðàññìàòðèâàåìîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå✳ ❰áîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç
x̂ öåíòð òÿæåñòè✱ îïðåäåëÿåìûé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ρ̂(x) â Rn✳ ➮ìååì

x̂(u) =
1

ρ̂0

∫

Rn

xT ρ̂(xT ) dxT . (5)

❮å óìàëÿÿ îáùíîñòè✱ ïðåäïîëàãàåì✱ ÷òî

ρ̄0 =

∫

M0

ρ0(x0) dx0 = 1, ρ̂0 =

∫

Rn

ρ̂(x) dx = 1.

Ýòî ïîçâîëÿåò íàì òàêæå ïðè íåîáõîäèìîñòè òðàêòîâàòü ôóíêöèè ρ(t, x) è ρ̂(x) êàê ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè âî âðåìåíè è ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
✭✶✮✳
➶âåäåì ôóíêöèîíàë

J(u) = (x̄(u)− x̂(u))2 =

n
∑

i=1

(x̄i(u)− x̂i(u))
2. (6)
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ✭✻✮✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ñòàâèòñÿ çàäà÷à ñîâ✲
ïàäåíèÿ öåíòðîâ òÿæåñòè✱ îïðåäåëÿåìûõ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ ρ(T, x) è ρ̂(x)✱ íà ñîîòâåò✲
ñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ✳

✸✳ ➬àêëþ÷åíèå✳ ➶ äîêëàäå áóäóò èññëåäîâàíû è äðóãèå ôóíêöèîíàëû✱ ïðèâåäåíû àíàëèòè✲
÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âàðèàöèè ôóíêöèîíàëîâ è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè✳ Ðàññìàò✲
ðèâàåìûå êîíêðåòíûå ôóíêöèîíàëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê ïðè ðåøåíèè ìíîãîîáðàçíûõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé✱ òàê è ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ íåñòàí✲
äàðòíûõ çàäà÷✱ íàïðèìåð✱ ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé✳ ❰òìå✲
òèì✱ ÷òî öåíòð òÿæåñòè ìíîæåñòâà M0✱ îïðåäåëÿåìûé ïëîòíîñòüþ ρ0(x)✱ â ñèëó äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ✭✶✮ ïåðåõîäèò â öåíòð òÿæåñòè ìíîæåñòâà MT,u✱ îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé ✭✹✮✳ ➬àäà÷à
íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèé ìèíèìèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàë ✭✻✮✱ òî åñòü ñîâïàäåíèÿ öåíòðîâ òÿæå✲
ñòè✱ îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëàìè ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðè îáðàáîòêå
ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçîáðàæåíèé✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå ìû èçó÷àåì ïîëå ñêîðîñòåé öåíòðîâ òÿæåñòè è
äðóãèõ ìàêðîïàðàìåòðîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçîáðàæåíèé✱ ñ ïîñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì ïîëÿ
ñêîðîñòåé íà âñåì èçîáðàæåíèè✳ ➶ ëèíåéíîì ñëó÷àå èññëåäóåòñÿ òàêæå äèíàìèêà ìàòðèöû âòî✲
ðûõ ìîìåíòîâ✳ Ïîêàçàíî✱ ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ öåíòðîì òÿæåñòè è ìàòðèöåé
âòîðûõ ìîìåíòîâ✱ ðàññìàòðèâàåìûå êàê çàäà÷è óïðàâëåíèÿ àíñàìáëåì òðàåêòîðèé✱ ñâîäÿòñÿ ê
çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ îòäåëüíûìè òðàåêòîðèÿìè✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ
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➚ííîòàöèÿ✳ Ïðåäñòàâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè èìïóëüñíûõ
ïðîöåññîâ â çàäà÷å ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè✳ ➘ëÿ áèëèíåéíîé óïðàâëÿå✲
ìîé ñèñòåìû ïîëó÷åíà ñîñòàâíàÿ ôóíêöèÿ òèïà ❐ÿïóíîâà✱ çàäàþùàÿ òî÷íîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè✳ Ýòî ïîçâîëèëî êîíêðåòèçèðîâàòü óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è ïîñòðîèòü çàäà÷ó ìà✲
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå òî÷åê✱ ñîåäèíèìûõ äîïóñòèìûìè òðàåêòîðèÿìè
èñõîäíîé çàäà÷è✳ Ïðåäëîæåíà ñõåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå✱ òðàåêòîðèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè✱ ïðîìåæóòî÷✲
íûå îãðàíè÷åíèÿ✱ ôóíêöèè òèïà ❐ÿïóíîâà✱ ÷èñëåííûå ìåòîäû✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾❏✷✶✱ ✶✶❨✶✶

➶ ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✱ îñíîâàí✲
íûå íà ïðèìåíåíèè ñèëüíî è ñëàáî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé òèïà ❐ÿïóíîâà ✭ñì✳ îáçîð â ❬✶❪✮✳ ❰ñ✲
íîâíàÿ öåëü ✕ ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå áèëèíåéíîé çàäà÷è ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ òàêèõ
ôóíêöèé è êîíêðåòèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè✳ Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòà✲
òû ïðîäîëæàþò èññëåäîâàíèÿ✱ íà÷àòûå â ❬✸✱ ✹❪✳
Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ1(t) = f1(t) +
(

ax2(t) + b
)

v1(t), x1(a) = x10, ✭✶✮

ẋ2(t) = f2(t) +
(

cx1(t) + d
)

v2(t), x2(a) = x20, ✭✷✮
∫

b

a

(v1(t) + v2(t))dt 6 M, ✭✸✮

v1(t) > 0, v2(t) > 0 äëÿ ï✳âñ✳ t ∈ T, ✭✹✮

ãäå T = [a, b] ✕ çàäàííûé îòðåçîê âðåìåíè✱ òðàåêòîðèè x1(·)✱ x2(·) ✕ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè✱ óïðàâëåíèÿ v1(·), v2(·) ∈ L∞(T )✱ V (t) :=
∫

t

a
(v1(τ) + v2(τ))dτ ✳ Ïàðàìåòðû a✱ b✱ c✱ d✱ M ✱

x10✱ x20 íåîòðèöàòåëüíû✱ à f1(t), f2(t) > 0 ïðè âñåõ t ∈ T ✳
❒íîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû ✭✶✮✕✭✹✮ îãðàíè÷åíû è✱ â îáùåì ñëó÷àå✱ íå çàìêíóòû✳ ➶ êà✲

÷åñòâå òðàåêòîðèé ñîîòâåòñòâóþùåé èìïóëüñíîé ñèñòåìû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíûå
ñïðàâà íà (a, b] ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè x1(·)✱ x2(·)✱ V (·)✱ ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ â òî÷êàõ
íåïðåðûâíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðàåêòîðèé ✭✶✮✕✭✹✮✳
Ïóñòü çàäàíû ìîìåíòû âðåìåíè (θ0, θ1, . . . , θN )✱ a = θ0 < θ1 < . . . < θN = b✳ ❰áîçíà✲

÷èì ÷åðåç q =
(

q0, q1, . . . , qN
)

íàáîð êîíöåâûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé òðàåêòîðèè✱ ãäå

qj =
(

x1(θj), x2(θj), V (θj)
)

✱ j = 0, . . . , N ✳ Òðàåêòîðèþ áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé✱ åñëè âûïîëíÿ✲
þòñÿ îãðàíè÷åíèÿ

qj ∈ Qj , j = 0, . . . , N.

Ïðîåêò ðåàëèçóåòñÿ ïîáåäèòåëåì êîíêóðñà ➽Ïîääåðæêà ïðîôåññèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ➾ áëàãîòâîðèòåëüíîé ïðî✲
ãðàììû ➽Ñòèïåíäèàëüíàÿ ïðîãðàììà ➶ëàäèìèðà Ïîòàíèíà➾ ➪ëàãîòâîðèòåëüíîãî ôîíäà ➶ëàäèìèðà Ïîòàíèíà✱
äîãîâîð ãðàíòà ➑ ➹ÞÏÐ✲✵✵✵✻✴✷✸✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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➬äåñü Qj ✱ j = 0, . . . , N ✱ ✕ çàäàííûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà èç R3✳ Ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèÿì
èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè áîðåëåâñêèìè ìåðàìè✱ ïîäðîáíî îíè îïè✲
ñàíû â ❬✹❪✳ ❮à ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé
ðàññìîòðèì çàäà÷ó (P )✿ Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë J = l(q), ãäå l ✕ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ✳
➬àìåòèì✱ ÷òî â ❬✷✱ ✺✱ ✻❪ ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïîçèöèîííîãî

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè àëãîðèòìàìè óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ✱ êîòîðûå
ìîæíî ïðèìåíèòü ê çàäà÷å (P )✳ Ýòè óñëîâèÿ êîíñòðóêòèâíû✱ îíè ôîðìóëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè
ôóíêöèé òèïà ❐ÿïóíîâà ñïåöèàëüíîãî âèäà✱ ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò êîòîðûõ áûë ïðåäëîæåí
➶✳➚✳ ➘ûõòîé✳ ❰äíàêî ýòè óñëîâèÿ èìåþò ëîêàëüíûé õàðàêòåð è íå ïðèìåíèìû äëÿ ïîèñêà ãëî✲
áàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (P )✳ ➶ äàííîé ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïîäõîä✳
➘ëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (P ) îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ ñî ñâîéñòâàìè ìîíîòîííîñòè îòíîñèòåëü✲

íî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû✱ ïîçâîëÿþùèìè òî÷íî îïèñàòü åå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè✳ Ñïîñîá
íàõîæäåíèÿ òàêîé ôóíêöèè è åå ÷àñòè÷íûé âèä óêàçàíû â ❬✹❪✳
➶âåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè è îáîçíà÷åíèÿ✿

zi(t0, t, yi0) = yi0 +

∫

t

t0

fi(τ)dτ, i = 1, 2,

g1(y) = ay + b, g2(y) = cy + d,

G(x1, x2) = c(ax2 + b)2 − a(cx1 + d)2, k =
c

1 +
√

c/a
,

V̄ =
1

√
ac

−
g1
(

z2(t0, t, y20)
)

ag2
(

z1(t0, t, y10)
) , x̄1 = z1(t0, t, y10), x̄2 =

g2
(

z1(t0, t, y10)
)

√
ac

−
b

a
,

¯̄V =
1

√
ac

−
g2
(

z1(t0, t, y10)
)

cg1
(

z2(t0, t, y20)
) , ¯̄x1 =

g1
(

z2(t0, t, y20)
)

√
ac

−
d

c
, ¯̄x2 = z2(t0, t, y20),

p1(t0, t, y10, y20, V ) = z1(t0, t, y10) +
g1(y20)

2
V −

g2(y10)

c
+ g1(y20)

√

V 2

4
+

1

ac
,

p2(t0, t, y10, y20, V ) = z2(t0, t, y20) +
g2(y10)

2
V −

g1(y20)

a
+ g2(y10)

√

V 2

4
+

1

ac
.

❰ïðåäåëèì ôóíêöèþ
ϕ(t, x1, x2, V ; t0, y10, y20),

ñîñòàâëåííóþ èç ñåìè êîìïîíåíò✱ ϕ =
{

ϕi

}

i=1,...,7
.

✶✮ ➬àäàäèì ôóíêöèè ϕ1, ϕ2, ϕ3 ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó✳
Ïðè G

(

z1(t0, t, y10), z2(t0, t, y20)
)

> 0✿

ϕ1 = −x1 +
g2(¯̄x1)

cg1(¯̄x2)
g1(x2)−

d

c
+ g1(x2)

(

V − ¯̄V −
1

k
ln

g1(x2)

g1(¯̄x2)

)

,

G(x1, x2) < 0, V >
¯̄V, x2 ∈

[

¯̄x2,

(

¯̄x2 +
b

a

)

exp
(

k(V − ¯̄V )
)

−
b

a

]

;

ϕ2 = −x2 +
g1(¯̄x2)

ag2(¯̄x1)
g2(x1)−

b

a
+ g2(x1)

(

V − ¯̄V −
1

k
ln

g2(x1)

g2(¯̄x1)

)

,

G(x1, x2) > 0, V >
¯̄V, x1 ∈

[

¯̄x1,

(

¯̄x1 +
d

c

)

exp
(

k(V − ¯̄V )
)

−
d

c

]

;

ϕ3 = −x2 + z2(t0, t, y20) + g2(x1)

(

V −
x1 − z1(t0, t, y10)

g1
(

z2(t0, t, y20)
)

)

x1 ∈
[

z1(t0, t, y10), z1(t0, t, y10) + Ṽ g1
(

z2(t0, t, y20)
)]

, ãäå Ṽ =

{

V ïðè V 6
¯̄V,

¯̄V ïðè V > ¯̄V.
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Ïðè G
(

z1(t0, t, y10), z2(t0, t, y20)
)

6 0 ôóíêöèè ϕ1, ϕ2 îïðåäåëåíû êàê âûøå ñ çàìåíîé ¯̄x1,2 íà

x̄1,2 è
¯̄V íà V̄ ✱ à ôóíêöèÿ ϕ3 èìååò âèä✿

ϕ3 = −x1 + z1(t0, t, y10) + g1(x2)

(

V −
x2 − z2(t0, t, y20)

g2
(

z1(t0, t, y10)
)

)

x2 ∈
[

z2(t0, t, y20), z2(t0, t, y20) + Ṽ g2
(

z1(t0, t, y10)
)]

, ãäå Ṽ =

{

V ïðè V 6 V̄ ,

V̄ ïðè V > V̄ .

✷✮ ➬àäàäèì ôóíêöèè ϕ4 ✕ ϕ7✿

ϕ4 = −x2 + z2(t0, t, y20) + V g2(y10)−
c

g1(y20)

(

x1 − z1(t0, t, y10)
)2
+

+

(

cV −
g2(y10)

g1(y20)

)

(

x1 − z1(t0, t, y10)
)

, x1 ∈ [p1(t0, t, x1, x2, V ), z1(t0, t, y10) + V g1(y20)] ;

ϕ5 = −x1 + z1(t0, t, y10) + V g1(y20)−
a

g2(y10)

(

x2 − z2(t0, t, y20)
)2
+

+

(

aV −
g1(y20)

g2(y10)

)

(

x2 − z2(t0, t, y20)
)

, x2 ∈ [p2(t0, t, x1, x2, V ), z2(t0, t, y20) + V g2(y10)] ;

ϕ6 = −x2 + z2(t0, t, y20), V g1
(

y20
)

6 x1 − z1(t0, t, y10) 6 V g1
(

z2(t0, t, y20)
)

;

ϕ7 = −x1 + z1(t0, t, y10), V g2
(

y10
)

6 x2 − z2(t0, t, y20) 6 V g2
(

z1(t0, t, y10)
)

.

❮åòðóäíî ïîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé✱ ÷òî ϕ ✕ íåïðåðûâíàÿ è êóñî÷íî ãëàäêàÿ ôóíê✲
öèÿ✳ Ïðè ýòîì ϕ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ìîíîòîííîé â îáðàòíîì âðåìåíè íà ïðîìåæóòêàõ (θj−1, θj ]✱

j = 1, N ✱ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
{

(x1, x2) | ϕ(t0, x1, x2, 0; t0, y10, y20) 6 0
}

= {y10, y20},

à åå êîìïîíåíòû ϕi✱ i = 1, . . . , 7, íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ ñòðîãî ìîíîòîííû îòíîñèòåëüíî óïðàâ✲
ëÿåìîé ñèñòåìû ✭t0 = θj−1✮✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì èç ❬✸❪ è
ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ôóíêöèåé òèïà ❐ÿïóíîâà✳ Òàêàÿ ôóíêöèÿ äàåò òî÷íóþ îöåíêó ìíîæåñòâà
äîñòèæèìîñòè✱ ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è àëãî✲
ðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ✳

❰áîçíà÷èì ÷åðåç R(t; t0, y10, y20) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû✱ ñòàðòóþùåé
â ìîìåíò âðåìåíè t0 èç òî÷êè (y10, y20)✱

R(t; t0, y10, y20) =
{

(

x1(t), x2(t), V (t)
)

|
(

x1(t0), x2(t0), V (t0)
)

= (y10, y20, 0)
}

.

❰áîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî íóëåâîãî ïîäóðîâíÿ ôóíêöèè ϕ✿

E(t; t0, y10, y20, V0) =
{

(x1, x2, V ) | ϕ(t, x1, x2, V − V0; t0, y10, y20) 6 0
}

.

Òîãäà èç ñâîéñòâ ϕ ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ

R(t; t0, y10, y20) ⊆ E(t; t0, y10, y20, 0), E(t; t0, y10, y20, 0) ⊆ R(t; t0, y10, y20). ✭✺✮

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó (Pa)✿

l(qN ) → min,

qj ∈ Qj , j = 0, . . . , N,

qj ∈ E(θj ; θj−1, qj−1), j = 1, . . . , N,

ãäå q = (q0, q1, . . . , qN )✱ qj = (x1j , x2j , Vj)✱ j = 1, . . . , N ✳
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (P )✳



✶✸✷ ❰✳ ❮✳ Ñ➚❒Ñ❰❮Þ✃

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü σ ✕ äîïóñòèìûé ïðîöåññ çàäà÷è (P ) ñ òðàåêòîðèåé
(

x1(·), x2(·), V (·)
)

✳

Ïóñòü qσ ✕ ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé òðàåêòîðèè✳ Ïðîöåññ σ ÿâ✲

ëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (P ) òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà qσ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (Pa)✳

➘îêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç îöåíîê ✭✺✮✳
Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äàþò ñëåäóþùóþ ñõåìó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è P ✳

✶✳ ❰ïðåäåëèòü ôóíêöèþ ϕ(t, x1, x2, V ; t0, y10, y20)✱ â êîòîðîé (t, x1, x2, V ) ✕ àðãóìåíòû✱ à
(t0, y10, y20) ✕ ïàðàìåòðû✱

ϕ =
{

ϕi

}

i=1,...,7
.

✷✳ ×èñëåííî ðåøèòü êîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó (Pa)✳ Ïóñòü q∗ = (q∗0, q
∗
1, . . . , q

∗
N
)✱ q∗

j
= (x∗1j , x

∗
2j , V

∗
j
)✱

j = 1, . . . , N ✕ íàéäåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (Pa)✳
✸✳ ❮à êàæäîì ïðîìåæóòêå (θj−1, θj ]✱ j = 1, . . . , N ✱ èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ èì✲

ïóëüñíûõ ïðîöåññîâ✱ íóæíî íàéòè òðàåêòîðèþ è ñîîòâåòñòâóþùåå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå✱
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

(

x1(θj−1), x2(θj−1), V (θj−1)
)

= q∗j−1,
(

x1(θj), x2(θj), V (θj)
)

= q∗j .

Òîãäà íàéäåííûé ïðîöåññ áóäåò ïðåòåíäåíòîì íà ãëîáàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (P )✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➘ûõòà ➶✳ ➚✳✱ Ñàìñîíþê ❰✳ ❮✳ ❮åðàâåíñòâà ➹àìèëüòîíà ✕ ßêîáè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ✳ ➮ðêóòñê ✿
➮çä✲âî ➮➹Ó✱ ✷✵✶✺✳

✷✳ ❉②❦❤t❛ ❱✳ ❆✳✱ ❙❛♠s♦♥②✉❦ ❖✳◆✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧s ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❜❧❡♠s ✴✴ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs ❖♥▲✐♥❡✳ ✷✵✶✽✳ ✺✶✱ ➑ ✸✷✳ Ñ✳ ✺✵✾✕✺✶✹✳

✸✳ ❙❛♠s♦♥②✉❦ ❖✳ ◆✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣♦✐♥t st❛t❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❧♦❜❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ✷✵✷✵✳ ✼✻✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✻✷✺✕✻✹✹✳

✹✳ ❙❛♠s♦♥②✉❦ ❖✳ ◆✳✱ ❙♦r♦❦✐♥ ❙✳ P✳ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✴✴ ❚❤❡ ✶✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s
✭P②❛t♥✐ts❦✐②✬s ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✮ ✭❙❚❆❇✲✷✵✷✵✮ ✭▼♦s❝♦✇✱ ❘✉ss✐❛✱ ❏✉♥❡ ✸✕✺✱ ✷✵✷✵✮✳ ■❊❊❊✱ ✷✵✷✵✳

✺✳ ❙❛♠s♦♥②✉❦ ❖✳ ❙♦r♦❦✐♥ ❙✳✱ ❙t❛r✐ts②♥ ▼✳ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❡❛❦❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✴✴ â êí✳✿ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✴ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✭▼❖❚❖❘✲✷✵✶✾✮✳ ❈❤❛♠✳ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✶✾✳ ✶✶✺✹✽✳ Ñ✳ ✺✶✸✕✺✷✻✳

✻✳ ❙❛♠s♦♥②✉❦ ❖✳ ❙♦r♦❦✐♥ ❙✳✱ ❙t❛r✐ts②♥ ▼✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ t②♣❡
✴✴ ■❋❆❈✲P❛♣❡rs ❖♥▲✐♥❡✳ ✷✵✶✾✳ ✺✷✱ ➑ ✶✻✳ Ñ✳ ✶✸✷✕✶✸✼✳

Ñàìñîíþê ❰ëüãà ❮èêîëàåâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
➮íñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ èì✳ ➶✳ ❒✳ ❒àòðîñîâà Ñ❰ Ð➚❮ ✭➮➘ÑÒÓ Ñ❰

Ð➚❮✮
❊✲♠❛✐❧✿ s❛♠s♦♥②✉❦✳♦❧❣❛❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✸✸✕✶✸✻

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼

Ð➴Ø➴❮➮➴ ❐➮❮➴➱❮❰✲✃➶➚➘Ð➚Ò➮×❮❰➱ ➬➚➘➚×➮ ➶

➘➮Ñ✃Ð➴Ò❮❰✲❮➴ÏÐ➴ÐÛ➶❮❰❒ Ô❰Ð❒➚Ò➴

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➶✳ ➚✳ ÑÐ❰×✃❰✱ ➶✳ ➹✳ ➚❮Ò❰❮➮✃

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ëèíåéíî✲êâàäðàòè÷íîãî òèïà íà ìíîæåñòâå êóñî÷íî✲
ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé✱ ñîäåðæàùàÿ äèñêðåòíîå âîçìóùåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòå✲
ìû è íåîïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû â êâàäðàòè÷íîì ôóíêöèîíàëå ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè ìàòðè✲
öàìè✳ Ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïðàâèëó ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà è ðåàëèçóåòñÿ â ôîðìå êîíå÷✲
íîìåðíîé ìèíèìàêñíîé çàäà÷è✳ Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû✱ ïðèâîäÿùèå öåëåâóþ ôóíêöèþ
ê âûïóêëî✲âîãíóòîé ñòðóêòóðå è îòêðûâàþùèå âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è✳ Ýòî
ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà✱ ñîäåðæàùèå ýêñòðåìàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ëèíåéíî✲êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à✱ äèñêðåòíûå âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìó è ôóíê✲
öèîíàë✱ ðåäóêöèÿ ê çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾▼✷✺

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ✃ íàñòîÿùåìó âðåìåíè â òåîðèè ëèíåéíî✲êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèåì
íà óïðàâëåíèå îôîðìèëèñü è ñòàëè ñòàíäàðòíûìè íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ïðèçíàêè✳ ➶ ïåðâóþ
î÷åðåäü ýòî äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè è ïåðåõîä íà êîíå÷íîìåðíûé óðîâåíü êóñî÷íî✲ïîñòîÿííûõ
âîçäåéñòâèé ✭óïðàâëåíèå è âîçìóùåíèå✮✳ Óïðàâëåíèå îðèåíòèðóåòñÿ íà ìèíèìóì öåëåâîãî ôóíê✲
öèîíàëà✱ âîçìóùåíèå ïàðèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà ✭ìè✲
íèìàêñíûé ïîäõîä✮✳
❰áîáùåíèå ïî ÷àñòè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ñâÿçàíî ñ îòêàçîì îò êîìôîðòíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ

ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè äëÿ ìàòðèö êâàäðàòè÷íûõ ôîðì✳ Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïðîáëå✲
ìà êîíñòðóêòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè èòîãîâîé ìèíèìàêñíîé çàäà÷è â ïëàíå åå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê
âûïóêëî✲âîãíóòîé ñòðóêòóðå✱ äîïóñêàþùåé ýôôåêòèâíóþ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ✳
➶ äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíî✲êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à✱ âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ ëèíåéíóþ ñè✲

ñòåìó ñ óïðàâëåíèåì è âîçìóùåíèåì✱ êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë òåðìèíàëüíî✲èíòåãðàëüíîãî òè✲
ïà ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè è ïàðàìåòðàìè ïðè êâàäðàòè÷íûõ ôîðìàõ✳ ➶ ðåçóëüòàòå
ïðîöåäóðû äèñêðåòèçàöèè óïðàâëåíèÿ è âîçìóùåíèÿ ïîëó÷åíà ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à✱ êîòîðàÿ ïðè✲
âîäèòñÿ ê áëàãîïðèÿòíîé äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ âûïóêëî✲âîãíóòîé ñòðóêòóðå ñ óñëîâèÿìè
íà ïàðàìåòðû✳ Ýòè óñëîâèÿ ✭ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà✮ íîñÿò ñïåêòðàëüíûé õàðàêòåð è ñâÿçàíû ñ
ýêñòðåìàëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö✳

✷✳ ❐èíåéíî✲êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à ñ âîçìóùåíèåì â ñèñòåìå✳ Ïóñòü äëÿ t ∈ [t0, T ]
âåêòîð✲ôóíêöèÿ x(t) ∈ Rn îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t) + c(t)v(t), x(t0) = x0 ✭✶✮

ñ óïðàâëåíèåì u(t) ∈ R è âîçìóùåíèåì v(t) ∈ R ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè A(t), b(t), c(t)✳
❰ïðåäåëèì äîïóñòèìûå âîçäåéñòâèÿ ✭u(t), v(t)✮ íà ñèñòåìó ✭✶✮ êàê ìíîæåñòâî êóñî÷íî✲

ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñ èíòåðâàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

u(t) ∈ [u−, u+], v(t) ∈ [v−, v+], t ∈ [t0, T ]. ✭✷✮

Ïðîåêò ðåàëèçóåòñÿ ïîáåäèòåëåì êîíêóðñà ➽Ïîääåðæêà ïðîôåññèîíàëüíîãî ðàçâèòèÿ➾ áëàãîòâîðèòåëüíîé ïðî✲
ãðàììû ➽Ñòèïåíäèàëüíàÿ ïðîãðàììà ➶ëàäèìèðà Ïîòàíèíà➾ ➪ëàãîòâîðèòåëüíîãî ôîíäà ➶ëàäèìèðà Ïîòàíèíà✱
äîãîâîð ãðàíòà ➑ ➹ÞÏÐ✲✵✵✵✻✴✷✸✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✸✹ ➶✳ ➚✳ ÑÐ❰×✃❰✱ ➶✳ ➹✳ ➚❮Ò❰❮➮✃

➶âåäåì íà [t0, T ] íàáîð óçëîâûõ òî÷åê t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = T è âûäåëèì ïðîìåæóòêè
Tj = [tj−1, tj), j = 1, 2, . . . ,m âìåñòå ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

χj(t) =

{

1, t ∈ Tj ,

0, t ∈ [t0, T ]\Tj .

❰áðàçóåì ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

Y =

{

y = (y1, . . . , ym) : yj ∈ [u−, u+]. j = 1, 2, . . . ,m

}

,

Z =

{

z = (z1, . . . , zm) : zj ∈ [v−, v+]. j = 1, 2, . . . ,m

}

è ñôîðìèðóåì ôóíêöèè äîïóñòèìûõ âîçäåéñòâèé ✭óïðàâëåíèå è âîçìóùåíèå✮

u(t, y) =
m
∑

j=1

yjχj(t), v(t, z) =
m
∑

j=1

zjχj(t), t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, z ∈ Z.

Ýòî ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè yj , zj íà çàäàííûõ ïðîìåæóòêàõ Tj = [tj−1, tj), j =
1, 2, . . . ,m✱ óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì ✭✷✮✳

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x(t, y, z) ñèñòåìû ✭✶✮✱ ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîé ïàðå ✭u(t, y), v(t, z)✮✳
❰ïðåäåëèì ñëåäóþùèå îáúåêòû✿
x0(t) ✕ ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✶✮ ïðè íóëåâîì âîçäåéñòâèè ✭u(t) = 0, v(t) = 0✮❀
Bχ(t) ∈ Rn×m ✕ ìàòðèöà ñòîëáöîâ b(t)χj(t), j = 1, 2, . . . ,m❀
X1(t) ∈ Rn×m ✕ ðåøåíèå ìàòðè÷íîé ñèñòåìû

Ẋ1(t) = A(t)X1(t) +Bχ(t), X1(t0) = O;

Cχ(t) ∈ Rn×m ✕ ìàòðèöà ñòîëáöîâ c(t)χj(t), j = 1, 2, . . . ,m❀
X2(t) ∈ Rn×m ✕ ðåøåíèå ìàòðè÷íîé ñèñòåìû

Ẋ2(t) = A(t)X2(t) + Cχ(t), X2(t0) = O.

➬äåñü O ✕ ìàòðèöà✱ ñîñòàâëåííàÿ èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ✳
➶ ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x(t, y, z) = x0(t) +X1(t)y +X2(t)z. ✭✸✮

❮à ìíîæåñòâå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé x(t, y, z) îïðåäåëèì öåëåâóþ ôóíêöèþ

ϕ(y, z) =
1

2

[

α〈x(T, y, z), Px(T, y, z)〉+ β

T
∫

t0

〈x(t, y, z), Q(t)x(t, y, z)〉dt

]

.

➬äåñü 〈 , 〉 ✕ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå✱ P, Q(t) ✕
✭n× n✮ ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû✱ α > 0, β > 0 ✕ íåîïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû ✭âåñîâûå êîýôôèöè✲
åíòû✮✳

Ôóíêöèþ ϕ(y, z) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ëèíåéíóþ ñâåðòêó êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ
ñ êîýôôèöèåíòàìè α, β â íåêîòîðîé çàäà÷å äâóõêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè✳

➶ ðàìêàõ ôóíêöèè ϕ(y, z), y ∈ Y, z ∈ Z✱ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëü✲
òàòà✱ ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ ìèíèìàêñíóþ çàäà÷ó ✭ìèíèìóì ïî óïðàâëåíèÿì✱ ìàêñèìóì ïî
âîçìóùåíèÿì✮

min
y∈Y

max
z∈Z

ϕ(y, z). ✭✹✮

➶âåäåì ôóíêöèþ ìàêñèìóìà

ψ(y) = max
z∈Z

ϕ(y, z) ✭✺✮

è ïðåäñòàâèì çàäà÷ó â òðàäèöèîííîé ôîðìå

ψ(y) → min, y ∈ Y. ✭✻✮
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❮àøà óñòàíîâêà ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè êîíñòðóêòèâíûõ óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ôóíêöèè ϕ(y, z) ñ
öåëüþ ðåãóëÿðèçàöèè ✭óëó÷øåíèÿ✮ çàäà÷è ✭✹✮ â ïëàíå åå ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ✳

✸✳ Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è✳ Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ✭✸✮ äëÿ x(t, y, z) ñïðà✲
âåäëèâî ÿâíîå âûðàæåíèå öåëåâîé ôóíêöèè ϕ(y, z)✿

ϕ(y, z) =
1

2
〈y, (αP11 + βQ11)y〉+

1

2
〈z, (αP22 + βQ22)z〉+ 〈y, (αP12 + βQ12)z〉+

+〈y, αP1 + βQ1〉+ 〈z, αP2 + βQ2〉+ ϕ(0, 0).

➬äåñü

Pij = X❚

i (T )PXj(T ), Qij =

T
∫

t0

X❚

i (t)Q(t)Xj(t)dt, i, j = 1, 2, i 6 j;

Pi = X❚

i (T )Px
0(T ), Qi =

T
∫

t0

X❚

i (t)Q(t)x0(t)dt, i = 1, 2.

Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû Pii, Qii, i = 1, 2 â ñèëó ñâîåé ñòðóêòóðû ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî çíàêîîïðå✲
äåëåííîñòè èñõîäíûõ ìàòðèö P è Q(t) ñîîòâåòñòâåííî✿

P, Q(t) > 0 (6 0) ⇒ Pii, Qii > 0 (6 0).

➶ ðàìêàõ çàäà÷è ✭✹✮ îáåñïå÷èì ôóíêöèè ϕ(y, z) ñâîéñòâî âûïóêëîñòè ïî y è âîãíóòîñòè ïî z ñ
ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ α > 0, β > 0✳ Ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèì ÷åðåç ýêñòðåìàëüíûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λmin, λmax âîçíèêàþùèõ ìàòðèö✳
➶ ðåçóëüòàòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè ϕ(y, z) ïî y îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûì

íåðàâåíñòâîì
αλmin(P11) + βλmin(Q11) > 0. ✭✼✮

➶ ñâîþ î÷åðåäü✱ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîãíóòîñòè ôóíêöèè ϕ(y, z) ïî z õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðà✲
âåíñòâîì

αλmax(P22) + βλmax(Q22) 6 0. ✭✽✮

Òàêèì îáðàçîì✱ ïàðà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ✭✼✮✱ ✭✽✮ ñ óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðîâ
α, β îáåñïå÷èâàåò öåëåâîé ôóíêöèè ϕ(y, z) âûïóêëî✲âîãíóòóþ ñòðóêòóðó✱ ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùå✲
ñòâåííî áëàãîïðèÿòíûì ôàêòîðîì â ðàìêàõ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ✭✹✮✳
❰òìåòèì✱ ÷òî ñòðîãèå íåðàâåíñòâà â ✭✼✮✱ ✭✽✮ îáåñïå÷èâàþò âûïóêëî✲âîãíóòîå ñâîéñòâî â ñòðîãîì

ñìûñëå✳
Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ✭✼✮✱ ✭✽✮ âìåñòå ñ óñëîâèÿìè ïîëîæèòåëü✲

íîñòè ïàðàìåòðîâ✳ Ïðåäñòàâèì ñèòóàöèþ â ñîêðàùåííîì ôîðìàòå

p1α+ q1β > 0, p2α+ q2β 6 0, α > 0, β > 0 ✭✾✮

è âûäåëèì ñëó÷àé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ✭✾✮ ïî çíàêàì êîýôôèöèåíòîâ pj , qj , j = 1, 2✳
Ïóñòü✱ íàïðèìåð✱ pj < 0, qj > 0✳ ➶ èñõîäíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé çíà✲

êîîïðåäåëåííîñòè ìàòðèö✿ P 6 0, Q(t) > 0✳ ➮ç íåðàâåíñòâ ✭✾✮ ïîëó÷àåì

β >
α|p1|

q1
, β 6

α|p2|

q2
,

÷òî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè
|p1|

q1
6

|p2|

q2
.

Ïðè ýòîì äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

α > 0, β ∈

[

α|p1|

q1
,
α|p2|

q2

]

.

➶ çàêëþ÷åíèå ïðîâåäåì õàðàêòåðèçàöèþ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ✭✹✮ ïîñëå åå ðåãóëÿðèçàöèè✿
ϕ(y, z) ✕ âûïóêëî✲âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ✳ Òîãäà ñîñòàâëÿþùèå çàäà÷è ✭✺✮✱ ✭✻✮ ÿâëÿþòñÿ âûïóêëû✲
ìè✿ ìàêñèìóì âîãíóòîé ôóíêöèè ϕ(y, z) ïî z ∈ Z è ìèíèìóì âûïóêëîé ôóíêöèè ψ(y) äëÿ y ∈ Y ✳
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➴ñëè ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðîøëà ïî ñòðîãî âîãíóòîìó ñöåíàðèþ ✭ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ✭✽✮✮✱ òî âíóò✲
ðåííÿÿ çàäà÷à íà ìàêñèìóì

ϕ(y, z) → max, z ∈ Z

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z(y)✱ è ôóíêöèÿ ψ(y) ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñ
ãðàäèåíòîì

∇ψ(y) =
∂ϕ(y, z(y))

∂y
.

Ñ ó÷åòîì ïðîñòåéøåé ñòðóêòóðû îãðàíè÷åíèé ✭äâóñòîðîííèå íåðàâåíñòâà✮ ñîñòàâëÿþùèå ìèíè✲
ìàêñ çàäà÷è ✭✺✮✱ ✭✻✮ äîïóñêàþò ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå èçâåñòíûìè ìåòîäàìè âûïóêëîãî ïðîãðàì✲
ìèðîâàíèÿ ❬✷✱✹❪✳

➬àìå÷àíèå ✶✳ ➶ ñâÿçè ñ ðàññìîòðåííîé çàäà÷åé ✭ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ âîçìóùåíèåì✱ çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ✮ óêàæåì â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ïóáëèêàöèè
❬✶✱ ✸❪✱ â êîòîðûõ äëÿ ëèíåéíîé òåðìèíàëüíîé çàäà÷è êîíñòðóèðóåòñÿ óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé
ñâÿçüþ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➪àëàøåâè÷ ❮✳ ➶✳✱ ➹àáàñîâ Ð✳✱ ✃èðèëëîâà Ô✳ ❒✳ Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé ïî ìàòåìà✲
òè÷åñêèì ìîäåëÿì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ✴✴ ➷óðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè✳ ✷✵✵✹✳ ✹✹✱ ➑ ✷✳ P✳ ✷✻✺✕✷✽✻✳

✷✳ ➶àñèëüåâ Ô✳ Ï✳ ❒åòîäû îïòèìèçàöèè✳ ❒✳ ✿ ❒Ö❮❒❰✱ ✷✵✶✶✳ ✻✷✵ ♣♣✳

✸✳ ➘ìèòðóê ❮✳ ❒✳ ❒íîãîêðàòíî çàìûêàåìàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ â ëèíåéíîé òåðìèíàëüíîé çàäà÷å
îïòèìàëüíîãî ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ✴✴ Òðóäû ➮íñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè Óð❰ Ð➚❮
✷✵✷✷✳ ✷✽✱ ➑ ✸✳ P✳ ✻✻✕✽✷

✹✳ ➮çìàèëîâ ➚✳ Ô✳✱ Ñîëîäîâ ❒✳ ➶✳ ×èñëåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè✳ ❒✳ ✿ Ôèçìàòëèò✱ ✷✵✵✺✳ ✸✵✹ ♣♣✳

Ñðî÷êî ➶ëàäèìèð ➚íäðååâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ sr♦❝❤❦♦❅♠❛t❤✳✐s✉✳r✉

➚íòîíèê ➶ëàäèìèð ➹åîðãèåâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❣❛❅♠❛t❤✳✐s✉✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✸✼✕✶✹✵

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼✼

❰➪ ❰➘❮❰❒ Ï❰➘Õ❰➘➴ ✃ Ó❐Ó×Ø➴❮➮Þ ÓÏÐ➚➶❐➴❮➮ß ➶
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➚ííîòàöèÿ✳ ➘ëÿ óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ â êëàññå íåëèíåéíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè êîíñòðóèðóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ çàäà÷à î íåïîäâèæíîé òî÷êå✳ ➘ëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä✳ Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîñëå✲

äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ òåðìèíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà êàæäîé èòåðàöèè

íå èñïîëüçóåò òðóäîåìêóþ îïåðàöèþ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âàðüèðîâàíèÿ óïðàâëåíèé✱ õàðàêòåðíóþ

äëÿ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ îãðàíè÷åíèÿìè✱ çàäà÷à î íåïîäâèæíîé òî÷êå✱ èòåðà✲

öèîííûé ìåòîä✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✹✾▼✷✵

➶âåäåíèå ➶ ðàáîòå ❬✶❪ ïîñòðîåíû ïðîåêöèîííûå ìåòîäû íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ
äëÿ êëàññà íåëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì
êîíöîì✳ ➶ äàííîì êëàññå çàäà÷ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äîïîëíèòåëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè✳
➬àäà÷à óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à î íåïîäâèæíîé òî÷êå ïðîåêöèîííîãî
îïåðàòîðà óïðàâëåíèÿ✱ äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîäèôèöèðóþòñÿ èçâåñòíûå ìåòîäû íåïîäâèæíûõ
òî÷åê✳
➶ ñòàòüå ❬✸❪ ìåòîäû ❬✶❪ îáîáùàþòñÿ íà êëàññ íåëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíî✲

ãî óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè✳ Óñëîâèå íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîãî
óïðàâëåíèÿ êîíñòðóèðóåòñÿ â ôîðìå ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðî✲
ñòðàíñòâå óïðàâëåíèé ñ äîïîëíèòåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì✱ ê ðåøåíèþ êîòîðîé ïðè✲
ìåíÿåòñÿ àïïàðàò òåîðèè è ìåòîäîâ íåïîäâèæíûõ òî÷åê✳
➶ äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí íîâûé ïîäõîä ê óëó÷øåíèþ óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ îãðàíè÷å✲

íèÿìè íà îñíîâå àëüòåðíàòèâíîé ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ✳ ➘ëÿ íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé êîíñòðó✲
èðóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ çàäà÷à î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ äîïîëíèòåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì óñëîâèåì
â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèé è ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä åå ðåøåíèÿ✳

✶✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ íåëèíåéíûõ ïî ñîñòîÿíèþ è ëèíåéíûõ ïî
óïðàâëåíèþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îäíèì òåðìèíàëüíûì îãðàíè÷åíèåì✲ðàâåíñòâîì

ẋ = A(x, t)u+ b(x, t), t ∈ T = [t0, t1], x(t0) = x0, u(t) ∈ U ⊂ Rr, ✭✶✮

Φ0(u) = ϕ(x(t1)) +

∫

T

[〈d(x, t), u〉+ g(x, t)] dt → min, ✭✷✮

Φ1(u) = χ(x(t1)) = 0. ✭✸✮

➶ çàäà÷å ✭✶✮✕✭✸✮ x = (x1(t), x2(t), . . . xn(t)) ✕ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ✱ u = (u1(t), u2(t), . . . ur(t)) ✕
âåêòîð óïðàâëåíèÿ✳ ❮à÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 ∈ Rn çàäàíî✳

Ôóíêöèè A(x, t)✱ b(x, t)✱ d(x, t) è g(x, t) íåëèíåéíû è äèôôåðåíöèðóåìû ïî x è íåïðåðûâíû ïî
t íà ìíîæåñòâå Rn × T ❀ ôóíêöèè ϕ(x) è χ(x) íåëèíåéíû è äèôôåðåíöèðóåìû ïî x❀ U ⊂ Rr ✕
âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî❀ èíòåðâàë âðåìåíè T ôèêñèðîâàí✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✸✽ ➘✳ ❰✳ ÒÐÓ❮➮❮✱ ➚✳ Þ✳ Ô➴➘❰Ð❰➶

✃ âèäó ✭✶✮✕✭✸✮ ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òåðìè✲
íàëüíûìè✱ ôàçîâûìè è ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè✳
➶âåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî äîñòóïíûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å ✭✶✮✕✭✸✮✿

V = {u ∈ PCr(T ) : u(t) ∈ U, t ∈ T} .

➘ëÿ äîñòóïíîãî óïðàâëåíèÿ v ∈ V îáîçíà÷èì x(t, v), t ∈ T ✕ ðåøåíèå çàäà÷è ✃îøè ✭✶✮ ïðè
u = v(t)✱ t ∈ T ✳
➶âåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

W = {u ∈ V : χ(x(t1, u)) = 0} .

➶ çàäà÷å ✭✶✮✕✭✸✮ ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà ñ ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé p ∈ Rn ìîæåò áûòü ïðåä✲
ñòàâëåíà â âèäå✿

H(p, x, u, t) = H0(p, x, t) + 〈H1(p, x, t), u〉,

ãäå H0(p, x, t) = 〈p, b(x, t)〉 − g(x, t)✱ H1(p, x, t) = A(x, t)T p− d(x, t)✳
Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë ❐àãðàíæà✿

L(u, λ) = Φ0(u) + λΦ1(u), λ ∈ R.

Ïóñòü (u0, v) ✕ ïàðà äîñòóïíûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷å ✭✶✮✕✭✸✮✳
➶ ñîîòâåòñòâèè ñ ❬✸❪ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèî✲

íàëà ❐àãðàíæà✱ íå ñîäåðæàùàÿ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ✿

∆vL(u
0, λ) = −

∫

T

〈H1(p(t, v, u
0, λ), x(t, u0), t), v(t)− u0(t)〉dt, ✭✹✮

ãäå p(t, v, u0, λ), t ∈ T ✕ ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêîé ñîïðÿ✲
æåííîé ñèñòåìû

ṗ = −Hx(p, x(t, v), v(t), t)− r(t), ✭✺✮

〈Hx(p, x(t, v), v(t), t), x(t, u
0)− x(t, v)〉+ 〈r(t), x(t, u0)− x(t, v)〉 =

= H(p, x(t, u0), v(t), t)−H(p, x(t, v), v(t), t),
✭✻✮

p(t1) = −ϕx(x(t1, v))− λχx(x(t1, v))− q, ✭✼✮

〈ϕx(x(t1, v)) + λχx(x(t1, v)), x(t1, u
0)− x(t1, v)〉+ 〈q, x(t1, u

0)− x(t1, v)〉 =
= ϕ(x(t1, u

0))− ϕ(x(t1, v)) + λ(χ(x(t1, u
0))− χ(x(t1, v))).

✭✽✮

➚ëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ✭✻✮✱ ✭✽✮ âñåãäà ìîæíî ðàçðåøèòü â àíàëîãèè ñ ❬✶❪ îòíîñèòåëüíî
âåëè÷èí r(t)✱ q è ñâåñòè äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêóþ çàäà÷ó ê îáû÷íîé äèôôåðåíöèàëüíîé
çàäà÷å ✭âîçìîæíî✱ íååäèíñòâåííûì ñïîñîáîì✮✳
➶ ÷àñòíîñòè✱ â ïîäêëàññå êâàäðàòè÷íûõ ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷ ✭ôóíêöèè A(x, t)✱ b(x, t)✱ d(x, t)✱

g(x, t)✱ ϕ(x)✱ χ(x) êâàäðàòè÷íû ïî x✮ âåëè÷èíû r(t)✱ q ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè✿

r(t) =
1

2
Hxx(p, x(t, v), v(t), t)(x(t, u

0)− x(t, v)),

q =
1

2
(ϕxx(x(t1, v)) + λχxx(x(t1, v)))(x(t1, u

0)− x(t1, v)).

➘ëÿ óïðàâëåíèÿ u0 ∈ V è ôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà ïðîåêòèðîâàíèÿ α > 0 îáðàçóåì àíàëî✲
ãè÷íî ❬✶❪ âåêòîð✲ôóíêöèþ

uα(p, x, t) = PU

(

u0(t) + αH1(p, x, t)
)

, p ∈ Rn, x ∈ Rn, α > 0, t ∈ T,

ãäå PU ✕ îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî U â åâêëèäîâîé íîðìå✳
Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ïðîåêöèè èìååò ìåñòî îöåíêà

∫

T

〈H1(p, x, t), u
α(p, x, t)− u0(t)〉dt >

1

α

∫

T

||uα(p, x, t)− u0(t)||2dt. ✭✾✮

Òîãäà èç ✭✹✮ è ✭✾✮ ñëåäóåò îöåíêà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà✿

∆vL(u
0, λ) 6 −

1

α

∫

T

||uα(p, x, t)− u0(t)||2dt. ✭✶✵✮
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Ïîñòàâèì çàäà÷ó óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u0 ∈ W ✿ íàéòè óïðàâëåíèå v ∈ W ñî
ñâîéñòâîì

Φ0(v) 6 Φ0(u
0).

❒îæíî ïîêàçàòü✱ ÷òî äëÿ íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u0 ∈ W äîñòàòî÷✲
íî ðåøèòü ïðè íåêîòîðîì α > 0 ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå
óïðàâëåíèé✿

v(t) = uα(p(t, v, u0, λ), x(t, u0), t), t ∈ T, λ ∈ R,

χ(x(t1, v)) = 0.
✭✶✶✮

Ïóñòü óïðàâëåíèå v ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ✭✶✶✮✳ ❮åòðóäíî âèäåòü✱ ÷òî v ∈ W ✳ Òîãäà â
ñèëó îöåíêè ✭✶✵✮ èìååò ìåñòî óëó÷øåíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà Φ0 ñ îöåíêîé

∆vΦ0(u
0) 6 −

1

α

∫

T

||v(t)− u0(t)||2dt. ✭✶✷✮

➮ç îöåíêè ✭✶✷✮ ñëåäóåò✱ ÷òî✱ åñëè óïðàâëåíèå v îòëè÷àåòñÿ îò óïðàâëåíèÿ u0✱ òî îáåñïå÷èâàåòñÿ
ñòðîãîå óëó÷øåíèå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà✳
Ñèñòåìà óðàâíåíèé ✭✶✶✮ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à î íåïîäâèæíîé òî÷êå â ïðîñòðàíñòâå

óïðàâëåíèé ñ äîïîëíèòåëüíûì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì✳ Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü è ìîäè✲
ôèöèðîâàòü èçâåñòíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✶✮✳

✷✳ ➮òåðàöèîííûé ìåòîä✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✶✮ ïðè ôèêñèðîâàííîì α > 0 ïðåäëàãàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ èçâåñòíîãî àëãîðèòìà ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ❬✷❪ ïðè k > 0✿

vk+1(t) = uα(p(t, vk, u0, λ), x(t, u0), t), t ∈ T, λ ∈ R,

χ(x(t1, v
k+1)) = 0.

✭✶✸✮

➶ êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ✭✶✸✮ âûáèðàåòñÿ óïðàâëåíèå
v0 ∈ V ✳ ➹ëàâíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëàãàåìîãî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïîäáîð ïàðà✲
ìåòðà λ ∈ R íà êàæäîé èòåðàöèè ïðè k > 1 äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òåðìèíàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ✳
Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî òàêàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâóåò✳
❮à êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà ✭✶✸✮ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ pλ(t), t ∈ T çàäà÷è ✭✺✮✕✭✽✮ ïðè

v = vk(t) ôîðìèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óïðàâëåíèå

vλ(t) = uα(pλ(t), x(t, u0), t), t ∈ T.

➘ëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óïðàâëåíèÿ vλ íàõîäèòñÿ ðåøåíèå x(t, vλ), t ∈ T ñòàíäàðòíîé çàäà÷è
✃îøè

ẋ = A(x, t)vλ(t) + b(x, t), t ∈ T, x(t0) = x0.

➬íà÷åíèå ìíîæèòåëÿ ❐àãðàíæà λ ∈ R íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà ✭✶✸✮ âûáèðàåòñÿ èç óñëî✲
âèÿ âûïîëíåíèÿ òåðìèíàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ✿

χ(x(t1, v
λ)) = 0. ✭✶✹✮

➘ëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ λ ∈ R óðàâíåíèÿ ✭✶✹✮ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå óïðàâ✲
ëåíèÿ

vk+1(t) = vλ(t), t ∈ T.

❰ñîáåííîñòüþ ïðåäëàãàåìîãî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î íåïîäâèæíîé
òî÷êå ✭✶✶✮ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå òåðìèíàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ ✭✸✮ íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé óïðàâëåíèÿ✳ Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå v0 èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà ✭✶✸✮ ìîæåò íå áûòü äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì✱ ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà✳
Ñõîäèìîñòü ïðåäëàãàåìîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåãóëèðóåòñÿ âûáîðîì ïàðàìåòðà ïðîåêòè✲

ðîâàíèÿ α > 0 è ìîæåò áûòü îáîñíîâàíà íà îñíîâå ìåòîäà âîçìóùåíèé è ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ
îòîáðàæåíèé àíàëîãè÷íî ❬✶❪ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ α > 0✳



✶✹✵ ➘✳ ❰✳ ÒÐÓ❮➮❮✱ ➚✳ Þ✳ Ô➴➘❰Ð❰➶

➮òåðàöèîííûé ïðîöåññ ✭✶✸✮ ïðèìåíÿåòñÿ äî ïåðâîãî óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ u0✳ ➘àëåå ñòðîèòñÿ
íîâàÿ çàäà÷à óëó÷øåíèÿ äëÿ ïîëó÷åííîãî óïðàâëåíèÿ è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ✳ ✃ðèòåðèåì îñòà✲
íîâêè èòåðàöèé óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñòðîãîãî óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ ïî
öåëåâîìó ôóíêöèîíàëó✳
❮à îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ ôîðìèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâó✲

þùèé èòåðàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåëàêñàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðàâëåíèé✱ óäîâëå✲
òâîðÿþùèõ òåðìèíàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ✳

➬àêëþ÷åíèå Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íåëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â ðàññìàò✲
ðèâàåìîì êëàññå íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè✿
✶✳ îòñóòñòâèå òðóäîåìêîé ïðîöåäóðû âàðüèðîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè óëó÷øà✲

åìîãî óïðàâëåíèÿ✱ õàðàêòåðíîé äëÿ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ❀
✷✳ òî÷íîå âûïîëíåíèå òåðìèíàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðè✲

áëèæåíèé óïðàâëåíèÿ✳
Òî÷íîå âûïîëíåíèå òåðìèíàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà äàåò âîçìîæ✲

íîñòü ñóçèòü îáëàñòü ïîèñêà óïðàâëåíèé äî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â îòëè÷èå îò
ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ❐àãðàíæà✱ â êîòîðûõ ïîèñê îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ïî ìíîæåñòâó
äîñòóïíûõ óïðàâëåíèé✱ è ïî ìíîæåñòâó ìíîæèòåëåé ❐àãðàíæà✳ ❒åòîäû øòðàôîâ â îáùåì ñëó✲
÷àå òàêæå íå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â
ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè✳ Ñâîéñòâî äîïóñòèìî✲
ñòè óïðàâëåíèé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà äàåò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíî ïîëó÷àòü ïðèåìëåìûå íà
ïðàêòèêå óïðàâëåíèÿ ïî êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè✳
Óêàçàííûå ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ôàêòîðàìè äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➪óëäàåâ ➚✳ Ñ✳ ❒åòîäû íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà îñíîâå îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ îïòèìè✲
çàöèè óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé è ïàðàìåòðîâ ✴✴ ➶åñòíèê ➪óðÿòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳
❒àòåìàòèêà✱ èíôîðìàòèêà✳ ✷✵✶✼✳ ✶✳ Ñ✳ ✸✽✕✺✹✳

✷✳ Ñàìàðñêèé ➚✳ ➚✳✱ ➹óëèí ➚✳ ➶✳ ×èñëåííûå ìåòîäû✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✾✳

✸✳ Òðóíèí ➘✳ ❰✳ Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèé â íåëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ ñ
òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ✴✴ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå✳ ➮òîãè
íàóêè è òåõíèêè✳ Ñåðèÿ✿ Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ✳ Òåìàòè÷åñêèå îáçîðû✳ ✷✵✷✸✳ ✷✷✹✳
Ñ✳ ✶✹✷✕✶✹✾✳

Òðóíèí ➘ìèòðèé ❰ëåãîâè÷
➪óðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì✳ ➘îðæè ➪àíçàðîâà ✭➪➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ t❞♦❜s✉❅②❛♥❞❡①✳r✉

Ôåäîðîâ ➚ëåêñàíäð Þðüåâè÷
➪óðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì✳ ➘îðæè ➪àíçàðîâà ✭➪➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ♥❛✈✐✳✽✶✽❅②❛♥❞❡①✳r✉
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✹✶✕✶✹✸

Ó➘✃ ✺✶✼✳✾✼

❉❊❚❊❘▼■◆❆❚■❖◆ ❚❍❊ ❘■●❍❚ ❍❆◆❉ ❙■❉❊

❖❋ ❚❍❊ ▲■◆❊❆❘ ❊◗❯❆❚■❖◆ ❖❋ ❖❙❈■▲▲❆❚■❖◆❙

❖❋ P▲❆❚❊✲▲■❑❊ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆❙

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ❍✳ ❋✳ ●❯▲■❨❊❱✱ ❑❍✳ ■✳ ❙❊❨❋❯▲▲❆❨❊❱❆

➚ííîòàöèÿ✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢

♦♣t✐♠❛❧✐t② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡①✐st❡♥❝❡

t❤❡♦r❡♠✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧✱ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺▲✷✺✱ ✹✾❏✷✵

■t ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s (u, υ) ∈W 1
2 (Q)× L2(Ω) ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s

ρ

G
h
∂2u

∂t2
−

∂

∂x

(

h
∂u

∂x

)

−
∂

∂y

(

h
∂u

∂y

)

= υ(x, y)f(t), (x, y, t) ∈ Q, ✭✶✮

u(x, y, 0) = ϕ0(x, y),
∂u(x, y, 0)

∂t
= ϕ1(x, y), (x, y) ∈ Ω, ✭✷✮

u(0, y, t) = 0, u(x, 0, t) = 0, 0 6 x 6 a, 0 6 t 6 T,

u(a, y, t) = 0, u(x, b, t) = 0, 0 6 y 6 b, 0 6 t 6 T,
✭✸✮

T
∫

0

K(x, y, t)u(x, y, t)dt = χ(x, y), (x, y) ∈ Ω. ✭✹✮

◆♦t❡ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❧❛t❡✲❧✐❦❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❬✶❪✳ ❲❤❡r❡ (x, y) ∈
Ω = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b}✱ t ∈ (0, T )✱ Q = Ω × (0, T )✱ a✱ b✱ T ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs✱
ρ(x, y) ✐s ❛ ❞❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t (x, y)✱ G✲ ✈♦❧t❛❣❡✱ h(x, y) ✐s t❤❡ ❤❡❛t❤ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
♣❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t (x, y)✱ u(x, y, t)✲ ✐s ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t (x, y) ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t t✱

f(t) ∈ L2(0, T )✱ ϕ0(x, y) ∈
o

W 1
2 (Ω)✱ ϕ1(x, y) ∈ L2(Ω) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ K(x, y, t) ∈ L∞(Q)✱

χ(x, y) ∈ L2(Ω)✲❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❡✬❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

❝♦♥tr♦❧ υ(x, y) ✇❡❵❧❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u(x, y, t) ∈W 1
2 (Q)✱ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐❞❡♥t✐t②

∫

Q

(

−
ρ

G
h
∂u

∂t
·
∂η

∂t
+ h

∂u

∂x
·
∂η

∂x
+ h

∂u

∂y
·
∂η

∂y

)

dxdydt−

∫

Ω

ρ

G
hϕ1(x, y)η(x, y, 0)dxdy =

=

∫

Q

υ(x, y)f(t)η(x, y, t)dxdydt

✭✺✮

❢♦r ❛♥② ∀η(x, y, t) ∈W 1
2 (Q)✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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η(0, y, t) = 0,
∂η(0, y, t)

∂x
= 0, η(x, 0, t) = 0,

∂η(x, 0, t)

∂y
= 0,

η(a, y, t) = 0,
∂η(a, y, t)

∂x
= 0, η(x, b, t) = 0,

∂η(x, b, t)

∂y
= 0.

◆♦t❡✱ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✮ ❛♥❞ u(x, y, 0) = ϕ0(x, y) ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② s❡♥s❡✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✿ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

J0(υ) =
1

2

∫

Ω





T
∫

0

K(x, y, t)u(x, y, T ;υ)dt− χ(x, y)





2

dxdy, ✭✻✮

s✉❜❥❡❝t t♦ ✭✶✮✕✭✸✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ υ(x, y) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧✳ ❇② u = u(x, y, t; υ) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ υ(x, y)✳ ❆s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧s
Uad ✇❡ t❛❦❡ ❝♦♥✈❡① ❝❧♦s❡❞ s❡t ❢r♦♠ L2(Ω)✳

❲❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮✱ ✭✻✮ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✻✮ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡

Jα(υ) = J0(υ) +
α

2

∫

Ω

(υ(x, y)− ω(x, y))2dxdy, ✭✼✮

✇❤❡r❡ α > 0 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✱ ω(x, y) ∈ L2(Ω) ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ❬✷❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡✇ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮✱ ✭✼✮ ❤❛s ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①✐st❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥

♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✹✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t {υn(x, y)} ∈ Uad ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳

lim
n→∞

J(υn) = inf
υ∈Uad

J(υ).

■t ✐s ❝❧❡❛r✱ t❤❛t

‖υn(x, y)‖L2(Ω)
6 C. ✭✽✮

❚❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ υn(x, y)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥

‖un(x, y, t)‖W 1

2
(Q)

6 C. ✭✾✮

❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ t❤❛t ❛s n→ ∞

υn → υ0 weakly in L2(Ω).

un → u0,
∂un

∂t
→

∂u0

∂t
,
∂un

∂x
→

∂u0

∂x
,
∂un

∂y
→

∂u0

∂y
weakly in L2(Q).

❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss t❤❡♦r❡♠s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t un → u0 ✐s str♦♥❣ ✐♥ L2(Q)✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮✱ ❜②

υ = υn✱ u = un✱ ♣❛ss✐♥❣ t♦ ❧✐♠✐t ❛s n→ ∞ ✇❡ ❤❛✈❡
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∫

Q

(

−
ρ

G
h
∂u0

∂t
·
∂η

∂t
+ h

∂u0

∂x
·
∂η

∂x
+ h

∂u0

∂y
·
∂η

∂y

)

dxdydt−

∫

Ω

ρ

G
hϕ1(x, y)η(x, y, 0)dxdy =

=

∫

Q

υ0(x, y)f(t)η(x, y, t)dxdydt.

❍❡♥❝❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❛t u0 = u(υ0)✱ ✐✳❡✳ u0(x, y, t) ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ υ0(x, y)✳

lim
n→∞

J(υn) = inf
h∈Uad

J(υ) = J(υ0).

■t s❤♦✇s✱ t❤❛t υ0(x, y) ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✼✮✱ ✐✳❡✳ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧✳
❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞✳
▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t t♦ ✭✶✮✕✭✸✮✱ ✭✼✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥tr♦❧ υ(x, y) ∈ L2(Ω)✿

ρ

G
h
∂2ψ

∂t2
−

∂

∂x

(

h
∂ψ

∂x

)

−
∂

∂y

(

h
∂ψ

∂y

)

= K





T
∫

0

Kudt− χ



 , (x, y, t) ∈ Q,

ψ(x, y, T ) = 0,
ρ

G
h
∂ψ(x, y, T )

∂t
= 0, (x, y) ∈ Ω,

ψ(0, y, t) = 0, ψ(a, y, t) = 0, 0 6 x 6 a, 0 6 t 6 T,

ψ(x, 0, t) = 0, ψ(x, b, t) = 0, 0 6 y 6 b, 0 6 t 6 T.

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✹✮ ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤✐s ❛❞❥♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s
✉♥✐q✉❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡ W 1

2 (Q)✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✮✕✭✸✮✱ ✭✼✮ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡♥ ❢♦r t❤❡

♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ υ∗(x, y) ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②

∫

Ω





T
∫

0

ψ(x, y, t)f(t)dt+ α (υ0(x, y)− ω(x, y))



 (υ(x, y)− υ0(x, y)) dxdy > 0, ∀υ ∈ Uad.
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✹✹✕✶✹✻

Ó➘✃ ✺✶✾✳✶

×➚ÑÒ➮×❮❰ ÓÏ❰Ðß➘❰×➴❮❮Û➴ ❒❮❰➷➴ÑÒ➶➚ ➮ ❰➪❰➪Ù➴❮❮Û➴

Ï➮Ð➚❒➮➘Û Ï➚Ñ✃➚❐ß

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➚✳ ➚✳ ➪➚❐➚➹ÓÐ➚✱ ❖✳ ➶✳ ✃Ó➬Ü❒➮❮

➚ííîòàöèÿ✳ Ïîñòðîåíû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà✱ âîçíèêàþùèå ïðè îáðàùåíèè ÷àñò✲

íûõ ñëó÷àåâ îáîáùåííîé ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ ✕ ➚✲ è ➶✲ïèðàìèä ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ❒åáèóñà✳

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåõíèêè ïîëó÷åíû ïàðû îáðàòèìûõ ñîîòíîøåíèé✱ ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå êî✲

ýôôèöèåíòîâ òðåõìåðíûå êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà✳ Ïîñòðîåíî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî

äåðåâüåâ✱ ðàíãîâîïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî èìååò â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ îáîáùåííûå

ðàñùåïëåííûå ÷èñëà Øðåäåðà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî✱ îáîáùåííàÿ ïèðàìèäà Ïàñêàëÿ✱ äåðåâüÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✵✻❆✵✻✱ ✵✺❈✵✺✱ ✵✺❈✸✶✱ ✵✺❊✵✺

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➶î âòîðîì ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ áàçîâûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱
❬✷✱ ✻❪✮✳ ➶ òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû îáðàùåíèÿ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé✱ ñîäåðæàùèõ â êà÷å✲
ñòâå êîýôôèöèåíòîâ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà✱ îïèñûâàåìûå îáîáùåííîé ïèðàìèäîé Ïàñêàëÿ✱ ïî✲
ëó÷åííûå ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé â ❬✺❪✳ ➶ ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïîñòðîåíû ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûå ✭÷✳ó✳✮ ìíîæåñòâà✱ âîçíèêàþùèå ïðè îáðàùåíèè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îáîáùåííîé ïè✲
ðàìèäû Ïàñêàëÿ ✕ ➚✲ è ➶✲ïèðàìèä ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ❒åáèóñà✳ Ïîëó÷åíû àíàëîãè êîìáè✲
íàòîðíûõ òîæäåñòâ èç ❬✺❪✳ ➶ ïÿòîì ïàðàãðàôå ïîñòðîåíî ÷✳ó✳ì✳ äåðåâüåâ✱ ðàíãîâîïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèè êîòîðîãî èìåþùåå â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ îáîáùåííûå ðàñùåïëåííûå ÷èñëà Øðå✲
äåðà✱ ââåäåííûå â ❬✶❪✳

✷✳ ❰ñíîâíûå ïîíÿòèÿ✳ ❮àì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ✭ñì✳✱ íàïðè✲
ìåð✱ ❬✸❪✮✳
❰áîáùåííîé ïèðàìèäîé Ïàñêàëÿ íàçûâàåòñÿ ❬✷❪ òðåõãðàííûé ïèðàìèäàëüíûé ìàññèâ✱ ýëåìåí✲

òû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì✿

V (n, k, l) = αn,k−1,lV (n− 1, k − 1, l) + βn,k,l−1V (n− 1, k, l − 1)+

+γn,k,lV (n− 1, k, l),

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè V (0, 0, 0) = V0❀ V (n, k, l) = 0✱ åñëè min(n, k, l, n− k − l) < 0✳
Ñëåäóÿ ❬✷❪✱ ðàññìîòðèì âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè îáîáùåííîé ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ ✕ ➚✲ è ➶✲

ïèðàìèäû✱ â êàæäîì ñå÷åíèè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû îáîáùåííûå òðèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
âòîðîãî è ïåðâîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî✳
Ïóñòü α ∼ {αs}

∞
0
✱ β ∼ {βs}

∞
0
✱ γ ∼ {γs}

∞
0

✕ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè✱ êîòîðûå íàçîâåì áàçîâûìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èëè áàçàìè✳
❰áîáùåííûå òðèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà Bn

k,l
è An

k,l
ñîîòâåòñòâåííî✱

ìîæíî çàäàòü ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè✿

Bn

k,l = αn−1B
n−1

k−1,l
+ βn−1B

n−1

k,l−1
+ γn−1B

n−1

k,l
,

An

k,l = αk−1A
n−1

k−1,l
+ βkA

n−1

k,l−1
+ γkA

n−1

k,l
,

n > 1✱ 0 6 k 6 n✱ 0 6 l 6 n − k✱ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè B0

0,0
= A0

0,0
= 1; Bn

k,l
= An

k,l
= 0✱ åñëè

min(n, l, k, n− k − l) < 0✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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Ïàðîé îáðàòèìûõ ñîîòíîøåíèé íàçûâàþò ❬✸❪ ñèñòåìó ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé✿

Fn =
∑

k

ank · fk, n > 0,

fn =
∑

k

bnk · Fk, n > 0

ìåæäó ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {Fn}
∞
n=0

è {fn}
∞
n=0

✱ åñëè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ‖ank‖ è
‖bnk‖ ✕ äâóñòîðîííèå âçàèìîîáðàòíûå✳

✸✳ ❰áðàùåíèå ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé✳ ❰áîçíà÷èì Cn(α) =
n−1
∏

i=0

αi✱ àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿ✲

þòñÿ Cn(β) è Cn(γ)✳ Ïîëîæèì
α

β
∼ {αs

βs
}∞
s=0

✱ áàçû γ

β
✱ β

α
✱ γ

α
✱ α

γ
✱ β

γ
✱ α−β

β+γ
✱ β

β+γ
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëî✲

ãè÷íî✳ Ïóñòü Ãr
i,j

ñòðîÿòñÿ íà áàçàõ α✱ β

α
✱ γ

α
❀ Âr

i,j
✕ íà áàçàõ β✱ α

β
✱ γ

β
❀ Ār

i,j
✕ íà áàçàõ γ✱ β

γ
✱ α

γ
✳

❮àì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû✱ äîêàçàííûå â ❬✺❪✳

Òåîðåìà ✶✳ Ñèñòåìà ëèíåéíûõ âûðàæåíèé

ψn =
1

Cn(α)

n
∑

k=0

n−k
∑

l=0

Bn

k,l · ϕk, n > 0, ϕn =
1

Cn(α)

n
∑

k=0

n−k
∑

l=0

(−1)n−k · Ãn

k,l · ψk, n > 0

îáðàçóåò ïàðó îáðàòèìûõ ñîîòíîøåíèé✳

Òåîðåìà ✷✳ Ñèñòåìà ëèíåéíûõ âûðàæåíèé

φn =
1

Cn(β)

n
∑

l=0

n−l
∑

k=0

Bn

k,l · χl, n > 0, χn =
1

Cn(β)

n
∑

l=0

n−l
∑

k=0

(−1)n−l · Ân

l,k · φl, n > 0

îáðàçóåò ïàðó îáðàòèìûõ ñîîòíîøåíèé✳

Òåîðåìà ✸✳ Ñèñòåìà ëèíåéíûõ âûðàæåíèé

ξn =
1

Cn(γ)

n
∑

m=0

m
∑

k=0

Bn

k,m−k · ζn−m, n > 0, ζn =
1

Cn(γ)

n
∑

m=0

m
∑

k=0

(−1)m · Ān

n−m,m−k · ξn−m, n > 0

îáðàçóåò ïàðó îáðàòèìûõ ñîîòíîøåíèé✳

✹✳ ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà✳ Ïîñòðîèì ÷✳ó✳ ìíîæåñòâî è îáðàòèì ëèíåéíûå
ñîîòíîøåíèÿ ñîäåðæàùåå Bn

k,l
èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ❒åáèóñà✳

Ïóñòü An = {β0+γ0

α0
, ...,

βn−1+γn−1

αn−1
}✱ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî✱ ýëåìåíòû êîòîðîãî ✕ âåùåñòâåííûå

÷èñëà✳ Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîGn âñåõ âîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
An✳ ❮à ìíîæåñòâå Gn ââîäèì ÷àñòè÷íóþ óïîðÿäî÷åííîñòü✱ ñ÷èòàÿ✱ ÷òî x 6 y, x, y ∈ Gn åñëè
ïðîèçâåäåíèå y ñîäåðæèò êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé âõîäÿùèõ â ïðîèçâåäåíèå x✳ Òîãäà Gn

∼= Bn✱
ãäå Bn ✕ áóëåâà àëãåáðà ðàíãà n✳ Ïóñòü n(x) ÷èñëî ýëåìåíòîâ βi+γi

αi
, i = 0, n− 1 ñîîòâåòñòâåííî â

ïðîèçâåäåíèè x è ϕn(x) ôóíêöèÿ îò ýòîãî ÷èñëà✳ Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ψ(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

ψ(x) =
∑

y6x

y ϕn(y), ∀x ∈ Gn.

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ❒åáèóñà ❬✼❪ íà Gn èìååò âèä✿

x ϕn(x) =
∑

y6x

µGn
(y, x) ψ(y), ∀x ∈ Gn.

Ïóñòü Ăn

k,l
ïîñòðîåíû íà áàçàõ α, α−β

β+γ
, β

β+γ
❀ ψ(0) = ϕ0✱ ψ(k) = ψ

(

βi1
+γi1

αi1

·
βi2

+γi2

αi2

· ... ·
βik

+γik

αik

)

,

k = 1, n(x)✳ ➘îêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà✳
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Òåîðåìà ✹✳ ∀x ∈ Gn ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψ(x) è ϕn(x) îáðàçóþò ïàðó îáðàòèìûõ ñîîòíîøå✲

íèé

ψ(x) =
1

Cn(α)

n(x)
∑

k=0

n(x)−k
∑

l=0

B
n(x)

k,l
· ϕn(x)−k,

ϕn(x) =
1

Cn(α)

n(x)
∑

k=0

n(x)−k
∑

l=0

(−1)n(x)−kCk

(

α

β + γ

)

· Ăn

k,l · ψ(k).

Ïîëàãàÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà An αi ≡ 1✱ βi = 0✱ i = 0, n− 1✱ ïîëó÷èì ÷✳ó✳ ìíîæå✲
ñòâî✱ ïîñòðîåííîå â ❬✸❪✱ è èç ôîðìóë òåîðåìû ✹ ✕ èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ

÷èñåë Ñòèðëèíãà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ❬✷❪✳ ➬àäàâàÿ ìíîæåñòâî An = {α0+γ0

β0
, ...,

αn−1+γn−1

βn−1
} è

An = {α0+β0

γ0
, ...,

αn−1+βn−1

γn−1
} ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåì ✷ è ✸✳

✺✳ ➘åðåâüÿ✳ Ïóñòü n > 2, 2 6 k 6 n✳ ❰áîçíà÷èì D(n, k) ✕ ìíîæåñòâî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ
äåðåâüåâ✱ èìåþùèõ â òî÷íîñòè n êîíöåâûõ âåðøèí è k ïðèåìíèêîâ êîðíÿ✱ ó êîòîðûõ èç êàæäîé
âíóòðåííåé âåðøèíû èñõîäèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí ❬✶❪✳
➶ ❬✶❪ ââåäåíû ðàñùåïëåííûå îáîáùåííûå ÷èñëà Øðåäåðà Knmk✱ êîòîðûå îïðåäåëÿþò ÷èñëî

êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ n êîíöåâûìè âåðøèíàìè ïî ïàðàìåòðàì m ✕ êîëè÷åñòâó âíóòðåííèõ âåð✲
øèí è ❦ ✕ êîëè÷åñòâó ïðèåìíèêîâ êîðíÿ✳
➬àäàäèì íà D(n, k) áèíàðíîå îòíîøåíèå 6✳ ∀D1, D2 ∈ D(n, k) îïðåäåëèì D1 6 D2 â îäíîì èç

ñëó÷àåâ✿
à✮ D1 âîçìîæíî ïîëó÷èòü èç D2 ñîåäèíåíèåì ñîñåäíèõ âíóòðåííèõ âåðøèí✱
á✮ D1 âîçìîæíî ïîëó÷èòü èç D2 ñîåäèíåíèåì ñîñåäíèõ âíóòðåííèõ âåðøèí è êîðíÿ✱
â✮ D1 è D2 ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàíäàðòíîé ôîðìû îäèíàêîâûå ❬✶❪✳
➘îêàçàíî✱ ÷òî ìíîæåñòâî D(n, k) âìåñòå ❝ áèíàðíûì îòíîøåíèåì 6 îáðàçóåò ÷àñòè÷íî óïîðÿ✲

äî÷åííîå ìíîæåñòâî✳ Ðàíãîâîñïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ (D(n, k), 6) èìååò âèä✿

F (D(n, k), q) =
n−k
∑

i=0

Knik q
i.
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✹✼✕✶✹✽

Ó➘✃ ✺✶✵✳✻✹✸
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîàãåíòíàÿ ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé✱ èçâåñòíàÿ êàê CT LK

✭❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❚r❡❡ ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡✮✳ ✃àæäûé àãåíò ïðåäñòàâëÿåò ñâîé ñîáñòâåííûé ïóòü
âû÷èñëåíèé äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è✱ è êàæäîå íîâîå âåòâëåíèå ïîòåíöèàëüíûõ ïóòåé ïîðîæäàåò
íîâûõ àãåíòîâ✳ ❐îãèêà CT LK ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì CT L ñ äîïîëíèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè çíà✲
íèÿ✳ Ïðåäëàãàåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà äëÿ CT LK✱ îñíîâàííàÿ íà àâòîìàòàõ✳
Òàêæå îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà ôðåéìîâ CT LK è äîêàçûâàåòñÿ ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ìíîãîàãåíòíàÿ ëîãèêà✱ âåòâÿùàÿñÿ âðåìåííàÿ ëîãèêà✱ ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòè✲
êà ✃ðèïêå✱ ìåòîä ôèëüòðàöèè✱ ôèíèòíàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✵✸❇✹✹

✶✳ ➶âåäåíèå✳ Ñî÷åòàíèå âðåìåííûõ ëîãèê è ëîãèêè çíàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé
èíñòðóìåíò äëÿ ôîðìàëüíîé ïðîâåðêè ïðîãðàììíûõ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè àãåíòàìè✳ Ýòî ïîçâî✲
ëÿåò ñîçäàâàòü ìîäåëè ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ âçàèìîäåéñòâèÿ àãåíòîâ è ïðîâåðÿòü ñîîòâåòñòâóþ✲
ùèå ñâîéñòâà ñèñòåìû✱ ÷òî ïîòåíöèàëüíî ñïîñîáíî çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü êà÷åñòâî è íàäåæíîñòü
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ❬✹❪✳
Ðàçíûå ïîäõîäû ê èíòåðïðåòàöèè âíóòðåííèõ ñâîéñòâ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ è ïðîöåññîâ ñî✲

õðàíåíèÿ è ïåðåäà÷è äàííûõ ïðèâåëè ê âîçíèêíîâåíèþ îáøèðíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèé ❬✷✱✺❪✳ ➶
ñòàòüå ❬✻❪ ïðåäñòàâëåíà êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ ëîãèê íà îñíîâå èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà è òðåáîâàíèé
ê ñèñòåìå✱ äëÿ êîòîðîé ýòè ëîãèêè ïðåäíàçíà÷åíû✳ Ñâîéñòâà çíàíèé â êàæäîé òàêîé ñèñòåìå
òåñíî ñâÿçàíû ñ ýòèìè ïðåäïîëîæåíèÿìè✳ ❮àèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿ✲
åò øèðîêèé ïðèêëàäíîé ïîòåíöèàë âðåìåííûõ ëîãèê çíàíèÿ✱ êîòîðûå îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì àâòîìàòíîé èëè ðåëÿöèîííîé ñåìàíòèêè✳
❐îãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé CT L✱ à òàêæå âåòâÿùàÿñÿ âðåìåííàÿ ëîãèêà BTL ✭❇r❛♥❝❤✐♥❣✲t✐♠❡

❧♦❣✐❝✮ ❬✸❪✱ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîâèäíîñòè âðåìåííîé ëîãèêè✱ êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïè✲
ñàíèÿ ñèñòåì✱ ãäå âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ðàçâèâàåòñÿ âî âðåìåíè ñ âîçìîæíîñòüþ âåòâëåíèÿ è
âûáîðà àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé ðàçâèòèÿ✳ ❰áû÷íî CT L èìååò ñåìàíòèêó áåñêîíå÷íûõ íåäåòåðìè✲
íèðîâàííûõ àâòîìàòîâ✱ êîòîðûå ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû✱ ãäå
êàæäàÿ âåòâü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëüòåðíàòèâíûé âû÷èñëèòåëüíûé ïóòü èëè ìàðøðóò✳ Ôàêòè÷å✲
ñêè✱ äåðåâî âû÷èñëåíèé îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåñ✲
ñà✳ ➘ëÿ êàæäîé çàäà÷è✱ ãäå ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî íåêîòîðûì äåðåâîì âû÷èñëåíèé✱ ñóùåñòâóåò
ýêâèâàëåíòíàÿ ðåëÿöèîííàÿ ìîäåëü✱ êîòîðàÿ òàêæå âêëþ÷àåò âñå âîçìîæíûå âû÷èñëèòåëüíûå
àëüòåðíàòèâû è ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîé✱ òàê è ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîé íà êàæäîì ìàðø✲
ðóòå✳ ❐îãèêà CT L ïîçâîëÿåò âûðàæàòü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ñèñòåìû✱ òàêèå êàê êîððåêòíîñòü✱
áåçîïàñíîñòü è ëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü✳ ❰íà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ôîðìàëüíîé âåðèôèêàöèè
ïðîãðàììíûõ ñèñòåì è îáåñïå÷åíèÿ èõ íàäåæíîñòè è áåçîïàñíîñòè ❬✶❪✳
Ïðè äîáàâëåíèè îïåðàòîðîâ çíàíèÿ â ÿçûê ëîãèêè CT L ïîëó÷àåòñÿ ëîãèêà CT LK✱ êîòîðàÿ✱

êàê ïîêàçàíî â ❬✻❪✱ ïîëíîñòüþ íàñëåäóåò ñòðóêòóðó íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ✱ õàðàêòåðè✲
çóþùèõ CT L✳ ➶û÷èñëèòåëüíûå ìàðøðóòû â CT LK ïîëó÷àþò àãåíòíóþ èíòåðïðåòàöèþ✿ êàæäîå
íîâîå âåòâëåíèå✱ âîçíèêàþùåå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé✱ ïîðîæäàåò íî✲
âîãî àãåíòà✳ ✃àæäûé àãåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåðæàòåëÿ ñâîåãî ñîáñòâåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ✃ðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì✱ ôèíàíñèðóåìûì ❒èíîáðíàóêè ÐÔ ✭Ñîãëàøåíèå
✵✼✺✲✵✷✲✷✵✷✸✲✾✸✻✮✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✹✽ Ñ✳ ➮✳ ➪➚Ø❒➚✃❰➶✱ ✃✳ ➚✳ Ñ❒➴❐ÛÕ

ìàðøðóòà âíóòðè ìîäåëè✱ òî åñòü îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëåíèé✳ ➚ãåíò çíàåò
òîëüêî òî✱ ÷òî ïðîèñõîäèò â åãî âðåìåííîì ìàðøðóòå è íå èìååò äîñòóïà ê èíôîðìàöèè✱ äîñòóï✲
íîé äðóãèì àãåíòàì✱ çà èñêëþ÷åíèåì îáùèõ ó÷àñòêîâ ìàðøðóòà✳ ➴ñëè âîçìîæíîå ÷èñëî âåòâ✲
ëåíèé ìîäåëè íå îïðåäåëåíî çàðàíåå✱ êîëè÷åñòâî àãåíòîâ â ñèñòåìå ìîæåò áûòü ïîòåíöèàëüíî
ñ÷åòíûì✳
❮àìè ïðåäëîæåíà àëüòåðíàòèâíàÿ çàäàííîé ðàíåå ñåìàíòèêå íåäåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìà✲

òîâ ✕ ðåëÿöèîííàÿ ñåìàíòèêà✱ ïîçâîëèâøàÿ õàðàêòåðèçîâàòü èññëåäóåìóþ ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó✳
❰ïèñàíû è äîêàçàíû ñâîéñòâà òàêèõ ìîäåëåé✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ✃àðïîâÞ✳➹✳ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✳ ➶åðèôèêàöèÿ ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì✳
ÑÏá✳ ✿ ➪Õ➶✲Ïåòåðáóðã✳ ✺✻✵ ñ✳

✷✳ ❇❛s❤♠❛❦♦✈ ❙✳ ■✳✱ ❩✈❡r❡✈❛❚✳❨✉✳ ❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❧✐♥❡❛r st❡♣✲❧✐❦❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥t ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② ✴✴ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ♦❢ ▲♦❣✐❝✳ ✺✶✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✸✹✺✕✸✻✶

✸✳ ❈❧❛r❦❡❊✳▼✳✱ ❊♠❡rs♦♥❊✳❆✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s❦❡❧❡t♦♥s ✉s✐♥❣ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ t✐♠❡
t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ✴✴ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✽✶✳ Ñ✳ ✺✷✕✼✶

✹✳ ❉✐♠❛❈✳ ❘❡✈✐s✐t✐♥❣ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ❈❚▲❑ ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦♥② ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t r❡❝❛❧❧ ✴✴
❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳ Ñ✳ ✶✶✼✕✶✸✶

✺✳ ●✉❡❧❡✈❉✳ P✳✱ ❉✐♠❛❈✳✱ ❊♥❡❛❈✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣✲t✐♠❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♣❡r❢❡❝t r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ♣❛st✿
❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ◆♦♥✲❈❧❛ss✐❝❛❧ ▲♦❣✐❝s✳✳ ✷✶✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✾✸✕✶✸✶

✻✳ ❍❛❧♣❡r♥ ❏✳❨✳✱ ❱❛r❞✐▼✳❨✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t✐♠❡✳ ■✳ ▲♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ✴✴
❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✳✳ ✸✽✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✶✾✺✕✷✸✼

➪àøìàêîâ Ñòåïàí ➮ãîðåâè÷
Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò ✭ÑÔÓ✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦r❛✉❞❡r❅♠❛✐❧✳r✉

Ñìåëûõ ✃èðèëë ➚ëåêñàíäðîâè÷
Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò ✭ÑÔÓ✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❧❛stt❤❅②❛♥❞❡①✳r✉



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✹✾✕✶✺✵

Ó➘✃ ✺✶✷✳✺✹✶✳✼✱ ✺✶✷✳✺✹✳✵✺

✃❰❒➪➮❮➚Ò❰Ð❮Û➴ ❒➴Ò❰➘Û ➶ Ò➴❰Ð➮➮ ÏÐß❒ÛÕ Ð➚➬❐❰➷➴❮➮➱

➚➪➴❐➴➶ÛÕ ➹ÐÓÏÏ ➪➴➬ ✃ÐÓ×➴❮➮ß

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➴✳ ➚✳ ➪❐➚➹❰➶➴Ù➴❮Ñ✃➚ß

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàí✲
ãà ñïåöèàëüíîãî âèäà✱ îáëàäàþùèå íåèçîìîðôíûìè ïðÿìûìè ðàçëîæåíèÿìè✳ Ñ ïðèìåíåíèåì
êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà ôîðìóëèðóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé íà ÿçûêå èíâà✲
ðèàíòîâ ãðóïïû è óñëîâèÿ✱ ïðè êîòîðûõ âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîäãðóïïû èñõîäíîé ãðóïïû
ñòàáèëüíî ïðèñóòñòâóþò âî âñåõ åå âîçìîæíûõ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèÿõ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ✱ ðàíã ãðóïïû✱ ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✵✽❆✵✺✱ ✵✺❆✶✼

✶✳ ❰ñíîâíûå ïîíÿòèÿ✳ ➶ñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ✱ ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ñîäåðæàòñÿ
â ❬✶❪✳
❮àòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ðàíãîì àáåëåâîé ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ X✱ åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ

ìîùíîñòüþ åå ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû✳ Ðàíã ãðóïïû X îáîçíà÷àåòñÿ rkX✳
❐þáàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ãðóïï ðàíãà 1 íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïîé✳
➴ñëè V ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â X ✭âîçìîæíî✱ V = X✮✱ ïèøåì V ⊂ X✱ è V∗

X = {g ∈ X :
ñóùåñòâóåò n ∈ N✱ äëÿ êîòîðîãî ng ∈ V } îáîçíà÷àåò ñåðâàíòíóþ îáîëî÷êó V â X✳ Ïîäãðóïïà V

íàçûâàåòñÿ ñåðâàíòíîé ïîäãðóïïîé â X✱ åñëè V∗
X = V ✳

➚áåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ X êîíå÷íîãî ðàíãà n îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà
êàê ïîäãðóïïà ãðóïïû Q

n ✭òî åñòü ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììû ãðóïï✱ èçîìîðôíûõ àä✲
äèòèâíîé ãðóïïå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë✮✳ ❮åñìîòðÿ íà ýòî åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå✱ ñòðóêòóðà
òàêèõ ãðóïï âåñüìà ñëîæíà✱ â îñíîâíîì✱ èç✲çà íàëè÷èÿ íåèçîìîðôíûõ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé íà
íåðàçëîæèìûå ïîäãðóïïû✳
❰÷åâèäíî✱ ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ X ñîäåðæèò ✭íå åäèíñòâåííóþ ñ

òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà✮ âïîëíå ðàçëîæèìóþ ïîäãðóïïó A òîãî æå ðàíãà✱ ÷òî è X✱ òàê ÷òî
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k✱ óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ kx ∈ A✳
Ïóñòü A = A1⊕A2⊕ . . .⊕An ✕ ðàçëîæåíèå A íà ïðÿìûå ñëàãàåìûå ðàíãà 1✳ ❮å óìàëÿÿ îáùíîñòè✱
ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî âñå Ai✱ i = 1, . . . , n✱ ñåðâàíòíû â X✳
Óñëîâèå rkA = rkX îáåñïå÷èâàåò òî✱ ÷òî ôàêòîð✲ãðóïïà X/A ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ êîíå÷íî✲

ãî ïîðÿäêà è íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â îáùåì ñëó÷àå✳ Òðåáîâàíèå êîíå÷íîñòè ãðóïïû X/A

ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ íîâîãî êëàññà òàê íàçûâàåìûõ ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïï✳
Ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïàX ✕ ýòî àáåëåâà ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà✱ ñîäåð✲

æàùàÿ âïîëíå ðàçëîæèìóþ âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîäãðóïïó A✱ òàê ÷òî X/A ✕ êîíå÷íàÿ
ãðóïïà✳
➴ñëè✱ ê òîìó æå✱ X/A ✕ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà✱ òî X íàçûâàåòñÿ ❝rq✲ãðóïïîé ñ ðåãóëÿòîðîì A

✭òî åñòü ïî÷òè âïîëíå ðàçëîæèìîé ãðóïïîé ñ öèêëè÷åñêèì ðåãóëÿòîðíûì ôàêòîðîì✮✳
➶ïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ τ ✲îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò A(τ)✱

ãäå A(τ) ∼= nττ ✭ïðÿìàÿ ñóììà nτ êîïèé ãðóïïû τ ✱ ãäå Z ⊂ τ ⊂ Q✱ òî åñòü A =
⊕

τ∈Tcr(A)
A(τ)

è n = rkX = rkA =
∑

τ∈Tcr(A)
nτ ✮✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî ìíîæåñòâî Tcr(A) êðèòè÷åñêèõ òèïîâ

ãðóïïû A ñîñòîèò èç ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ òèïîâ✱ êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäêîëüöà
â Q✱ ñîäåðæàùèå Z✳ Òîãäà ãðóïïû A è X íàçûâàþòñÿ áëî÷íî✲æåñòêèìè ✭èëè æåñòêèìè✱ åñëè
rkA(τ) = 1 äëÿ âñåõ τ✮✳

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ✭ïðîåêò ➑ ✷✷✲✷✶✲✵✵✷✻✼✮✳
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✷✳ ✃ëàññèôèêàöèÿ è ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ áëî÷íî✲æåñòêèå ❝rq✲ãðóïïû ñ
ðåãóëÿòîðîì A✱ äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáîòàíà êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé✳ ❰áîçíà÷èì
T = Tcr(A)✳
Ïóñòü X = 〈A, b〉 ãäå A ✕ ðåãóëÿòîð â X è b ∈ X ✕ ýëåìåíò✱ óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ eb = a

äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A✱ òî åñòü b + A ✕ îáðàçóþùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîé ãðóïïû X/A✱ òîãäà
eb =

∑

τ∈T vτ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ vτ ∈ A(τ)✳ Ïóñòü : A 7−→ A/eA = A

îáîçíà÷àåò åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì✳ ➶âåäåì â ðàññìîòðåíèå ÷èñëà mτ = mτ (X) = |vτ | = |vτ +
eA| ✭åñëè τ /∈ Tcr(X)✱ ïîëàãàåì mτ = 1✮✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ÷èñëà mτ ✱ τ ∈ Tcr(X)✱
íå çàâèñÿò îò âûáîðà ýëåìåíòà b✱ ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ãðóïïû X✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱
÷òî ÷èñëî e ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ è ëþáîé åãî ïðîñòîé äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ðîâíî äâóõ
èíâàðèàíòîâ ãðóïïû X✳
➘ëÿ êëàññèôèêàöèè àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà è èõ ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé

èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ïî÷òè èçîìîðôèçìà ✭îáîçí✳ ∼=nr✮✱ ýêâèâàëåíòíîñòè✱ êîòîðàÿ ñëàáåå✱ ÷åì
èçîìîðôèçì ✭∼=✮✱ íî ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàåò ñâîéñòâà ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé✱ à èìåííî✱
åñëè X1 ⊕X2 ⊕ . . .⊕Xk = X ∼=nr Y ✱ òî ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå Y = Y1 ⊕ Y2 ⊕ . . .⊕ Yk✱ òàêîå ÷òî
Xi

∼=nr Yi äëÿ âñåõ i✳
Òåîðåìà ✶ ✭✃ðèòåðèé ïî÷òè èçîìîðôèçìà ❝rq✲ãðóïï✮✳ Ïóñòü X è Y ✕ áëî÷íî✲æåñòêèå ❝rq✲

ãðóïïû ñ ðåãóëÿòîðîì A✳ Òîãäà X ∼=nr Y òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà mτ (X) = mτ (Y ) äëÿ âñåõ
òèïîâ τ ∈ T ✳
Òåîðåìà ✷ ✭✃îìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé ❝rq✲ãðóïï✮✳ Ïóñòü X

✕ áëî÷íî✲æåñòêàÿ ❝rq✲ãðóïïà êîëüöåâîãî òèïà✳ ➴ñëè X = X1 ⊕X2 ⊕ . . .⊕Xt ⊕Xt+1✱ ãäå Xt+1 ✕
âïîëíå ðàçëîæèìà (rkXt+1 > 0)✱ ïðè ýòîì Xi ✕ æåñòêèå íåðàçëîæèìûå ❝rq✲ãðóïïû ñ èíâàðè✲
àíòàìè mτi = mτ (Xi)✱ i = 1, . . . , t✱ òîãäà äëÿ âñåõ òèïîâ τ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ✿

✶✮ mτ (X) =
∏

t

i=1
mτi✱ ãäå mτi è mσj ✕ âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà ïðè i 6= j❀

✷✮ |{i : mτi > 1}| 6 rk(X(τ))❀
✸✮ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , t íå ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèÿ Tcr(Xi) = T i

1
∪ T i

2
òàêîãî✱ ÷òî

GCD(mσi,mτi) = 1✱ åñëè σ ∈ T i
1
è τ ∈ T i

2
✳

➶ ïîñòðîåíèè ❝rq✲ãðóïï ñ çàðàíåå îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè ïðÿìûõ ðàçëîæåíèé áîëüøóþ
ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ✑ñòàáèëüíûå ïîäãðóïïû✑✱ êàæäàÿ èç êîòîðûõ✱ ñ òî÷íîñòüþ äî ïî✲
÷òè èçîìîðôèçìà✱ ïðèñóòñòâóåò â êà÷åñòâå âïîëíå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîäãðóïïû êàêîãî✲ëèáî
íåðàçëîæèìîãî ñëàãàåìîãî äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ èñõîäíîé ãðóïïû✳ ➮ìå✲
åòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìàêñèìàëüíûõ ñòàáèëüíûõ ïîäãðóïï✱ ïðèìåíÿåìûõ â òåîðèè ðàçëè÷íûõ
ìíîãîñëîéíûõ ñèñòåì✿
Òåîðåìà ✸ ✭❰ ìàêñèìàëüíûõ ñòàáèëüíûõ ïîäãðóïïàõ ❝rq✲ãðóïï✳✮✳ Ïóñòü X ✕ áëî÷íî✲æåñòêàÿ

❝rq✲ãðóïïà ñ ðåãóëÿòîðîì A✳ Ïóñòü W = (
⊕

τ∈T ′ A(τ))∗
X äëÿ íåêîòîðîãî T ′ ⊂ Tcr(A)✱ è â ðàç✲

ëîæåíèè W = G ⊕H ïîäãðóïïà G ✕ æåñòêàÿ✱ óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì✿ Tcr(G) = Tcr(W ) è
mτ (G) = mτ (W ) äëÿ âñåõ τ ✳ Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñòàáèëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû X✱
åñëè T ′ = Tcr(G) ✕ ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî â Tcr(A)✱ óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì✿

✶✮ äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ T ′ = T ′
1
∪ T ′

2
âûïîëíåíî✱ ÷òî GCD(mσ(X),mτ (X)) 6= 1✱ åñëè σ ∈ T ′

1
è

τ ∈ T ′
2
❀

✷✮ åñëè GCD(mσ(X),mτ (X)) 6= 1✱ òî rkA(τ) = 1 èëè rkA(σ) = 1 ✭èëè rkA(τ) = rkA(σ) = 1)❀
✸✮ äëÿ ìíîæåñòâà T0 = {τ ∈ T ′ : rkA(τ) = 1}✱ âõîäÿùåãî â T ′✱ âûïîëíåíî óñëîâèå✱ àíàëîãè÷íîå

óñëîâèþ ✶✮ äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà T ′✱ à èìåííî✿ ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè T0 = T1 ∪ T2 âåðíî✱ ÷òî
GCD(mσ(X),mτ (X)) 6= 1✱ åñëè σ ∈ T1 è τ ∈ T2✳
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåõíîëîãèè✱ â êîòîðîé òåñòèðîâàíèå âû✲

ñòóïàåò èíñòðóìåíòîì äèàãíîñòèêè✱ îáó÷åíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ ó ñòóäåíòîâ íåîáõîäèìûõ êîìïå✲

òåíöèé✳ ➶ ýòîì ñëó÷àå íàñóùíîé îêàçûâàåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ òåñòîâ✱ óäîâëåòâîðÿþùèõ

îïðåäåë➻ííûì õàðàêòåðèñòèêàì✳ Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âîçìîæíîñòåé

ñèñòåìû ▲▼❙ ▼♦♦❞❧❡ äëÿ àíàëèçà êà÷åñòâà òåñòîâûõ çàäàíèé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ òåñòèðîâàíèå✱ òåñòîâûå çàäàíèÿ✱ êðèòåðèè êà÷åñòâà✱ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàê✲

òåðèñòèêè✱ äèàãíîñòèêà✱ îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✼P▼✶✵✱ ✾✼❯✺✵

✶✳ ❒îäåëèðîâàíèå òåñòà ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè✳ ➮ñïîëüçîâàíèå â ó÷åáíîì ïðîöåññå
óíèâåðñèòåòà ñèñòåìû ▲▼❙ ▼♦♦❞❧❡ ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü òåõíîëîãèþ✱ â êîòîðîé òåñòèðîâàíèå
âûñòóïàåò íå òîëüêî ñðåäñòâîì âûÿâëåíèÿ è îöåíêè óðîâíÿ ó÷åáíûõ äîñòèæåíèé✱ íî è êàê èí✲
ñòðóìåíò îáó÷åíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ çàäàííûõ êîìïåòåíöèé✳
Ïðè ýòîì âàæíåéøèìè òðåáîâàíèÿìè✱ ïðåäúÿâëÿåìûìè ê òåñòîâûì ìàòåðèàëàì✱ ÿâëÿþòñÿ

òî÷íîñòü îöåíêè âûáðàííîãî ïàðàìåòðà è îáúåêòèâíîñòü ïîëó÷àåìûõ âûâîäîâ✳ ❰÷åâèäíî✱ ÷òî
äëÿ ñîçäàíèÿ êà÷åñòâåííûõ òåõíîëîãèé íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäèêè✱ à ñàìè
òåñòû äîëæíû îòâå÷àòü îïðåäåëåííûì ñòàòèñòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì✳
Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñòàòèñòè÷åñêèõ òåîðèé ✭ÑÒ✮✱ ïðèìåíÿÿ êîòîðûå ìîæíî îáîñíîâûâàòü

êà÷åñòâî ìîäåëèðóåìûõ òåñòîâ✳ ➚ïïàðàò ñîâðåìåííîé òåîðèè òåñòîâ ✭■t❡♠ ❘❡s♣♦♥s❡ ❚❤❡♦r②✮ îáû÷✲
íî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ áîëüøèõ âûáîðîê èñïûòóåìûõ ✭áîëåå ✶✵✵✵ ÷åëîâåê íà âàðèàíò✮ è òðåáóåò
çíà÷èòåëüíûõ òðóäîçàòðàò ïðè îáðàáîòêå è èíòåðïðåòàöèè äàííûõ äëÿ êîððåêöèè òåñòîâ✳ Ñî✲
ãëàñíî ýòîé òåîðèè✱ âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî îòâåòà èñïûòóåìîãî íà çàäàíèå òåñòà ðàññìàòðèâà✲
åòñÿ êàê ôóíêöèÿ✱ çàâèñÿùàÿ îò ëàòåíòíûõ ïàðàìåòðîâ✿ óðîâíÿ ïîäãîòîâëåííîñòè èñïûòóåìîãî
è ìåðû òðóäíîñòè çàäàíèÿ✳ ➬íà÷èòåëüíî ÷àùå èñïîëüçóþò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ ✭ÑÒ✮✱ îñîáåííî
ïðè íåáîëüøèõ âûáîðêàõ â ✺✵✕✶✵✵ ÷åëîâåê íà êàæäûé âàðèàíò òåñòà✳ Ðàñøèðåííûé âàðèàíò ýòîé
òåîðèè ðåàëèçîâàí â ▲▼❙ ▼♦♦❞❧❡✳
▲▼❙ ▼♦♦❞❧❡ ✭▼♦❞✉❧❛r ❖❜❥❡❝t✲❖r✐❡♥t❡❞ ❉②♥❛♠✐❝ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮ ✕ ìîäóëüíàÿ îáúåêòíî✲

îðèåíòèðîâàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ó÷åáíàÿ ñðåäà✱ ðàñïðîñòðàíÿåìàÿ êàê ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ñ
îòêðûòûì êîäîì✱ ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü òåñò ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè✳ Ïðè ìîäåëèðîâàíèè
òàêîãî òåñòà êîíòðîëü êà÷åñòâà âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ öåëîãî ðÿäà ñòàòèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ïî
êàæäîìó çàäàíèþ â îòäåëüíîñòè è ïî èõ ñîâîêóïíîñòè✳

✷✳ ✃ðèòåðèè êà÷åñòâà òåñòîâûõ çàäàíèé✳ ➶ ïðåäûäóùåì èññëåäîâàíèè àâòîðîâ ❬✹❪ áû✲
ëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à✿ âëèÿåò ëè ðåçóëüòàò êîíòðîëüíîãî òåñòà íà óñïåøíîñòü ñäà÷è ýêçàìåíà
ïî äèñöèïëèíå❄ ➘ëÿ îöåíêè òåñíîòû ñâÿçè ìåæäó ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêîé è òåñòîâûì áàë✲
ëîì ïÿòèäåñÿòè ñòóäåíòîâ âû÷èñëåí òî÷å÷íûé áèñåðèàëüíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè✱ çíà÷å✲
íèå êîòîðîãî ïîäòâåðæäàåò íàëè÷èå ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîé ñâÿçè ìåæäó àíàëèçèðóåìûìè ïî✲
êàçàòåëÿìè✳ ❰äíàêî✱ áîëüøàÿ âàðèàáåëüíîñòü òåñòîâîãî áàëëà â ãðóïïàõ ñòóäåíòîâ✱ ïîëó÷èâøèõ

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✺✷ ➶✳ Ñ✳ ➬➚Õ➚Ð×➴❮✃❰✱ Ò✳ ➹✳ ÒÞÐ❮➴➶➚

➽óäîâëåòâîðèòåëüíî➾ è ➽õîðîøî➾ íà ýêçàìåíå ïîçâîëèëè ïðåäïîëîæèòü✱ ÷òî íåêîòîðûå âîïðîñû
êîíòðîëüíîãî òåñòà íóæäàþòñÿ â êîððåêòèðîâêå èëè✱ äàæå✱ çàìåíå✳
Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè✱ ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü êà÷åñòâî òåñòîâûõ çàäà✲

íèé✳ ➶ Òàáëèöå ✶ ïðèâåäåíû ïîêàçàòåëè✱ ïîëó÷åííûå ïðè ðåàëüíîì êîíòðîëüíîì òåñòèðîâàíèè
ñòóäåíòîâ ➮❒➮Ò ïî êîíêðåòíîé äèñöèïëèíå✳

Òàáëèöà ✶✳ Ïîêàçàòåëè êîíòðîëüíûõ òåñòèðîâàíèé ïî äèñöèïëèíå ➽➚ëãåáðà➾✱
ïðîâåäåííûå â âåñåííåì ñåìåñòðå ✷✵✷✷✲✷✸ ó÷✳ã✳ â ➮❒➮Ò ➮➹Ó

Òåñòèðîâàíèå Ðåçóëüòàòû äî Ðåçóëüòàòû ïîñëå

êîððåêöèè âîïðîñîâ êîððåêöèè âîïðîñîâ
òåñòà òåñòà

Ñðåäíÿÿ îöåíêà ✻✶ ✺✷
❒åäèàíà îöåíîê ✻✷ ✺✹
Ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ✶✻ ✶✵
❰öåíêà àñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ✲✵✳✵✺ ✵✳✶
❰öåíêà ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñöåññà ✵✳✶✷ ✵✳✵✷
Ñòàòèñòèêà âîïðîñîâ òåñòà

✃îýôôèöèåíò âíóòðåííåé ñîãëàñîâàííîñòè ✺✽ ✽✾
Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ✶✵ ✺
✪ çàäàíèé✱ èíäåêñ ë➻ãêîñòè êîòîðûõ
âûøå ✽✵✪ ✶✼ ✵
✪ çàäàíèé✱ ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå
êîòîðûõ íèæå ✸✵✪ ✵ ✵
✪ çàäàíèé✱ èíäåêñ äèñêðèìèíàöèè êîòîðûõ
ìåíüøå èëè ðàâåí ✸✵✪ ✸✵ ✵

➚íàëèç çíà÷åíèé✱ ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå✱ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû✿
• â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî îáðàùàòü âíèìàíèå íà èíôîðìàöèþ î êà÷åñòâå è âàëèäíîñòè

òåñòîâûõ âîïðîñîâ❀
• åñëè êîýôôèöèåíò íàäåæíîñòè íèæå ✼✵✪✱ òî íàäåæíîñòü òåñòà ñ÷èòàåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëü✲

íîé è íåêîòîðûå òåñòîâûå ìàòåðèàëû íåîáõîäèìî çàìåíèòü❀
• ñëåäóåò èñêëþ÷èòü âîïðîñû✱ íå îáëàäàþùèå äîñòàòî÷íîé äèôôåðåíöèðóþùåé ñïîñîáíîñòüþ❀
• íå èìååò ñìûñëà èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ èñïûòàíèé äëÿ îöåíêè óðîâíÿ ïîäãîòîâ✲

ëåííîñòè ñòóäåíòà✱ åñëè äèàãíîñòè÷åñêèå ìàòåðèàëû íå óäîâëåòâîðÿþò çàäàííîé íàäåæíîñòè✳
➶ çàêëþ÷åíèè ñòîèò îòìåòèòü✱ ÷òî ïÿòèáàëëüíàÿ øêàëà îöåíêè çíàíèé îáó÷àåìîãî✱ ïðèìå✲

íÿåìàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Ðîññèè✱ áåçóñëîâíî✱ ïðîñòà è ïðèâû÷íà✱ íî èìååò è ñóùåñòâåííûå
íåäîñòàòêè ❬✸❪✳ Òåñòû✱ îáëàäàþùèå âûñîêèìè âàëèäíîñòüþ è íàäåæíîñòüþ✱ ïîçâîëÿþò ïîâû✲
ñèòü ýôôåêòèâíîñòü äèàãíîñòèêè ó÷åáíîãî ïðîöåññà✱ ðåàëèçîâàòü êà÷åñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé
êîíòðîëü✱ ïîñòðîèòü àëãîðèòì èíäèâèäóàëüíîé îáðàçîâàòåëüíîé òðàåêòîðèè îáó÷åíèÿ✳ ➘ëÿ ðå✲
øåíèÿ ïðîáëåìû êà÷åñòâà êîíòðîëüíî✲èçìåðèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ òåñòèðîâàíèÿ✱ êîíå÷íî✱ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ èíôîðìàöèþ✱ êîòîðóþ ïðåäñòàâëÿåò ▲▼❙ ▼♦♦❞❧❡✱ íî äëÿ îöåíêè
íàäåæíîñòè òåñòîâ ïðè îöåíêå çíàíèé îáó÷àåìûõ íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå è äðóãèå ìåòîäû è
ìîäåëè✳ Øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðåòåñòîâûé ìåòîä✱ ìåòîä ïàðàëëåëüíûõ ôîðì✱ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ
òåñòà ❬✷❪✱ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ➹✳Ðàøà ❬✶❪ è äð✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➹îðáóíîâà ❐✳ ➹✳ Ïðîáëåìà êà÷åñòâà êîíòðîëüíî✲èçìåðèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ ïåäàãîãè÷åñêîãî òåñòèðî✲
âàíèÿ ✴✴ ×åëîâåê è îáðàçîâàíèå ✭➚êàäåìè÷åñêèé âåñòíèê ➮íñòèòóòà îáðàçîâàíèÿ âçðîñëûõ Ðîññèé✲
ñêîé àêàäåìèè îáðàçîâàíèÿ✮✳ ✷✵✵✾✳ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✷✵✹✕✷✵✽✳

✷✳ ❒îðîç ❐✳ Ñ✳ ❒åòîäû îïðåäåëåíèÿ íàäåæíîñòè è âàëèäíîñòè òåñòîâ äëÿ êîíòðîëÿ çíàíèé ✴✴ Òðóäû
➪➹ÒÓ✳ Ñåðèÿ ✸✱ Ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè è èíôîðìàòèêà ✷✵✶✵✳ ➑ ✻✳ Ñ✳ ✶✼✻✕✶✼✾✳



❒❰➘➴❐➮Ð❰➶➚❮➮➴ Ò➴ÑÒ❰➶ ➶ ▲▼❙ ▼❖❖❉▲❊ ✶✺✸

✸✳ Ðîìàíîâ ➶✳ Ï✳✱ Ñîêîëîâà ❮✳ ➚✳ ➶åðîÿòíîñòíî✲ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä ïñèõîëîãî✲ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëå✲
äîâàíèé✳ ❒✳ ✿ ❐àäîìèð✱ ✷✵✶✷✳ ✶✹✹ ñ✳

✹✳ Òþðíåâà Ò✳ ➹✳✱ ➬àõàð÷åíêî ➶✳ Ñ✳ ❰ïûò èñïîëüçîâàíèÿ òåñòîâûõ ìàòåðèàëîâ ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòè✲
÷åñêèì äèñöèïëèíàì â âóçå ✴✴ Ïðîáëåìû ó÷åáíîãî ïðîöåññà â èííîâàöèîííûõ øêîëàõ ✿ ñá✳ íàó÷✳ òð✳
✷✵✷✷✳ ➑ ✷✺✳ Ñ✳ ✶✵✽✕✶✶✻✳

➬àõàð÷åíêî ➶àðâàðà Ñåðãååâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ✈❛r✈❛r❛③❅❜❦✳r✉

Òþðíåâà Òàòüÿíà ➹åííàäüåâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ tt❣✺✶❅r❛♠❜❧❡r✳r✉



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✺✹✕✶✺✻

Ó➘✃ ✵✵✹✳✹✷✹✳✻✷✱ ✺✶✾✳✷✹✽

➚❐➹❰Ð➮Ò❒ Ï❰ÑÒÐ❰➴❮➮ß Ñ❐Ó×➚➱❮ÛÕ ÑÒÐ❰✃ Ï❰ ➬➚➘➚❮❮❰❒Ó

Ð➴➹Ó❐ßÐ❮❰❒Ó ➶ÛÐ➚➷➴❮➮Þ

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ✃✳ ➘✳ ✃➮Ð➮×➴❮✃❰✱ Ý✳ Ï✳ Ò✃➚×➴❮✃❰

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñèìâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî✲

ñòåé ïî ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ✱ çàäàííîìó ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ðåãóëÿðíûõ îïåðà✲

öèé è èíòåðâàëüíîãî êâàíòèôèêàòîðà✳ ➘àííûé àëãîðèòì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè òåñòèðîâàíèè

ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ìåòîäîâ äëÿ ïîèñêà è ïðåîáðàçîâàíèÿ òåêñòîâîé èíôîðìàöèè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ êîíå÷íûå àâòîìàòû✱ ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ✱ ñëó÷àéíûå ñòðîêè✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✻✽❘✵✺✱ ✻✽❲✷✵

✶✳ ✃îíå÷íûå àâòîìàòû è ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ✳ Òåîðèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ íà÷àëà
ðàçðàáàòûâàòüñÿ â ñîðîêîâûõ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà êàê èíñòðóìåíò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàç✲
ëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè✱ â ïåðâóþ î÷åðåäü â áèîëîãèè✳ ➘åñÿòèëåòèåì ïîçæå ïîíÿòèå àâòîìàòà
ñòàëî îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â îáëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è îñòàåòñÿ èì äî ñèõ
ïîð✳ ➶àæíîé ïðèêëàäíîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ÿâëÿåòñÿ èõ èñïîëüçîâàíèå
äëÿ çàäàíèÿ ÿçûêîâ✱ êàê ìíîæåñòâ ñëîâ íàä íåêîòîðûì êîíå÷íûì àëôàâèòîì ❬✷❪✳
Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî àâòîìàòà✱ êàê àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû✱ îäíàêî✱ çäåñü ìû

áóäåì ñ÷èòàòü✱ ÷òî êîíå÷íûé àâòîìàò ✕ ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ðàçìåòêîé íà ðåáðàõ✳
✃àæäîå ðåáðî ïîìå÷àåòñÿ îäíèì ïðîèçâîëüíûì ñèìâîëîì èç çàäàííîãî àëôàâèòà òåðìèíàëü✲
íûõ ✭âõîäíûõ✮ ñèìâîëîâ✱ ëèáî îñîáûì ñèìâîëîì ǫ✱ îáîçíà÷àþùèì ïóñòîå ñëîâî✳ ✃ðîìå òîãî✱ â
ãðàôå âûäåëÿåòñÿ äâå âåðøèíû✿ èñòîê è ñòîê✱ ✕ ïðè÷åì✱ íå ñóùåñòâóåò ðåáåð✱ âåäóùèõ â èñòîê✱
è íå ñóùåñòâóåò ðåáåð✱ âûõîäÿùèõ èç ñòîêà✳
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïóòåé èç èñòîêà â ñòîê✳ ➶ îáùåì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî ñ÷åòíîé ìîù✲

íîñòè✳ ✃àæäîìó ïóòè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ñëîâî íàä àëôàâèòîì òåðìè✲
íàëüíûõ ñèìâîëîâ✳ ➘ëÿ ýòîãî ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèøåì âñå ñèìâîëû✱ êðîìå ǫ✱ èç ïîìåòîê ðåáåð✱
âõîäÿùèõ â ïóòü✳ ❒íîæåñòâî ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì ñëîâ íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì✱ ïîðîæäåííûì
àâòîìàòîì✳ ßçûê íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì✱ åñëè îí ìîæåò áûòü ïîðîæäåí íåêîòîðûì àâòîìàòîì✳
➘âà àâòîìàòà íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè✱ åñëè îíè ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå ÿçûê✳
❰ñíîâíûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ áûëè ïîëó÷åíû Ñ✳ ✃✳ ✃ëèíè â ïÿòèäåñÿòûõ

ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà✳ Ðàññìîòðèì êëàññ ýëåìåíòàðíûõ àâòîìàòîâ✱ êîòîðûå ñîäåðæàò äâå âåðøèíû
✭èñòîê è ñòîê✮ è îäíî ðåáðî îò èñòîêà ê ñòîêó✳ Òàêîé àâòîìàò ìîæíî îáîçíà÷èòü îäíèì ñèìâîëîì
èç ïîìåòêè ðåáðà✳ ➘àëåå îïðåäåëèì òðè îïåðàöèè íàä àâòîìàòàìè ✭è ÿçûêàìè✮✿ êîíêàòåíàöèÿ✱
îáúåäèíåíèå è çàìûêàíèå✳
✃ëèíè äîêàçàë✱ ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ìîæíî ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé êîíå÷íûé

àâòîìàò✱ ïðèìåíÿÿ òðè óêàçàííûõ îïåðàöèè ê êëàññó ýëåìåíòàðíûõ àâòîìàòîâ ❬✸❪✳ Òàêèì îáðà✲
çîì✱ ñòàëî âîçìîæíî çàïèñûâàòü ôàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå àâòîìàòû â âèäå àëãåáðà✲
è÷åñêèõ âûðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëîâ òåðìèíàëüíîãî àëôàâèòà✱ îïåðàòîðîâ è ñêîáîê✳
Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèå ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé✳
➶ áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà çàäàííûõ ôðàã✲

ìåíòîâ â òåêñòå ñ èõ ïîñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì✳ Òàêèì îáðàçîì✱ íà âõîä àëãîðèòìó✱ êîòîðûé
íàçûâàþò ïàðñåðîì✱ ïîñòóïàåò ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå è íåêîòîðàÿ ñèìâîëüíàÿ ñòðîêà✳ Ïàðñåð
ñîçäàåò ðàçìåòêó ñòðîêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì✳ Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ
ñïîñîáà ðàçðàáîòêè ïàðñåðîâ✿ ➘✃➚✱ îñíîâàííûé íà òåõíèêå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✱

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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è ❮✃➚✱ ðåàëèçóþùèé ìåòîä ïåðåáîðà ñ âîçâðàòàìè✳ Ïî ðÿäó ïðè÷èí â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñ✲
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ❮✃➚✳ Ïðè ýòîì ïðîãðàììèñò äîëæåí èçáåãàòü óãðîçû êîìáèíàòîðíîãî âçðûâà
ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ïóòåì ïðàâèëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ ❬✶❪✳
➶ õîäå ðàáîòû ìåòîä ❮✃➚ õðàíèò öåïî÷êó ïðîéäåííûõ ñîñòîÿíèé êîíå÷íîãî àâòîìàòà✳ ❮à

êàæäîì øàãå ìåòîä ðàññìàòðèâàåò ïîñëåäíåå ñîñòîÿíèå â öåïî÷êå è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðÿåò
âñå ðåáðà✱ âûõîäÿùèå èç íåãî✳ Ïåðåõîä âîçìîæåí✱ åñëè òåêóùèé ñèìâîë ðàçáèðàåìîé ñòðîêè
ñîâïàäàåò ñ ñèìâîëîì✱ êîòîðûì ïîìå÷åíî ðåáðî✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ìîæíî ñêàçàòü✱ ÷òî äëÿ êàæäîãî
ðåáðà âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëåííûé ëîãè÷åñêèé ïðåäèêàò✱ è â ñëó÷àå åãî èñòèííîñòè ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä✳
Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò íàì ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü îïðåäåëåíèå àâòîìàòà✱ èñïîëüçóÿ äëÿ

ðàçìåòêè ðåáåð íå îäèíî÷íûé ñèìâîë✱ à íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò✱ âîçìîæíî✱ èç îïðå✲
äåëåííîãî çàðàíåå êëàññà✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ìåòîä ❮✃➚ ïîçâîëÿåò ââîäèòü â ñèíòàêñèñ ðåãóëÿðíûõ
âûðàæåíèé íîâûå îïåðàöèè✱ â òîì ÷èñëå äàæå âûõîäÿùèå çà ðàìêè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðå✲
ãóëÿðíûõ ÿçûêîâ✳ Ïîýòîìó ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ✱ èñïîëüçóåìûå â ïðîãðàììèðîâàíèè ìîãóò
ñîäåðæàòü îïåðàöèè✱ êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ìà✲
òåìàòè÷åñêîé òåîðèè✱ òî åñòü äëÿ ÿçûêà✱ ïîðîæäåííîãî òàêèì ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì áóäåò
íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü êëàññè÷åñêèé êîíå÷íûé àâòîìàò✳

✷✳ Ïîñòðîåíèå ñëó÷àéíûõ ñòðîê ïî ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ✳ Ïðè òåñòèðîâàíèè ïðî✲
ãðàìì✱ ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îáðàáîòêè ñòðîê✱ âîçíèêàåò çàäà÷à ïîäãîòîâêè íàáîðà òåñòîâ✳ Ïî✲
ñêîëüêó òåñòèðîâàíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå ïðîâåðêó ïðîèçâîäèòåëüíîñòè✱ ÷àñòü òåñòîâ äîëæíà
èìåòü äîñòàòî÷íî áîëüøóþ äëèíó✳ Ïîñòðîåíèå òàêèõ òåñòîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì✱
ïîýòîìó ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé àâòîìàòè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíûõ òåñòîâ ïî çàäàííîìó
øàáëîíó✱ êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ✳ ➘ëÿ ãåíåðàòîðà òåñòîâ óêàçû✲
âàåòñÿ òðåáóåìàÿ äëèíà òåñòîâûõ ñòðîê è ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ✳
❐îãè÷íûì âûãëÿäèò òðåáîâàíèå î ðàâíîìåðíîé ñëó÷àéíîñòè âûáîðà òåñòîâîé ñòðîêè èç ìíî✲

æåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ñòðîê✳ ❰äíàêî✱ îñóùåñòâèòü åãî â òàêîì âèäå îêàçàëîñü ñëèøêîì ñëîæíî✱
ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîãî ñëîâà β îïðåäåëÿëàñü ïî ôîðìóëå

P (β) =
ν(β)

∑

α∈An

ν(α)

➬äåñü ν(β) ✕ êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçìåòèòü ñëîâî β ïî çàäàííîìó ðåãóëÿðíîìó âûðàæåíèþ✳
➘ëÿ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé✱ òðàíñëèðóåìûõ â êîíå÷íûå àâòîìàòû ν(β) ✕ êîëè÷åñòâî ïóòåé â
ãðàôå✱ ñîîòâåòñòâóþùèõ β✳ ➴ñëè êàæäîå âîçìîæíîå ñëîâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì✱ òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé áóäåò ðàâíîìåðíûì✳
Ïðè ïîñòðîåíèè âûðàæåíèé äëÿ ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ òåñòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå ñòàí✲

äàðòíûå ðåãóëÿðíûå îïåðàöèè✱ à òàêæå óñëîâíî ðåãóëÿðíûé èíòåðâàëüíûé êâàíòèôèêàòîð ïîâòî✲
ðà α{a, b}✱ êîòîðûé çàäàåò êîíêàòåíàöèþ íå ìåíåå a è íå áîëåå b ñëîâ èç ÿçûêà äëÿ âûðàæåíèÿ α✳
➶ ïðèíöèïå ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç îáúåäèíåíèå è êîíêàòåíàöèþ ðåãóëÿðíûõ
ÿçûêîâ✱ ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ êîíå÷íûé àâòîìàò✱ îäíàêî✱ ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ a è b òàêîé àâòîìàò ïîëó÷èòñÿ ñëèøêîì ãðîìîçäêèì✱ ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ðåàëèçîâàòü
ýòó îïåðàöèþ êàê ðåãóëÿðíóþ íå ïîëó÷àåòñÿ✳
➹åíåðàöèÿ ñëó÷àéíûõ ñòðîê ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà✳ ❮à ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå

çíà÷åíèé c(α, i) ✕ êîëè÷åñòâî ñëîâ äëèíû i✱ ïðèíàäëåæàùèõ ÿçûêó ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ α✳ Òî✲
ãäà îïðåäåëèì f(α) =

∑∞
i=0

c(α, i)zi ✕ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ðÿäà c(α, i)✳ ➘ëÿ ðåãóëÿðíûõ
îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ✱ êîíêàòåíàöèè è çàìûêàíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû✳

f(α|β) = f(α) + f(β)

f(αβ) = f(α) · f(β)

f(α∗) =

∞
∑

i=0

f(α)i =
1

1− f(α)
=

∞
∏

i=0

(1 + f(α)2
i

)
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❮àèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò íàõîæäåíèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ èíòåðâàëüíîãî
êâàíòèôèêàòîðà✱ ïîñêîëüêó åñòåñòâåííàÿ ôîðìóëà

f(α{a, b}) =

b
∑

i=a

f(α)i =
f(α)a − f(α)b+1

1− f(α)

ïðèâîäèò ê ñëèøêîì ãðîìîçäêèì âû÷èñëåíèÿì✳
➶ ñâÿçè ñ ýòèì âûïîëíÿëàñü äåêîìïîçèöèÿ α{a, b} ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ✱

êîíêàòåíàöèè è îïåðàöèè äåêàðòîâîãî êâàäðàòà α{2} = α ·α✳ ✃îëè÷åñòâî îïåðàöèé â äåêîìïîçè✲
öèè â õóäøåì ñëó÷àå ëèíåéíî çàâèñèò îò log b✳
❮à âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ðåêóðñèâíûé ñïóñê îò âñåãî âûðàæåíèÿ ê ïîäâûðàæåíèÿì ñ ó÷å✲

òîì êîëè÷åñòâà ñëîâ â ÿçûêàõ äëÿ ïîäâûðàæåíèé✳ ❮àïðèìåð✱ ïðè ïîñòðîåíèè ñëó÷àéíîãî ñëîâà
äëèíû k ïî âûðàæåíèþ α|β ïîäâûðàæåíèå α âûáèðàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ c(α, k)/(c(α|β, k)✳
➘ëÿ îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ äëèíû îáúåäèíÿåìûõ ñëîâ✱

äëÿ èòåðàöèè èëè çàìûêàíèÿ ✕ êîëè÷åñòâî ïîâòîðîâ✳
➶ ðåçóëüòàòå íà ÿçûêå ❏❛✈❛ áûë íàïèñàí è ïðîòåñòèðîâàí ïðîòîòèï ïðîãðàììû✱ êîòîðûé ïî✲

êàçàë òðåáóåìóþ ýôôåêòèâíîñòü✳ Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íà ïåðâîì ýòàïå ìîæíî îöåíèòü êàê
O(mn log2 n)✱ ãäå m ✕ êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â âûðàæåíèè✱ à n ✕ äëèíà ãåíåðèðóåìîé ñòðîêè✳ Ñàìà
ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíîé ñòðîêè íà âòîðîì ýòàïå èìååò ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü O(mn)✱ îäíàêî✱ â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàáîòàåò áûñòðåå✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ Ôðèäë ➘æ✳ Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ ✿ ïåð✳ ñ àíãë✳ ✸✲å èçä✳ ÑÏá✳ ✿ Ñèìâîë✲Ïëþñ✱ ✷✵✵✽✳ ✻✵✽ ñ✳

✷✳ Constable Robert L. The Role of Finite Automata in the Development of Modern Computing Theory // The
Kleene Symposium. North-Holland Publishing Company, 1980. P. 61–83.

✸✳ Kleene S. C. Automata Studies. Princeton, NJ : Princeton University Press, 1956.

✃èðè÷åíêî ✃îíñòàíòèí ➘ìèòðèåâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
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Òêà÷åíêî Ýâåëèíà Ïàâëîâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
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➚ííîòàöèÿ✳ ➮çó÷àþòñÿ êîìïîçèöèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà çíà÷åíèÿ íàòóðàëü✲

íûõ ÷àñòåé è èõ âçàèìîñâÿçü ñ êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû✳ ➶ûâåäåíà

ôîðìóëà äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà òàêèõ êîìïîçèöèé ñ òðåìÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà îñíîâå ñóìì ýëåìåí✲

òîâ ïëîñêèõ ñå÷åíèé ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ✳ Ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ïðîèçâîäÿùèå

ôóíêöèè ÷èñëà êîìïîçèöèé✱ è ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè íà ïðè✲

ìåðå èçâåñòíûõ êîìáèíàòîðíûõ ÷èñåë✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ êîìïîçèöèÿ ÷èñëà✱ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà✱ ïèðàìèäà Ïàñêàëÿ✱ òðåóãîëü✲

íèê Ïàñêàëÿ✱ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå✱ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ✱ ÷èñëà Òðèáîíà÷÷è✱ ÷èñëà Ôè✲

áîíà÷÷è✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✵✺➚✵✺✱ ✶✶❇✼✺✱ ✶✶❇✸✾✱ ✶✶P✽✶

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➶ êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ÷èñåë êîìïîçèöèåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íàçûâàåò✲
ñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå óïîðÿäî÷åííîé ñóììû äðóãèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ❬✺❪✳ Ñëàãàåìûå✱
âõîäÿùèå â êîìïîçèöèþ✱ íàçûâàþòñÿ ÷àñòÿìè✱ à èõ êîëè÷åñòâî ✕ äëèíîé êîìïîçèöèè✳ ➴ñëè îãðà✲
íè÷åíèé íà âåëè÷èíó ÷àñòåé íåò✱ òî äëÿ ÷èñëà n ñóùåñòâóåò 2n−1 êîìïîçèöèé✱ èç êîòîðûõ

(

n−1

k−1

)

êîìïîçèöèé èìåþò äëèíó k✱ ãäå ÷èñëà
(

n

k

)

= n!

k! (n−k)!
ÿâëÿþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè✳

➶ äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîìïîçèöèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
çíà÷åíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé m1✱ m2 è m3✱ ãäå 0 < m1 < m2 < m3 6 m✱ òî åñòü ëþáîå ñëàãàåìîå
èññëåäóåìîé êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷èñëîì m1✱ ëèáî ÷èñëîì m2✱ ëèáî ÷èñëîì m3✱ êàæäîå
èõ êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî✱ ñòðîãî áîëüøå ïðåäûäóùåãî è íå ïðåâîñõîäèò ñàìîãî ÷èñëà m✳ ❮å
óìîëÿÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ✱ äàëåå ïîëîæèì✱ ÷òî gcd (m1,m2,m3) = 1✳
Ïèðàìèäîé Ïàñêàëÿ ❬✸❪ íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ òðåõãðàííàÿ ïèðàìèäàëüíàÿ

ñòðóêòóðà✱ ýëåìåíòû êîòîðîé äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n✱ k✱ l óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì
ñîîòíîøåíèÿì

(

n+ 1
k, l

)

=

(

n

k − 1, l

)

+

(

n

k, l − 1

)

+

(

n

k, l

)

,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(

0

0,0

)

= 1❀
(

n

k,l

)

= 0✱ åñëè min(n, k, l, n − k − l) < 0✱ ãäå âåëè÷èíû
(

n

k,l

)

=
n!

k! l! (n−k−l)!
ÿâëÿþòñÿ òðèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè✳

➶àæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ✱ îïðåäåëÿåìûé✱
êàê áåñêîíå÷íàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ òðåóãîëüíàÿ ñòðóêòóðà✱ ýëåìåíòû êîòîðîé äëÿ öåëûõ íåîòðèöà✲
òåëüíûõ n✱ k óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

(

n+ 1
k

)

=

(

n

k − 1

)

+

(

n

k

)

,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(

0

0

)

= 1❀
(

n

k

)

= 0✱ åñëè min(n, k, n− k) < 0✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✺✽ ❰✳ ➶✳ ✃Ó➬Ü❒➮❮✱ ❒✳ ➶✳ ÑÒÐ➮Õ➚ÐÜ

✷✳ ×èñëî êîìïîçèöèé ñ òðåìÿ îãðàíè÷åíèÿìè✳ ➶âåäåì â ðàññìîòðåíèå ñóììó ýëåìåíòîâ
m✲ãî ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ ❬✹❪ ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ ñëåäóþùåãî âèäà

Sm

(

m1

m3

− 1,
m2

m3

− 1

)

=

[
m

m1

]

∑

i=0

[
m

m2

]

∑

j=0

(

m

m3
−
(

m1

m3
− 1
)

i−
(

m2

m3
− 1
)

j

i, j

)

, m ∈ N. ✭✶✮

Òåîðåìà ✶✳ ×èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà çíà÷å✲
íèÿ íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé m1✱ m2 è m3✱ ãäå 0 < m1 < m2 < m3 6 m✱ gcd (m1,m2,m3) = 1✱ ðàâíî
ñóììå ýëåìåíòîâ m✲ãî ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ âèäà ✭✶✮✳

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ❰áîçíà÷èì ÷åðåç xi,j êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé ÷èñëà m✱ ñîñòîÿùèõ
èç i ÷àñòåé âèäà m1✱ j ÷àñòåé âèäà m2 è ñîîòâåòñòâåííî (m−m1i−m2j)/m3 ÷àñòåé âèäà m3✿

m = m1 +m1 + ...+m1
︸ ︷︷ ︸

i

+m2 +m2 + ...+m2
︸ ︷︷ ︸

j

+m3 +m3 + ...+m3
︸ ︷︷ ︸

(m−m1i−m2j)/m3

.

Ïîñêîëüêó äëèíû òàêèõ êîìïîçèöèé áóäóò ðàâíû

i+ j +
m−m1i−m2j

m3

=
m

m3

−

(

m1

m3

− 1

)

i−

(

m2

m3

− 1

)

j,

èìååì

xi,j =

(

m

m3
−
(

m1

m3
− 1
)

i−
(

m2

m3
− 1
)

j
)

!

i!j!
(

m

m3
− m1

m3
i− m2

m3
j
)

!
=

(

m

m3
−
(

m1

m3
− 1
)

i−
(

m2

m3
− 1
)

j

i, j

)

.

Òàêèì îáðàçîì✱ îáùåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà çíà÷åíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé m1✱ m2 è m3 ðàâíî

[
m

m1

]

∑

i=0

[
m

m2

]

∑

j=0

xi,j =

[
m

m1

]

∑

i=0

[
m

m2

]

∑

j=0

(

m

m3
−
(

m1

m3
− 1
)

i−
(

m2

m3
− 1
)

j

i, j

)

= Sm

(

m1

m3

− 1,
m2

m3

− 1

)

,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü✳

✸✳ Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå✳ ❰áîçíà÷èì Sm = Sm

(

m1

m3
− 1, m2

m3
− 1
)

è ðàññìîòðèì ïîñëå✲

äîâàòåëüíîñòü {Sm}✱ m ∈ N êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà çíà÷åíèÿ
íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé m1✱ m2 è m3✱ ãäå 0 < m1 < m2 < m3 6 m✱ gcd (m1,m2,m3) = 1✳

Òåîðåìà ✷✳ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {Sm}✱ m ∈ N✱ óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîò✲
íîøåíèþ

Sm = Sm−m1
+ Sm−m2

+ Sm−m3
✭✷✮

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
S1 = S2 = ... = Sm1−1 = 0; ✭✸✮

Sm✱ ïðè m = m1, ...,mm2−1 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Sm = Sm−m1
, ✭✹✮

Sm✱ ïðè m = m2, ...,mm3−1 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Sm = Sm−m1
+ Sm−m2

. ✭✺✮

➘îêàçàòåëüñòâî✳ ➘åéñòâèòåëüíî✱ èìåþòñÿ òîëüêî òðè âîçìîæíîñòè äëÿ òîãî✱ ÷òîáû ñîñòàâèòü
êîìïîçèöèþ ÷èñëà m èç ÷àñòåé m1✱ m2 è m3✳ ➶ ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî ñíà÷àëà ñîñòàâèòü êîìïîçè✲
öèþ ÷èñëà (m−m1) ïðè ïîìîùè ÷èñåë m1✱ m2 è m3✱ à çàòåì äîáàâèòü â ñóììó ñïðàâà ÷èñëî m1✳
➶î âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî ñíà÷àëà ñîñòàâèòü êîìïîçèöèþ ÷èñëà (m−m2) ïðè ïîìîùè ÷èñåë m1✱
m2 è m3✱ à çàòåì äîáàâèòü â ñóììó ñïðàâà ÷èñëî m2✳ ➶ òðåòüåì ñëó÷àå ìîæíî ñíà÷àëà ñîñòàâèòü
êîìïîçèöèþ ÷èñëà (m −m3) ïðè ïîìîùè ÷èñåë m1✱ m2 è m3✱ à çàòåì äîáàâèòü â ñóììó ñïðàâà
÷èñëî m3✳ Óêàçàííûå âîçìîæíîñòè è îáðàçóþò ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ✭✷✮✳



✃❰❒Ï❰➬➮Ö➮➮ ×➮Ñ➴❐ Ñ ❰➹Ð➚❮➮×➴❮➮ß❒➮ ✶✺✾

➴ñëè 0 < m < m1 − 1✱ òî íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé êîìïîçèöèè ÷èñëà m✱ ñîñòàâëåííîé èç ÷àñòåé
m1✱ m2 è m3✳ Òàêèì îáðàçîì✱ ïîëó÷àåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ✭✸✮✳
➴ñëè m1 < m < m2−1✱ òî ñóùåñòâóåò ðîâíî ñòîëüêî êîìïîçèöèé ÷èñëà m✱ ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

êîìïîçèöèé ÷èñëà m−m1✳ Ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå ✭✹✮✳
➴ñëè m2 < m < m3 − 1✱ òî ìîæíî ñîñòàâèòü êîìïîçèöèþ ÷èñëà m òîëüêî èç ÷àñòåé m1 è m2✳

➶ äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè ñäåëàòü ýòî✳ ➶ ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî ñíà÷àëà
ñîñòàâèòü êîìïîçèöèþ ÷èñëà (m − m1) ïðè ïîìîùè ÷èñåë m1 è m2✱ à çàòåì äîáàâèòü â ñóììó
ñïðàâà ÷èñëî m1✳ ➶î âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî ñíà÷àëà ñîñòàâèòü êîìïîçèöèþ ÷èñëà (m − m2) ïðè
ïîìîùè ÷èñåë m1 è m2✱ à çàòåì äîáàâèòü â ñóììó ñïðàâà ÷èñëî m2✳ Óêàçàííûå âîçìîæíîñòè è
îáðàçóþò ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó ✭✺✮✳ Òåîðåìà äîêàçàíà✳

✹✳ Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ✳ Ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóìì {Sm}✱ m ∈ N ôîðìàëü✲
íûé ñòåïåííîé ðÿä è çàïèøåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòèõ ñóìì✳

Òåîðåìà ✸✳ Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóìì {Sm}✱ m ∈ N0✱ èìååò âèä

fS(x) =
1

1− xm1 − xm2 − xm3

.

✺✳ ×àñòíûå ñëó÷àè✳ Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïîçèöèé ÷èñëà m ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà çíà÷åíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé m1 = 1✱ m2 = 2 è m3 = 3✳
Ïðè m = 1 åñòü òîëüêî îäíà êîìïîçèöèÿ✿ m = 1✳
Ïðè m = 2 ïîëó÷àåì äâå êîìïîçèöèè✿ m = 1 + 1 è m = 2✳
Ïðè m = 3 ïîëó÷àåì 4 êîìïîçèöèè✿ m = 1 + 1 + 1✱ m = 1 + 2✱ m = 2 + 1 è m = 3✳
Ïðè m = 4 ïîëó÷àåì 7 êîìïîçèöèé✿ m = 1+1+1+1✱ m = 1+1+2✱ m = 1+2+1✱ m = 2+1+1✱

m = 2 + 2✱ m = 1 + 3 è m = 3 + 1✳
➶ èòîãå îáðàçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ✶✱ ✷✱ ✹✱ ✼✱ ✶✸✱ ✷✹✱ ✹✹✱ ✽✶✱ ✶✹✾✱ ✷✼✹✱ ✺✵✹✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ñóìì âè✲

äà Sm(−2/3,−1/3)✱ m ∈ N ïëîñêèõ ñå÷åíèé Ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ✱ êîòîðàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà
ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë Òðèáîíà÷÷è ❬✸❪✳
➴ñëè óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî îãðàíè÷åíèé äî äâóõ✱ òî ïåðåõîäèì â îáëàñòü òðåóãîëüíèêà Ïàñ✲

êàëÿ✳ Ðàññìîòðèì✱ íàïðèìåð✱ êîìïîçèöèè ÷èñëà m ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà çíà÷åíèÿ íàòóðàëüíûõ
÷àñòåé m1 = 1 è m2 = 2✳ ❰áðàçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ ✺✱ ✽✱ ✶✸✱ ✷✶✱ ✸✹✱ ✺✺✱ ✽✾✱ ✳ ✳ ✳ ✱
êîòîðàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ❬✸❪✳
Ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå ñîîòíîøåíèÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé n îãðàíè✲

÷åíèé✱ ÷òî ïîçâîëÿåò ñîâåðøåíñòâîâàòü èçâåñòíûå àëãîðèòìû ïåðå÷èñëåíèÿ êîìïîçèöèé ❬✶✱✷❪ èëè
ñòðîèòü íîâûå✱ âû÷èñëÿòü äëèíû è êîëè÷åñòâî êîìïîçèöèé ÷èñåë ôèêñèðîâàííîé äëèíû✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➪îðîäèí ➚✳ ➶✳✱ ➪èðþêîâ ➴✳ Ñ✳ ❰ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ✱ ñâÿçàííûõ ñ ïðî✲
áëåìîé êîìïîçèöèè ÷èñåë ✴✴ ✃èáåðíåòèêà è ïðîãðàììèðîâàíèå✳ ✷✵✶✺✳ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✷✼✕✹✺✳

✷✳ ✃ðó÷èíèí ➶✳ ➶✳ ➚ëãîðèòìû ãåíåðàöèè è íóìåðàöèè êîìïîçèöèé è ðàçáèåíèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ✴✴
➘îêëàäû ÒÓÑÓÐ✳ ✷✵✵✽✳ ✶✼✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✶✶✸✕✶✶✾✳

✸✳ ✃óçüìèí ❰✳ ➶✳ ❰áîáùåííûå ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ✳ ❮îâîñèáèðñê ✿ ❮àóêà✱ ✷✵✵✵✳ ✷✾✹ ñ✳

✹✳ ✃óçüìèí ❰✳ ➶✳✱ Ñåðåãèíà ❒✳ ➶✳ Ïëîñêèå ñå÷åíèÿ îáîáùåííîé ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ è èõ èíòåðïðåòàöèè
✴✴ ➘èñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà ✷✵✶✵✳ ✷✷✱ ➑ ✸✳ Ñ✳ ✽✸✕✾✸✳

✺✳ Ýíäðþñ ➹✳ Òåîðèÿ ðàçáèåíèé✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✷✳ ✷✺✻ ñ✳

✃óçüìèí ❰ëåã ➶èêòîðîâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮✱
❊✲♠❛✐❧✿ q✉③♠✐♥♦✈❅♠❛✐❧✳r✉

Ñòðèõàðü ❒àðèíà ➶àëåðüåâíà
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàáîòà îáðàùàåòñÿ ê âîïðîñó îáåñïå÷åíèÿ äîâåðèÿ â ñèñòåìàõ ñèìáèîòè÷åñêîãî èí✲

òåëëåêòà íà îñíîâå íåéðîñèòåé✳ ❰ïèñûâàþòñÿ ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìíîãîóðîâíåâîé àðõèòåêòóðû

îáåñïå÷åíèÿ êîíòðîëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìîíèòîðîâ îáðàùåíèé äëÿ ñîöèîòåõíè✲

÷åñêîé ñèñòåìû✱ èñïîëüçóþùåé íåéðîííóþ ñåòü✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íåéðîííûå ñåòè✱ êîððåêòíîñòü ñóáúåêòîâ✱ ìîíèòîð áåçîïàñíîñòè✱ ñîöèîòåõ✲

íè÷åñêàÿ ñèñòåìà✳
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✶✳ ❮åéðîííûå ñåòè â ñîöèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ✳ ❰äíîé èç òðàäèöèîííûõ ðîëåé✱ îòâî✲
äèìûõ ñèñòåìàì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà✱ è â ÷àñòíîñòè íåéðîñåòÿì✱ ÿâëÿåòñÿ ðîëü ýêñïåðòíîé
ñèñòåìû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé✳ Ïî ñâîåé àðõèòåêòóðå ëþáàÿ ïðàêòè÷åñêè ïðèìåíÿåìàÿ
ñèñòåìà ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæåò áûòü îòíåñåíà ê ñîöèîòåõíè÷åñêèì ñèñòåìàì✳ ➶
ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà êîíöåïöèÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ïðèíÿòèÿ óïðàâëåí✲
÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ïðèìåíåíèåì ñèìáèîòè÷åñêîãî èíòåëëåêòà✱ â êîòîðûõ âîçìîæíîñòè ýêñïåðòà✲
❐ÏÐ è íåéðîííîé ñåòè âçàèìíî äîïîëíÿþò äðóã äðóãà✳ Ïðåäñòàâëåíèÿ îá ýòîé êîíöåïöèè äàíû✱
ê ïðèìåðó✱ â ðàáîòàõ ➘✳➮✳ ➮öêîâà ❬✹❪✱ ➚✳➘✳ Ñåëèâåðñòîâîé ❬✻❪✱ ❐✳➚✳ ➶àñèëåíêî è ➶✳➶✳ ➬îòîâà ❬✶❪✳
Ñóùåñòâóþò îáúåêòèâíûå ðèñêè èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè äëÿ ñîöèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì✱

ñâÿçàííûå ñ óãðîçàìè áåçîïàñíîñòè✱ õàðàêòåðíûìè äëÿ ñèñòåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà✳ ➶
➪àíêå äàííûõ óãðîç ÔÑÒÝ✃ Ðîññèè îáîçíà÷åíû✱ â ÷àñòíîñòè✱ Ó➪➮✳✷✶✽ Óãðîçà ðàñêðûòèÿ èí✲
ôîðìàöèè î ìîäåëè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ❀ Ó➪➮✳✷✶✾ Óãðîçà õèùåíèÿ îáó÷àþùèõ äàííûõ❀ Ó➪➮✳✷✷✵
Óãðîçà íàðóøåíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ✭➽îáõîäà➾✮ ñðåäñòâ✱ ðåàëèçóþùèõ òåõíîëîãèè èñêóññòâåí✲
íîãî èíòåëëåêòà❀ Ó➪➮✳✷✷✶ Óãðîçà ìîäèôèêàöèè ìîäåëè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïóòåì èñêàæåíèÿ
✭➽îòðàâëåíèÿ➾✮ îáó÷àþùèõ äàííûõ❀ Ó➪➮✳✷✷✷ Óãðîçà ïîäìåíû ìîäåëè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ✳ ➮ç
ïåðå÷èñëåííûõ Ó➪➮✳✷✶✽ è Ó➪➮✳✷✶✾ ìîãóò áûòü íåéòðàëèçîâàíû òðàäèöèîííûìè ñðåäñòâàìè ðàç✲
ãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà✱ òîãäà êàê îñòàëüíûå âëèÿþò íåïîñðåäñòâåííî íà ïðîöåññû îáó÷åíèÿ íåéðîí✲
íûõ ñåòåé✳ ❮àèõóäøèé ñöåíàðèé äëÿ Ó➪➮✳✷✷✶ ñîñòîèò â òîì✱ ÷òî îáó÷àþùèé íàáîð èçíà÷àëüíî
ñîäåðæèò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ➽îòðàâëåííûõ➾ äàííûõ✳ Ïàðèðîâàòü òàêèå óãðîçû ïðåäñòàâëÿ✲
åòñÿ âîçìîæíûì✳
➴ù➻ äî ïîÿâëåíèÿ ýòèõ óãðîç â ➪➘Ó✱ èññëåäîâàòåëè ðàçâèâàëè èäåè îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè

ñîöèîòåõíè÷åñêèõ ñèñòåì✳ Ñ✳ ➚✳ Ðàäüêî è ❰✳ ❒✳ ❐åïåøêèí ðàññìàòðèâàëè ïðîáëåìó èíôîðìàöè✲
îííîé áåçîïàñíîñòè íàðÿäó ñ ôèçè÷åñêîé çàùèùåííîñòüþ✳ ❬✺❪ ➶ ðàáîòå Ï✳ ➶✳ Õàðå÷êèíà îïèñàíà
êîíöåïöèÿ✱ íàïîìèíàþùàÿ ñóáúåêòíûå ìîäåëè ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà✱ íî â òî æå âðåìÿ âûõîäÿ✲
ùàÿ çà òðàäèöèîííûå ðàìêè òàêèõ ìîäåëåé ❬✼❪✳ Ñóùåñòâåííûé íàó÷íûé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ñóáúåêòíî✲îðèåíòèðîâàííàÿ ìîäåëü✱ àäàïòèðîâàííàÿ ê èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè ðàç✲
ãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà✱ îïèñàííàÿ â ðàáîòå ❮✳ ➚✳ ➹àéäàìàêèíà ❬✷❪✳ Ïðîáëåìû àòàê íà äàííûå íåïëîõî
îñâåùåíû â çàðóáåæíîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ✭íàïðèìåð ❬✽❪✱ ❬✾❪✱ ❬✶✵❪✮✳

✷✳ ✃îíöåïöèÿ íåéðîñåòè ñ ìîíèòîðàìè îáðàùåíèé✳ ❒àòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìîäåëåé
ðàçãðàíè÷åíèÿ äîñòóïà íà îñíîâå ìîíèòîðîâ áåçîïàñíîñòè îáúåêòîâ è ìîíèòîðîâ ïîðîæäåíèÿ
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ñóáúåêòîâ äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðåäñòàâëåí â ❬✸❪✳ Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëè èçîëèðîâàííîé ïðîãðàìì✲
íîé ñðåäû ✭➮ÏÑ✮✱ ñèñòåìà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äîâåðåííîé✱ åñëè â íåé ïðèñóòñòâóåò ëèøü êîíå÷✲
íîå ìíîæåñòâî ïîðîæäåííûõ ñóáúåêòîâ ✭êîíòðîëèðóåòñÿ ìîíèòîðîì ïîðîæäåíèÿ ñóáúåêòîâ✮✱ è
ïîðîæäàåìûå ñóáúåêòû êîððåêòíû ✭àáñîëþòíî êîððåêòíû✮ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà✳ Ýòî äîñòè✲
ãàåòñÿ êîíòðîëåì ìíîæåñòâ [s]t îáúåêòîâ o ∈ O✱ àññîöèèðîâàííûõ ñ ñóáúåêòîì s ∈ S â ìîìåíò
âðåìåíè t✱ ñîñòîÿíèé o[t] îáúåêòà o â ìîìåíò âðåìåíè t✱ ïîòîêîâ Stream(s, o) → o′ îò îáúåêòà o ê
îáúåêòó o′ è ïîðîæäåíèé Create(s, o) → s′ ñóáúåêòà s′ èç îáúåêòà o✳
✃ëþ÷åâûì óñëîâèåì äëÿ ìîäåëè ➮ÏÑ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êîððåêòíîñòè ñóáúåêòîâ s è s′

îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà✿

∀o ∈ [s]t, o
′ ∈ [s′]t ∄ s′′ ∈ S, (Stream(s′′, o) → o′, Stream(s′′, o′) → o).

Ñóáúåêòû s è s′ íàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî êîððåêòíûìè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà✱ åñëè [s]t∩[s
′]t = ∅✳

Ïðåäñòàâèì çàùèùåííóþ íåéðîííóþ ñåòü êàê çàìêíóòóþ ñèñòåìó✱ â êîòîðîé✿

✶✮ ✃îëè÷åñòâî íåéðîíîâ êîíå÷íî è êîíòðîëèðóåòñÿ ìîíèòîðîì ïîðîæäåíèÿ ñóáúåêòîâ❀
✷✮ ✃îëè÷åñòâî íåéðîíîâ â ñëîå êîíå÷íî è êîíòðîëèðóåòñÿ ìîíèòîðîì ïîðîæäåíèÿ ñóáúåêòîâ❀
✸✮ ✃àæäûé ñëîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîíèòîðà áåçîïàñíîñòè îáúåêòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âèð✲

òóàëüíûé ñóáúåêò✱ ïîðîæäàåìûé èç îáúåêòà ïðè àêòèâàöèè õîòÿ áû îäíîãî íåéðîíà ïðè
ïîñòóïëåíèè ñèãíàëà äîñòàòî÷íîãî óðîâíÿ ñ ïðåäûäóùåãî ñëîÿ❀

✹✮ ✃àæäûé íåéðîí â ñëîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çíà÷åíèå äèñêðåòíîãî ïàðàìåòðà✱ õàðàêòåðèçó✲
þùåãî îáúåêò✲ñëîé✱ òàêèì îáðàçîì ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè àêòèâèðîâàííûõ íåéðîíîâ îïè✲
ñûâàþò ðàçíûå âèðòóàëüíûå ñóáúåêòû❀

✺✮ ➮çìåíåíèå çíà÷åíèÿ îäíîãî äèñêðåòíîãî ïàðàìåòðà✱ õàðàêòåðèçóþùåãî ôèíàëüíûé îáúåêò✲
ñëîé✱ íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ôèíàëüíîãî îáúåêòà✲ñëîÿ❀

✻✮ ❒îíèòîð áåçîïàñíîñòè îáúåêòîâ êîíòðîëèðóåò êîððåêòíîñòü ñëî➻â îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà
è îòíîñèòåëüíî ôèíàëüíîãî ñëîÿ❀

✼✮ ❮åæåëàòåëüíûì áóäåò òàêàÿ àññîöèàöèÿ✱ êîòîðàÿ ñîçäàåòñÿ ìåæäó ëþáûì ñëîåì è ôèíàëü✲
íûì ñëîåì✱ îïèñûâàþùèì âèðòóàëüíûé ñóáúåêò ñ çàïðåùåííûìè ïàðàìåòðàìè❀

✽✮ Ôóíêöèÿ àêòèâàöèè íåéðîíà ìîäóëèðóåòñÿ ôóíêöèåé êîíòðîëÿ ìîíèòîðà áåçîïàñíîñòè îáú✲
åêòîâ✱ è ïðèíóäèòåëüíî ïîíèæàåò óðîâåíü ñèãíàëà íåéðîíîâ ñêðûòûõ ñëîåâ✱ èíôîðìàöèîí✲
íûå ïîòîêè êîòîðûõ çàôèêñèðîâàíû ìîíèòîðîì ïîðîæäåíèÿ ñóáúåêòîâ äëÿ âèðòóàëüíûõ
ñóáúåêòîâ ñ íåæåëàòåëüíûìè àññîöèàöèÿìè✳ ➶åëè÷èíà ñíèæåíèÿ çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñîâ✲
ïàäåíèÿ êîìáèíàöèè ôèíàëüíîãî ñëîÿ ñ çàïðåùåííîé êîìáèíàöèåé❀

✾✮ Ôóíêöèÿ àêòèâàöèè íåéðîíà îïðåäåëåíà è ïðåäñêàçóåìà äëÿ âñåõ êîìáèíàöèé ââîäà✳

➶ òàêîé àðõèòåêòóðå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ìíîãîóðîâíåâûé êîíòðîëü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñè✲
ñòåìû✿ ✶✳ íà óðîâíå ñîáñòâåííîãî êîìïîíåíòà ôóíêöèè àêòèâàöèè íåéðîíà❀ ✷✳ íà óðîâíå çàìêíó✲
òîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà íåéðîíîâ✱ ñîñòàâëÿþùèõ ñåòü ✭îáåñïå÷èâàÿ ïðîòèâîäåéñòâèå
àòàêàì ìîäèôèêàöèè ñòðóêòóðû ñåòè✮❀ ✸✳ íà óðîâíå îòñå÷êè íåæåëàòåëüíîãî âûâîäà❀ ✹✳ íà óðîâíå
êîíòðîëÿ öåïî÷êè ñîáûòèé ïîðîæäåíèÿ ñóáúåêòîâ✱ ïðèâîäÿùåé ê ïîÿâëåíèþ íåæåëàòåëüíîãî âû✲
âîäà✳ Óêàçàííûå óðîâíè íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü â ðàìêàõ ïîäñèñòåìû ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðå✲
øåíèé✳ Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîöèîòåõíè÷åñêîé ñèñòåìû✱ ïîäñèñòåìà ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ➽÷➻ðíûé ÿùèê➾ è ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáúåêò ✭ñòàòè÷åñêèé êîä â
äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòè Ý➶❒✮✱ èç êîòîðîãî â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïîðîæäàåòñÿ ñóáúåêò ✭ïðî✲
ãðàììà âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ✮✳ ➮õ çàùèòó✱ â ñâîþ î÷åðåäü✱ âîçìîæíî îáåñïå÷èòü ðåçèäåíòíûìè
êîìïîíåíòàìè áåçîïàñíîñòè óðîâíåé ïðèëîæåíèé✱ îïåðàöèîííîé ñèñòåìû è îáîðóäîâàíèÿ✳
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✷✳ ❊❝❤♦ ✕ áèáëèîòåêà ÿçûêà ●♦✱ ïîçâîëÿþùàÿ ñîçäàòü âåá✲ñåðâåð ñ íóæíûì ôóíêöèîíàëîì✳

➮ñïîëüçîâàíèå âûøåïåðå÷èñëåííûõ òåõíîëîãèé äëÿ âåá✲ñåðâåðà îáîñíîâàíî òåì✱ ÷òî èõ ñîâî✲
êóïíîå èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò â áóäóùåì ñîçäàòü ìèêðîñåðâèñ✱ êîòîðûé ìîæíî áåç êàêèõ✲ëèáî
ïðîáëåì ïîìåñòèòü â ❞♦❝❦❡r✲ôîðìàò✱ ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèò åãî ðàçâ➻ðòêó✳
➘ëÿ ôðîíòýíäà âåá✲ñåðâèñà áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå òåõíîëîãèè✿

✶✳ ❈❛s❤ ✕ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t áèáëèîòåêà✱ ïîçâîëÿþùàÿ çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü ðàçðàáîòêó ïðîåêòà✳
✷✳ ▼❛t❡r✐❛❧✐③❡ ✕ ❈❙❙✲ôðåéìâîðê✱ ïîçâîëÿþùèé ñîçäàâàòü ñòðàíèöû ñ ▼❛t❡r✐❛❧✲äèçàéíîì✳

✺✳ Ðåàëèçàöèÿ ïðîåêòà✳ Ïðîåêò ñîñòîèò èç òð➻õ êîìïîíåíòîâ✿

✶✳ Ñåðâåð ñ ïàêåòàìè✱ ðàáîòàþùèé êàê îòäåëüíûé ñåðâèñ✳
✷✳ ❒îäóëü ❙❛❧t❙t❛❝❦ îáåñïå÷èâàþùèé ðàáîòó ñ ïàêåòíûì ìåíåäæåðîì ❙❝♦♦♣✳
✸✳ ➬åðêàëî✲ðåïîçèòîðèé✳

Ïðåäïîëàãàåìàÿ ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ êîìïîíåíòîâ ïðîåêòà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ✳ ✶✳

Ðèñ✳ ✶✳ Ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ ïðîåêòà
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Ñåðâåð ñ ïàêåòàìè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûé áîëüøèõ êîìïîíåíòîâ ïðîåêòà✳ ❰í îáåñïå÷èâàåò
ðàáîòó ëîêàëüíîãî âåá✲ðåïîçèòîðèÿ ñ ðåïîçèòîðèÿìè✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ✃åðíèãàí ➪✳Ó✳✱ ➘îíîâàí ➚✳➚✳ ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ●♦✳ ❒ ✿ ➶èëüÿìñ✱ ✷✵✶✻✳

✷✳ Ïîïîâ ➚✳➶✳ ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ●♦✳ ÑÏá✳ ✿ ➪Õ➶✲Ïåòåðáóðã✱ ✷✵✵✾✳

❮àñèáóëèí ➚ëåêñåé ➚ëåêñååâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❧❡❛❧❡①♣r♦✶✵✵❅②❛✳r✉

✃àçèìèðîâ ➚ëåêñåé Ñåðãååâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❛✳❦❛③✐♠✐r♦✈❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✻✻✕✶✻✽

Ó➘✃ ✺✶✾✳✽✺
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❰Ñ❮❰➶➴ ÏÐ➮❮Ö➮Ï➚ ❒➚✃Ñ➮❒Ó❒➚ Ý❮ÒÐ❰Ï➮➮

❝© ✷✵✷✸ ã✳ Ï✳ ➶✳ Ï❰❐ÓÕ➮❮

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ èññëåäîâàíèè ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ

ñòðóêòóðû áàéåñîâñêîé ñåòè íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ýíòðîïèè✳ ➮ñïîëüçîâàíèå äàííîé

îöåíêè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðàâèëüíîñòü ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ áàéåñîâñêèõ ñåòåé✱

à òàêæå ôîðìàëèçîâàòü ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ íàïðàâëåííîãî àöèêëè÷åñêîãî ãðàôà ñåòè✳ Ðàçðà✲

áîòàíû íîâûå ðåøåíèÿ â îáëàñòè âåðèôèêàöèè ñòðóêòóðû áàéåñîâñêèõ ñåòåé✱ îöåíêè äîñòîâåðíî✲

ñòè ôîðìèðóåìîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçû âûáîðîê

â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ïðîöåäóð îáó÷åíèÿ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ áàéåñîâñêàÿ ñåòü✱ ìåòðèêà ➪àéåñà ✕ ➘èðèõëå✱ ýíòðîïèÿ✱ íà÷àëüíîå ðàñïðåäå✲

ëåíèå âåðîÿòíîñòåé✱ ïðàâäîïîäîáèå ñòðóêòóðû✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✵❈✷✻

➪àéåñîâñêèå ñåòè ✭➪Ñ✮ îõâàòûâàþò ðåøåíèå øèðîêîãî ñïåêòðà çàäà÷✱ ñâÿçàííûõ ñ ìîäåëèðîâà✲
íèåì ñëîæíûõ ïðîöåññîâ✱ ïðîòåêàþùèõ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè✳ Ïðèìåíåíèå ñîâðåìåííûõ
àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ ñòðóêòóðû è ïàðàìåòðîâ ñåòè íàïðÿìóþ âëèÿåò íà òî÷íîñòü ïîëó÷åíèÿ
êàê àïðèîðíûõ✱ òàê è àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê✳ ➶ îñíîâå ñòðóêòóðû áàéåñîâñêîé ñåòè èñïîëüçó✲
åòñÿ íàïðàâëåííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô✱ ôîðìèðóåìûé ïî ðåçóëüòàòàì îáó÷åíèÿ ñòðóêòóðû çà
ñ÷åò ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà îáó÷àþùåé âûáîðêè è óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ðîäèòåëüñêèìè
è äî÷åðíèìè âåðøèíàìè íà îñíîâå âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè✱ à òàêæå ïðè✲
ìåíåíèÿ îöåíî÷íûõ àëãîðèòìîâ✳ ➶ ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íà îñíîâå îöåíî÷íûõ àëãîðèòìîâ✱ ëþáàÿ
îïåðàöèÿ äîáàâëåíèÿ✱ óäàëåíèÿ è èçìåíåíèÿ íàïðàâëåííîñòè ñâÿçè ìåæäó âåðøèíàìè áóäåò ïðè✲
âîäèòü ê èçìåíåíèþ íåêîòîðîé îöåíî÷íîé ôóíêöèè S(G,D)✳ ➶ òàêîì ñëó÷àå ñóììàðíàÿ îöåíêà
êàæäîé èç âåðøèí áàéåñîâñêèé ñåòè ñ ó÷åòîì îáó÷àþùåé âûáîðêè ❉ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé
âèä ❬✶❪✿

S(G,D) =
n
∑

i=1

s(xi|Yi). ✭✶✮

Òîãäà äëÿ îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ ñòðóêòóðû äâóõ ãðàôîâ G è G′ ïðåäñòàâèì â âèäå ñëåäóþùåãî
óñëîâèÿ S(G,D) = S(G′, D)✳ Ñôîðìóëèðóåì ìåòðèêó ➪àéåñà✲➘èðèõëå ✭➪➘✮ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ãðàôà ● áàéåñîâñêîé ñåòè

BD = lnP (θ|Q) =

n
∑

i=1

q
∑

j=1

ln
Γ(

∑

r

k=1
aijk)

Γ(
∑

r

k=1
(Nijk + aijk))

+

r
∑

k=1

ln
Γ(Nijk + aijk)

Γ(aijk)
. ✭✷✮

➘àëåå îïðåäåëèì ýêâèâàëåíòíóþ ìåòðèêó ➪àéåñà✲➘èðèõëå ✭➪➘Ý✮ ❬✷❪

BDe = lnP (θ|Q) =

n
∑

i=1

q
∑

j=1

ln
( Γ(N

i

q
)

Γ(Nij +
N i

q
)

)

+
r

∑

k=1

ln
(Γ(Nijk) +

N
′

q

Γ(N
′

q
)

)

, ✭✸✮

ãäå N
′

✕ ðàçìåð ýêâèâàëåíòíîé âûáîðêè✳ ➘ëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàê✲
ñèìàëüíîé ýíòðîïèè ✭Ï❒Ý✮ ââåäåì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè Øåííîíà äëÿ íåêîòîðîé

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé áàéåñîâñêîé ñåòè X

H(X|θ) = E(−log(P |X)) =

N
∑

i=1

H(Xi|θXi
), ✭✹✮

ãäå H(Xi|θXi
) ✕ ýíòðîïèÿ Xi ïðè íàëè÷èè ìíîæåñòâà ðîäèòåëüñêèõ âåðøèí Y = Parents(Xi)✳

❒àòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ H(Xi) äëÿ òåêóùåé âûáîðêè D èìååò âèä ❬✹❪✿

E(H(Xi)|D) =

∫

H(Xi|θXi
)P (θXi

|D)dθXi
, ✭✺✮

ãäå P (θXi
)|D) ✕ ðàñïðåäåëåíèå ➘èðèõëå ñëåäóþùåãî âèäà✿

P (θXi
|D) =

∫

P ()θXi
|D,αi,j,k)P (αi,j,k|D)dαi,j,k. ✭✻✮

Ñ ó÷åòîì ìåòðèêè ➪àéåñà✲➘èðèõëå✱ ïîëó÷èì äëÿ P (H(Xi)|D)✿

E (H (Xi) |D) = E (H (Xi) |D, αi,j,k)BD(Xi|Y, αi,j,k). ✭✼✮

Ïðèìåíÿÿ ïîäõîä ➚íäåðñîíà ❬✸❪✱ ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(H(Xi)|D,α(i, j, k))

P (H (Xi) |D,αi,j,k) = −

q
∑

j=1

r
∑

k=1

aijk +Nijk

aij +Nij

ln

(

aijk +Nijk

aij +Nij

)

−

q
∑

j=1

r − 1

2 (aij +Nij)

= H (Xi|D,αi,j,k)−

q
∑

j=1

r − 1

2 (aij +Nij)
.

✭✽✮

❰ïðåäåëèì ïðèíöèï Ï❒Ý äâóõ ãðàôîâ G
′

è G
′′

✱ îòëè÷àþùèõñÿ äîáàâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîé
ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû â G

′′

✿

P
(

H′ (X) |D
)

6 P
(

H′′ (X) |D
)

, ✭✾✮

ãäå H
′

è H
′′

çíà÷åíèÿ ýíòðîïèé✱ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôàì G
′

è G
′′

ñîîòâåòñòâåííî✳ Ðàññìàòðèâàÿ
Ï❒Ý äëÿ îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ ñòðóêòóðû ➪Ñ✱ Ñóçóêè ❬✺❪ óñòàíîâèë çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè è
ìåòðèêè ➪➘✿

H
(

Xi|Y
′

, pi,j|k

)

6 H
(

Xi|Y
′′

, pi,j|k

)

, Y
′

⊂ Y
′′

,

pi,j|k =
αijk +Nijk

αij +Nij

,

BD
(

Xi|Y
′

, αi

)

> BD
(

Xi|Y
′′

, αi

)

.

✭✶✵✮

Ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè âûáîðêè ❉ íàáëþäàåì ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòåé pi,j|k ê çíà÷åíèÿì ?ijk✳

H
(

Xi|Y
′

, αijk

)

6 H
(

Xi|Y
′′

, αijk

)

, Y
′

⊂ Y
′′

✭✶✶✮

Ñ ó÷åòîì òîãî✱ ÷òî αi,j,k = αi/rq ñôîðìóëèðóåì Ï❒Ý äëÿ ìåòðèêè ➪➘Ý✿

E

(

H
′

(Xi) |D, αi,j,k

)

BDe
(

Xi|Y
′

, αi

)

6 E

(

H
′′

(Xi) |D, αi,j,k

)

BDe
(

Xi|Y
′′

, αi

)

. ✭✶✷✮

Óñëîâèÿõ ÷àñòè÷íîé íàáëþäàåìîñòè ïàðàìåòðîâ è îãðàíè÷åííîñòè âûáîðêè ❉ ìîæíî ïîëó÷èòü
ñëó÷àé✱ êîãäà çíà÷åíèÿ ðîäèòåëüñêèõ âåðøèí Y

′′

áóäåò íå îïðåäåëåíû✳ Óòî÷íÿÿ ïàðàìåòð αi✱
ïîëó÷èì✿

E

(

H
′

(Xi) |D, αi,j,k

)

BDe
(

Xi|Y
′

, αi

)

6 E

(

H
′′

(Xi) |D, αi,j,k

)

BDe

(

Xi|Y
′′

, αi

(

q̃

q

))

, ✭✶✸✮

ãäå q̃ ✕ ÷èñëî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé✱ äëÿ êîòîðûõ Ni,j, > 0✳ Ïðèìåíåíèå ❒ÏÝ ïîçâîëÿåò

ïðîèçâåñòè âåðèôèêàöèþ çíà÷åíèé îöåíîê BD
(

Xi|Y
′

, αi

)

è BD
(

Xi|Y
′′

, αi

)

✱ BDe
(

Xi|Y
′

, αi

)

è

BDe
(

Xi|Y
′′

, αi

)

✱ ôîðìèðóåìûõ â ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ



✶✻✽ Ï✳ ➶✳ Ï❰❐ÓÕ➮❮

äâóõ ãðàôîâ G
′

è G
′′

✱ ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó áàéåñîâñêèõ ñåòåé B
′

=
{

X,G
′

}

è B
′′

=
{

X,G
′′

}

✳

Òàêèì îáðàçîì✱ ïðîöåäóðà îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ ñòðóêòóðû áàéåñîâñêèõ ñåòåé íà îñíîâå Ï❒Ý
ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ïðîöåäóðîé✱ ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷èòü íàèáîëåå îïòèìàëüíóþ ñòðóêòóðó
ñåòè✱ ïðîèçâåñòè âåðèôèêàöèþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ è âûáðàòü íàèáîëåå îïòèìàëü✲
íûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ Ðàññåë ❈✳✱ ❮îðâèã Ï✳ ➮ñêóññòâåííûé èíòåëëåêò✿ ñîâðåìåííûé ïîäõîä✳ ❒✳ ✿ ➶èëüÿìñ✱ ✷✵✵✻✳

✷✳ Òóëóïüåâ ➚✳❐✳ ➚ïîñòåðèîðíûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé â àëãåáðàè÷åñêèõ áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ ✴✴ ➶åñò✲
íèê Ñàíêò✲Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà✳ Ñåðèÿ ✶✵✿ Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà✳ ➮íôîðìàòèêà✳ Ïðîöåññû
óïðàâëåíèÿ✳ ✷✵✶✷✳ ✷✳ Ñ✳ ✺✶✕✺✾✳

✸✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ●✳❆✳▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② Pr♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ●❛♠♠❛ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✴✴ Pr♦❝✳ ❆▼❙✳ ✶✾✾✺✳ ✶✷✺✱ ➑ ✶✶✳ Ñ✳ ✸✸✺✺✲✸✸✻✷✳

✹✳ ❙❝✉t❛r✐ ▼✳ ❆♥ ❊♠♣✐r✐❝❛❧✲❇❛②❡s ❙❝♦r❡ ❢♦r ❉✐s❝r❡t❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s ✴✴ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✳ ✷✵✶✻✳ ✺✷✱ ➑ ✶✳
Ñ✳ ✹✸✽✲✹✹✽✳

✺✳ ❙✉③✉❦✐ ●✳❆✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❇❉❡✉ ❙❝♦r❡s ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦ ❙tr✉❝t✉r❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✴✴
❇❡❤❛✈✐♦r♠❡tr✐❦❛✳ ✶✾✾✺✳ ✶✱ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✶✲✷✵✳

Ïîëóõèí Ïàâåë ➶àëåðüåâè÷
➶îðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➶➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❧❢❛❴❢♦r❝❡❅❜❦✳r✉



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✻✾✕✶✼✷

Ó➘✃ ✵✵✹✳✵✹✸

Ð➚➬Ð➚➪❰Ò✃➚ ÏÐ➚➶➮❐ ➘❐ß ➶Ûß➶❐➴❮➮ß ❰Ø➮➪❰✃

❮➴Ñ❰❰Ò➶➴ÒÑÒ➶➮ß Ò➮Ï❰➶ ➶ÛÐ➚➷➴❮➮➱ ➶ ß➬Û✃➴

ÏÐ❰➹Ð➚❒❒➮Ð❰➶➚❮➮ß ➽✶❈✿ÏÐ➴➘ÏÐ➮ßÒ➮➴➾

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ➶✳ ➚✳ Ï❰Ï❰➶➚

➚ííîòàöèÿ✳ ➘èíàìè÷åñêè òèïèçèðîâàííûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â

ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ðàçëè÷íîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè✳ ❰äíîé èç ïðè÷èí âûáîðà

òàêèõ ÿçûêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè íåîáõîäèìîñòè îáúÿâëåíèÿ òèïîâ ïåðåìåííûõ✱ ÷òî ýêî✲

íîìèò âðåìÿ✱ èñêëþ÷àÿ íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ïðàâèë ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíñòðóêöèé✳ ❰äíàêî✱

â îòëè÷èå îò ñòàòè÷åñêè òèïèçèðîâàííûõ ÿçûêîâ✱ äèíàìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ ìîæåò óìåíüøèòü

íàäåæíîñòü è êà÷åñòâî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ✳ Ïîýòîìó â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè íåîáõîäèìî

ïðèìåíÿòü ìåòîäû è èíñòðóìåíòû✱ íàïðàâëåííûå íà ìèíèìèçàöèþ îøèáîê✱ ñâÿçàííûõ ñ íåñî✲

îòâåòñòâèåì òèïîâ äàííûõ✳ ➘ëÿ ðàñïðîñòðàíåííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äèíàìè÷åñêîé

òèïèçàöèåé✱ òàêèõ êàê ❍❛s❦❡❧❧✱ ❖❈❛♠❧✱ ❙t❛♥❞❛r❞ ▼▲✱ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t è P②t❤♦♥✱ óæå èìåþòñÿ èíñòðó✲

ìåíòû✱ ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ✳ ❮î íà òåêóùèé ìîìåíò äëÿ ÿçûêà

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾ íåò ìåõàíèçìà✱ êîòîðûé áû îáåñïå÷èâàë ýôôåêòèâíîå âû✲

ÿâëåíèå îøèáîê íåñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ ñ ó÷åòîì ñïåöèôè÷íûõ àñïåêòîâ ñèñòåìû òèïèçàöèè ýòîãî

ÿçûêà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà òèïîâ✱ äèíàìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ✱ ñèñòåìà òèïîâ✱

✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå✱ ôîðìàò ➽➘åðåâî òèïîâ êîíôèãóðàöèè➾✱ ìåõàíèçì ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✻✽◆✶✺✱ ✻✽✲✵✹

✶✳ Ñïîñîá âûÿâëåíèÿ îøèáîê íåñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ✳ Ïðîöåññ ðàçðàáîòêè ñòàòè÷åñêèõ
àíàëèçàòîðîâ ❬✸❪ íà îñíîâå èñõîäíîãî êîäà ïðîãðàìì ïðåäïîëàãàåò îñóùåñòâëåíèå ïðîâåðêè òè✲
ïîâ ïóòåì àíàëèçà àáñòðàêòíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî äåðåâà ✭❆❜str❛❝t ❙②♥t❛① ❚r❡❡ ✖ ❆❙❚✮✳ ❆❙❚
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðó✱ îòðàæàþùóþ èåðàðõèþ è âçàèìîñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïðî✲
ãðàììíîãî êîäà✳
Ôîðìèðîâàíèå ❆❙❚ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëåêñè÷åñêèé è ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ïðîãðàììû ❬✷❪✳ ❐åê✲

ñè÷åñêèé àíàëèç íàïðàâëåí íà âûäåëåíèå ëåêñåì✱ òàêèõ êàê êëþ÷åâûå ñëîâà✱ îïåðàòîðû è ëèòå✲
ðàëû✳ ➬àòåì ñëåäóåò ýòàï ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà✱ ãäå ëåêñåìû ïîäâåðãàþòñÿ àíàëèçó ñ ó÷åòîì
ãðàììàòèêè✱ îïðåäåë➻ííîé ñîãëàñíî ñïåöèôèêàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳
➶ ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè ôîðìèðóåòñÿ ñòðóêòóðà ❆❙❚✱ íà îñíîâàíèè êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè òèïîâ êîíñòðóêöèé✳
➶ äîïîëíåíèå ê ôîðìèðîâàíèþ ❆❙❚✱ ñëåäóåò îòìåòèòü✱ ÷òî ðàçðàáîòêà ìåõàíèçìà ñòàòè÷åñêîãî

àíàëèçà äëÿ ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèÿ➾ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáóñëîâëåíà ñëîæíîñòüþ ñèñòåìû òèïîâ
ýòîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳

✷✳ Ñèñòåìà òèïîâ ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèÿ➾✳ ➶ ❬✶❪ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà ñèñòåìû
òèïîâ ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèÿ➾✳ ➶ õîäå ðàçðàáîòêè ìåõàíèçìà ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà áûë ðàçðàáîòàí
ôîðìàò✱ ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ➽➘åðåâî òèïîâ êîíôèãóðàöèè➾ ✭➘Ò✃✮✱ êîòîðûé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ

➮ññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ➮ðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà äëÿ

ìîëîäûõ ó÷åíûõ ➑ ✵✾✶✲✷✸✲✸✵✸ ➽Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ è ìåõàíèçìû

èíòåãðàöèè ñî ñðåäàìè ðàçðàáîòêè ïðèêëàäíûõ ðåøåíèé êîíôèãóðàöèé ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèÿ➾➾✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✼✵ ➶✳ ➚✳ Ï❰Ï❰➶➚

îïèñàíèÿ îáúåêòîâ êîíôèãóðàöèè è òèïîâ ïëàòôîðìû✳ Òàêîå íàçâàíèå îáîñíîâàíî òåì✱ ÷òî êàæ✲
äûé îáúåêò êîíôèãóðàöèè íàñëåäóåò ôóíêöèîíàëüíîñòü îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ òèïîâ✱ îïðåäå✲
ë➻ííûõ â ïëàòôîðìå ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾✳ ➶àæíî îòìåòèòü✱ ÷òî ôàéë ôîðìàòà ➘Ò✃ ìîæåò áûòü
ñôîðìèðîâàí äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèÿ➾✳
➘àëåå äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ íåîáõîäèìî áûëî ñî✲

çäàòü ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðàììíîãî êîäà êîíôèãóðàöèè â âèäå ❆❙❚ ❬✻❪✳ Ïîñëå ýòîãî âûïîëíÿëàñü
ðàçðàáîòêà ïðàâèë äëÿ àíàëèçà ñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ êîíñòðóêöèÿì ÿçûêà✱ èñïîëüçóÿ èíôîðìà✲
öèþ✱ ñîäåðæàùóþñÿ â äîêóìåíòå ôîðìàòà ➘Ò✃✳

✸✳ Ðàçðàáîòêà ïðàâèë äëÿ ïðîâåðêè êîíñòðóêöèé ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ

➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾✳ ❮à îñíîâå èíôîðìàöèè î òèïàõ ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèÿ➾ ❬✶❪ è ñïðîåêòèðîâàííîé
ñòðóêòóðû ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà✱ ïðåäñòàâëåííîãî â ❬✺❪ â âèäå äèàãðàììû êëàññîâ✱ îñóùåñòâ✲
ëÿëàñü ðàçðàáîòêà ïðàâèë äëÿ âûÿâëåíèÿ íåñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ â ïðîãðàììíîì êîäå êîíôèãóðà✲
öèé ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèÿ➾✳
➶ ❬✹❪ îïðåäåëåíû ïðàâèëà ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ âûðàæåíèé✱ â êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ áèíàðíûå

îïåðàöèè✳ ➘àëåå îñóùåñòâëÿëîñü ðàçðàáîòêà ïðàâèë äëÿ ïðîâåðêè ïðèñâîåíèÿ òèïîâ ïåðåìåí✲
íûì✱ îïðåäåëåíèå êîíñòðóêòîðîâ îáúåêòîâ✱ êîððåêòíîñòü îáðàùåíèÿ ê ñâîéñòâó îáúåêòà è ò✳ ä✳
Ïîðÿäîê ïðîâåðêè êàæäîé òàêîé ñòðóêòóðû äàííûõ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾
ïðåäñòàâëåí äàëåå✳
➘ëÿ ñòðóêòóðû äàííûõ ❡①♣r❴✐❞❡♥t✐❢✐❡r✱ ÿâëÿþùåéñÿ ïðåäñòàâëåíèåì èäåíòèôèêàòîðà ✭íà✲

èìåíîâàíèÿ✮ èëè ñâîéñòâà✱ â ìåòîäå t②♣❡s✭✳✳✳✮ 1 âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê ó ❈♦♥t❡①t ✭êëàññà✱ îáî✲
çíà÷àþùåãî òèï ïëàòôîðìû èëè îáúåêò êîíôèãóðàöèè✮ ýòîãî ñâîéñòâà è â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé óêàçûâàþòñÿ åãî òèïû✳
➶ ❡①♣r❴♥❡✇ ✭îïðåäåëåíèå êîíñòðóêòîðà îáúåêòà✮ â t②♣❡s✭✳✳✳✮ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ýêçåì✲

ïëÿðà ❈♦♥t❡①t✱ êîòîðûé è áóäåò ñîñòàâëÿòü ìíîæåñòâî òèïîâ✳
Ñòðóêòóðà äàííûõ ❡①♣r❴♥♦t ✭ëîãè÷åñêîå îòðèöàíèå✮ ñîäåðæèò ✶ ýëåìåíò â ❝❤✐❧❞◆♦❞❡s ✭íàáîð

äî÷åðíèõ âåðøèí✮✱ êîòîðûé îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå✱ ïîäâåðãàåìîå èíâåðñèè✳ ➘ëÿ ýòîãî âûðà✲
æåíèÿ âûçûâàåòñÿ ìåòîä t②♣❡s✭✳✳✳✮✳ ➴ñëè ìåòîä âåðíóë òèï ➪óëåâî èëè ×èñëî✱ òî îøèáîê â
ñòðóêòóðå äàííûõ ❡①♣r❴♥♦t íåò✱ èíà÷å ôèêñèðóåòñÿ îøèáêà î íåñîîòâåòñòâèè òèïà â âûðàæåíèè✳
➘ëÿ òåðíàðíîãî îïåðàòîðà✱ ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå ❡①♣r❴q✉❡st✐♦♥✱ îïðåäåëåíû ✸ ýëåìåíòà â

❝❤✐❧❞◆♦❞❡s✱ ïåðâûé èç êîòîðûõ ✭ïðîâåðÿþùååñÿ âûðàæåíèå✮ äîëæåí èìåòü òèï çíà÷åíèÿ ➪óëåâî✱
÷òî â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ ýòîãî ïðàâèëà ïðèâîäèò ê îøèáêå íåñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ✳ ➘ëÿ âòîðîãî
è òðåòüåãî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òèïîâ çíà÷åíèé íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì✱ à
îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì âûçîâà ìåòîäà t②♣❡s✭✳✳✳✮ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà✳
➶ ñòðóêòóðå äàííûõ ❞♦t❴❡①♣r✱ êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îáðàùåíèå ê ñâîéñòâó îáúåêòà ÷åðåç òî÷êó✱

âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê â ýêçåìïëÿðå ❈♦♥t❡①t ýëåìåíòà ❈♦♥t❡①t■t❡♠ ✭ïðåäñòàâëåíèå ñâîéñòâà✱ ìåòîäà
èëè ýëåìåíòà êîëëåêöèè çíà÷åíèé✮ ñ óêàçàííûì íàèìåíîâàíèåì ñâîéñòâà✳ ➴ñëè ýëåìåíò íå íàé✲
äåí✱ òî ýòî îçíà÷àåò ïîïûòêó îáðàùåíèÿ ê íåñóùåñòâóþùåìó ñâîéñòâó✱ ÷òî ÿâëÿåòñÿ îøèáêîé✳
➘ëÿ ❢♦r♠❛❧❴♣❛r❛♠✱ îáîçíà÷àþùåé ïàðàìåòð ìåòîäà✱ t②♣❡s✭✳✳✳✮ âîçâðàùàåò òèï â ñëó÷àå✱ åñëè

óêàçàíî çíà÷åíèå ïî óìîë÷àíèþ✱ èíà÷å ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî✳
❒åòîä t②♣❡s✭✳✳✳✮ êîíñòðóêöèè ❢✉♥❝t✐♦♥❴❝❛❧❧ ïðîâåðÿåò êîððåêòíîñòü îáðàùåíèÿ ê ìåòîäó✳

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê ìåòîäà ✭ýëåìåíòà ❈♦♥t❡①t■t❡♠✮✳ ➴ñëè ýëåìåíò íå íàéäåí✱ òî ôèêñè✲
ðóåòñÿ îøèáêà✱ ÷òî âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì✳ ➴ñëè æå ìåòîä áûë íàéäåí✱ òî ïðîâåðÿåòñÿ
êîððåêòíîñòü ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ ïî êîëè÷åñòâó è òèïàì èõ çíà÷åíèé✳
Òàêèì îáðàçîì✱ îïðåäåëåíû ïðàâèëà ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ òèïîâ äëÿ ñòðóêòóð

äàííûõ✱ îïðåäåëÿþùèõ ëèòåðàëû è âûðàæåíèÿ✳
➘ëÿ èíñòðóêöèé✱ òàêèõ✱ êàê öèêëû✱ óñëîâèÿ✱ ïðèñâîåíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé è ò✳ ä✳✱ ìíîæå✲

ñòâî äîïóñòèìûõ òèïîâ íå ôîðìèðóåòñÿ✱ ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ òîëüêî îïðåäåëÿòü êîððåêòíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ïîäîáíûõ êîíñòðóêöèé✳ Ñòîèò îòìåòèòü✱ ÷òî èíñòðóêöèè îáëàäàþò òàê íàçûâàå✲
ìûì ➽ïîáî÷íûì ýôôåêòîì➾✱ êîòîðûé ñîñòîèò â òîì✱ ÷òî ìîãóò èçìåíÿòüñÿ íåëîêàëüíûå àòðèáó✲
òû✱ íàïðèìåð ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå èëè ðåêâèçèòû ôîðìû✳

1îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òèïîâ âûðàæåíèÿ✱ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîääåðåâó ❆❙❚ ñ êîðíåì â äàííîé

âåðøèíå



ÏÐ➚➶➮❐➚ ➘❐ß ÏÐ❰➶➴Ð✃➮ Ñ❰❰Ò➶➴ÒÑÒ➶➮ß Ò➮Ï❰➶ ✶✼✶

➘ëÿ ñòðóêòóðû äàííûõ ❢♦r♠❛❧❴♣❛r❛♠❴❧✐st✱ îïðåäåëÿþùåé ïåðå÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ ìåòîäà✱ â
♣❛rs❡✭✳✳✳✮1 ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê îäíîèì➻ííîìó ìåòîäó êëàññà ❋♦r♠❛❧P❛r❛♠ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ òèïîâ êàæäîãî ïàðàìåòðà ïðåäñòàâëÿþùåãîñÿ✱ êàê ❢♦r♠❛❧❴♣❛r❛♠✳
➶ ❡①❡❝❴✐♥str✉❝t✐♦♥ ✭áëîê ìåòîäà✮ ïðîâåðÿåòñÿ✱ ÷òî ó ýëåìåíòà ❝❤✐❧❞◆♦❞❡s✱ êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

àðãóìåíòîì âñòðîåííîãî â ïëàòôîðìó ìåòîäà ➶ûïîëíèòü✱ äîëæåí áûòü òèï Ñòðîêà✳
Ñòðóêòóðà äàííûõ r❡t✉r♥❴✐♥str✉❝t✐♦♥ ñîäåðæèò îäíî èç äîïóñòèìûõ òèïîâ âîçâðàùàåìûõ

çíà÷åíèé ìåòîäà êîíôèãóðàöèè✱ îïðåäåëÿþùååñÿ ïîñðåäñòâîì âûçîâà t②♣❡s✭✳✳✳✮ äëÿ äî÷åðíåé
âåðøèíû✱ êîòîðàÿ è îïèñûâàåò âîçâðàùàåìîå çíà÷åíèå✳
➘ëÿ êîíñòðóêöèè èòåðàöèîííîãî öèêëà ❢♦r❴✐♥str✉❝t✐♦♥✱ êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

âèä ➘ëÿ ✃❂✵ Ïî ✃îëè÷åñòâî Öèêë✱ âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ öèêëà ✭✃ è
✃îëè÷åñòâî✮✳ ➴ñëè çíà÷åíèÿ èìåþò íå òèï ×èñëî✱ òî ôèêñèðóåòñÿ îøèáêà î íåñîîòâåòñòâèè òèïà✳
➘ëÿ ðàçáîðà ñòðóêòóðû äàííûõ ❡①❡❝✉t✐♦♥❴❜❧♦❝❦✱ îïðåäåëÿþùåé òåëî öèêëà✱ âûçûâàåòñÿ ìå✲

òîä ♣❛rs❡✭✳✳✳✮✱ êîòîðûé íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ñòðóêòóðå êëàññà
❊①❡❝✉t✐♦♥❇❧♦❝❦✱ à âûïîëíÿòñÿ ñîãëàñíî ðåàëèçàöèè ïî óìîë÷àíèþ✱ òàê êàê ❡①❡❝✉t✐♦♥❴❜❧♦❝❦

ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ãðóïïèðóþùåé êîíñòðóêöèåé äëÿ íàáîðà èç ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ñîäåðæèìîå êîòîðûõ
òðåáóåòñÿ ïðîâåðÿòü íà ñîîòâåòñòâèå òèïîâ✳
Ðåàëèçàöèÿ ïî óìîë÷àíèþ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì✿ ìåòîä ♣❛rs❡✭✳✳✳✮ âûïîëíÿåò âûçîâ îä✲

íîèì➻ííîãî ìåòîäà äëÿ äî÷åðíèõ êîíñòðóêöèé✳ ➶ ìåòîäå t②♣❡s✭✳✳✳✮ óêàçûâàåòñÿ✱ ÷òî âåðøèíà
íå èìååò ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ òèïîâ✱ òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî✱ ê êàêîé ñòðóêòó✲
ðå äàííûõ îíà îòíîñèòñÿ✳ ➶ ❣❡t❈♦♥t❡①t■t❡♠s✭✳✳✳✮ òàêæå â êà÷åñòâå âîçâðàùàåìîãî çíà÷åíèÿ
óêàçûâàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî✳ ❒åòîä str✭✮ ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûì ââèäó òîãî✱ ÷òî êàæäàÿ êîí✲
ñòðóêöèÿ ÿçûêà èìååò ñâî➻ íàèìåíîâàíèå è ïîýòîìó ìåòîä äîëæåí áûòü ðåàëèçîâàí â êàæäîì
îïðåäåëÿþùåì êîíñòðóêöèþ êëàññå✳
➘ëÿ öèêëà ïî êîëëåêöèè çíà÷åíèé ✭ñòðóêòóðû äàííûõ ❢♦r❡❛❝❤❴✐♥str✉❝t✐♦♥✮ â ìåòîäå

♣❛rs❡✭✳✳✳✮ ïðîâåðÿåòñÿ✱ ÷òî ïåðåìåííàÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîëëåêöèåé è ïî
íåé ìîæíî âûïîëíèòü îáõîä â öèêëå✳
Ïðîâåðêà ñòðóêòóð äàííûõ ✇❤✐❧❡❴✐♥str✉❝t✐♦♥ è ✐❢❴✐♥str✉❝t✐♦♥✱ îáîçíà÷àþùèõ öèêë ñ ïðåä✲

óñëîâèåì è óñëîâíûé îïåðàòîð ñîîòâåòñòâåííî✱ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì✱ ÷òî òèï ïðîâåðÿåìîãî èìè
âûðàæåíèÿ✱ äîëæåí áûòü çíà÷åíèÿ òèïà ➪óëåâî✱ èíà÷å âîçíèêàåò îøèáêà íåñîîòâåòñòâèÿ òèïà✳
Òàêèå ñòðóêòóðû äàííûõ òàêæå ñîäåðæàò ❡①❡❝✉t✐♦♥❴❜❧♦❝❦✱ êîòîðàÿ îáðàáàòûâàåòñÿ òàê æå✱ êàê
è â îïèñàíèè ❢♦r❴✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ➚íàëîãè÷íî îáðàáîòêà ❡①❡❝✉t✐♦♥❴❜❧♦❝❦ îñóùåñòâëÿåòñÿ è äëÿ
êîíñòðóêöèè tr②❴✐♥str✉❝t✐♦♥✱ êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò áëîê êîäà✱ â êîòîðîì ìîæåò ïðîèçîéòè îøèá✲
êà è íà îñíîâàíèè ýòîãî áóäåò âûçâàíî è îáðàáîòàíî èñêëþ÷åíèå✳
✃îãäà âñòðå÷àåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ ❣♦t♦❴✐♥str✉❝t✐♦♥✱ òî ôîðìèðóåòñÿ ïðåäóïðåæäåíèå✿ ➽❮å

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèþ Ïåðåéòè â ïðîãðàììå➾✳ Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì✱ ÷òî ðàçðàáîò÷èêè
ïëàòôîðìû ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾ íå ðåêîìåíäóþò èñïîëüçîâàíèå áåçóñëîâíûõ ïåðåõîäîâ✱ òàê êàê
îíè çàòðóäíÿþò ïîíèìàíèå ïðîãðàììíîãî êîäà✳
➶ êîíñòðóêöèè ➶ûçâàòü➮ñêëþ÷åíèå ✭t❤r♦✇❴✐♥str✉❝t✐♦♥✮ âûïîëíÿåòñÿ âûçîâ ìåòîäà ♣❛rs❡✭✳✳✳✮

äëÿ äî÷åðíåãî ýëåìåíòà ❡①♣r✱ ÿâëÿþùåãîñÿ íåêîòîðûì âûðàæåíèåì✱ êîòîðîå òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü
íà ñîîòâåòñòâèå òèïîâ✳ Òàêèì âûðàæåíèåì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ âûçîâ êîíñòðóêòîðà îáúåêòà èëè âû✲
ðàæåíèå✱ êîòîðîå èñïîëüçóåò áèíàðíûå îïåðàöèè✳
Òàêèì îáðàçîì✱ ñôîðìèðîâàíû ïðàâèëà äëÿ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ êîíñòðóêöèé ÿçûêà

➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾✳

✹✳ ➘àëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðîåêòà✳ ❮à òåêóùèé ìîìåíò âûïîëíÿåòñÿ äîðàáîòêà è òåñòèðî✲
âàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ âîçìîæíîñòè îïåðàòèâíî âûÿâëÿòü îøèáêè íåñîîòâåòñòâèÿ
òèïîâ â õîäå ðàçðàáîòêè êîíôèãóðàöèé íà ïëàòôîðìå ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾✳ ➘àëåå áóäóò ïðîâî✲
äèòüñÿ ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ ìåõàíèçìîâ èíòåãðàöèè ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ñ
êîíôèãóðàòîðîì ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèÿ➾ è ñðåäîé ðàçðàáîòêè ❊❝❧✐♣s❡✱ êîòîðàÿ✱ êàê è êîíôèãóðàòîð✱
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèêëàäíûõ ðåøåíèé✳

1ïðîâåðÿåò ñîîòâåòñòâèå òèïîâ êîíñòðóêöèÿì ÿçûêà è îïðåäåëÿåò âîçìîæíûå òèïû âîçâðàùàåìîãî çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè



✶✼✷ ➶✳ ➚✳ Ï❰Ï❰➶➚

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➪àëþê ➚✳ Ñ✳✱ Ïîïîâà ➶✳ ➚✳ Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ êîíâåðòàöèè êîíôèãóðàöèè ïëàò✲
ôîðìû ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾ â ❯▼▲✲ìîäåëü ✴✴ Ñëîæíûå ñèñòåìû ìîäåëè✱ àíàëèç è óïðàâëåíèå✳ ✷✵✷✶✳
➑ ✹✳ Ñ✳ ✶✸✼✕✶✹✺✳

✷✳ Ïîïîâà ➶✳ ➚✳ ➶ûâîä òèïîâ âûðàæåíèé âî âñòðîåííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ ➽✶Ñ✿Ïðåäïðèÿòèå➾ ✴✴
Ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì ✿ ìàòåðèàëû ✼✲é ❒åæäóíàð✳ øêîëû✲ñåìèíàðà✳ ➶ëàäèâîñòîê✱
✶✕✺ àâã✳ ✷✵✷✷ ã✳ ➶ëàäèâîñòîê ✿ ➮çä✲âî ➘àëüíåâîñò✳ ôåäåð✳ óí✲òà✱ ✷✵✷✷✳ Ñ✳ ✸✼✳

✸✳ Ïîïîâà ➶✳ ➚✳ Ïðèìåíåíèå ìåòîäèêè ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ âûÿâëåíèÿ îøèáîê â ïðîãðàììàõ íà
äèíàìè÷åñêèõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ✴✴ ➮íôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè✳ Ïðîáëåìû è ðåøåíèÿ✳ ✷✵✷✷✳
➑ ✶✾✳ Ñ✳ ✷✻✕✸✶✳

✹✳ Ïîïîâà ➶✳ ➚✳ Ïðîâåðêà ñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ êîíñòðóêöèé äèíàìè÷åñêîãî ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà
îñíîâàíèè ïîñòðîåíèÿ ❆❙❚ ✴✴ ❐ÿïóíîâñêèå ÷òåíèÿ ✿ ìàòåðèàëû êîíô✳ ➮ðêóòñê✱ ✺✕✾ äåê✳ ✷✵✷✷ ã✳✳ ➮ð✲
êóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮➘ÑÒÓ Ñ❰ Ð➚❮✱ ✷✵✷✷✳ Ñ✳ ✶✶✹✕✶✶✺✳

✺✳ Ïîïîâà ➶✳ ➚✳ Ïðîåêòèðîâàíèå ìåõàíèçìà ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ âûÿâëåíèÿ îøèáîê íåñîîòâåòñòâèÿ
òèïîâ â ïðîãðàììàõ íà äèíàìè÷åñêèõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ✴✴ ➘èíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è êîìïüþ✲
òåðíûå íàóêè✿ òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✷✮ ✿ ìàòåðèàëû ✹✲é ❒åæäóíàð✳ êîíô✳ ➮ðêóòñê✱ ✶✾✕✷✷
ñåíò✳ ✷✵✷✷ ã✳✳ ➮ðêóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮➹Ó✱ ✷✵✷✷✳ Ñ✳ ✶✹✷✕✶✹✺✳

✻✳ ➚✳ Ñ✳ ❇❛❧②✉❦✱ ❱✳ ❆✳ P♦♣♦✈❛ ❙t❛t✐❝ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✶❈✿❊♥t❡r♣r✐s❡ ✴✴
❈❊❯❘ ❲♦r❦s❤♦♣ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ■r❦✉ts❦✱ ✶✹ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✷✶ ✷✵✷✶✳ Ñ✳ ✶✵✶✕✶✶✶✳

Ïîïîâà ➶èêòîðèÿ ➚ëåêñååâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ✈✐❝t♦r②♣♦♣♦✈❛✶❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✼✸✕✶✼✻
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êâàíòîâîãî ïîèñêà â ñëó÷àå✱ êîãäà îáìåí äàííûõ

ñ îðàêóëîì ïîäâåðæåí ðàçðóøàþùèì ñöåïëåííîñòü èñêàæåíèÿì✳ Ïðèìåðîì òàêîãî âîçäåéñòâèÿ

ìîãóò áûòü èçìåðåíèÿ â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå✱ êîòîðûå ïðîèçâîäÿòñÿ â ëèíèÿõ ñâÿçè ñ îðàêóëîì

òðåòüåé ñòîðîíîé✱ êîòîðàÿ ïðîòèâîäåéñòâóåò ëåãèòèìíûì ïîëüçîâàòåëÿì✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ àëãîðèòì ➹ðîâåðà✱ îðàêóë✱ ðàçðóøàþùèé ñöåïëåííîñòü êàíàë✱ âåðîÿòíîñòü

óñïåõà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✽✶P✹✺✱ ✽✶P✻✽

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèþ êâàíòîâûõ
íîñèòåëåé êàê ñðåäñòâ ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè ❬✶❪✳ ❰íè ïîçâîëÿþò â ðÿäå ñëó÷àåâ äî✲
ñòè÷ü çíà÷èòåëüíîãî ïîâûøåíèÿ ñåêðåòíîñòè êîììóíèêàöèè èëè óñêîðåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ✱
êàê✱ íàïðèìåð✱ â èçâåñòíîì äîñòèæåíèè Øîðà ❬✼❪✳ Õîòÿ êâàíòîâûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè
èìåþò ñòàòóñ ðàçâèâàþùèõñÿ✱ íàáëþäàåòñÿ ÿâíûé ïðîãðåññ êàê â îáëàñòè òåîðèè✱ òàê è â ïëàíå
ðåàëèçàöèè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ñ íåñêîëüêèìè äåñÿòêàìè êóáèòîâ✳ Ñèñòåìû êâàíòîâîãî ðàñ✲
ïðåäåëåíèÿ ñåêðåòíîãî êëþ÷à ñðàâíèòåëüíî øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ðåàëüíîé æèçíè✳ Ïîñòðîåíèå
êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ ñ äîñòàòî÷íûì äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ÷èñëîì êóáèòîâ îöåíè✲
âàåòñÿ êàê âïîëíå ðåàëèñòè÷íàÿ✱ õîòÿ è ñëîæíàÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ çàäà÷à✳
➚ëãîðèòì ïîèñêà ➹ðîâåðà ❬✷❪ ñòàë îñíîâîé äëÿ öåëîãî ñåìåéñòâà ðîäñòâåííûõ ìåòîäîâ êâàí✲

òîâîãî óñèëåíèÿ àìïëèòóäû✳ ❰äíàêî äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè îñòàâàëñÿ íåçàòðîíóòûì âîïðîñ î
ôóíêöèîíèðîâàíèè êâàíòîâîãî ïîèñêà ñ çàøóìëåííûìè êîìïîíåíòàìè✳ Ïðåâîñõîäñòâî êâàíòî✲
âûõ àëãîðèòìîâ íàä êëàññè÷åñêèìè îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè íåêëàññè÷åñêèõ êîððåëÿöèé â ñó✲
ïåðïîçèöèîííîì ñîñòîÿíèè êâàíòîâîãî ðåãèñòðà✳ Òàêîãî ðîäà êîððåëÿöèè î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíû ê
ïîìåõàì✱ âîçíèêàþùèì ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ îêðóæåíèåì✳ Ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè óñòîé÷èâûõ ê
øóìàì êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé ñ äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì êóáèòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ
ïðåïÿòñòâèé íà ïóòè ñîçäàíèÿ êâàíòîâûõ êîìïüþòåðîâ✳
➶îçäåéñòâèå äåôàçèðîâêè íà êâàíòîâûé ïîèñê áûëî èçó÷åíî ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ â ðà✲

áîòàõ ❬✸✱✻❪✳ Ñòàòüè ❬✹✱✺❪ ïîñâÿùåíû êâàíòîâîìó ïîèñêó ñ çàòóõàíèåì è äåïîëÿðèçàöèåé â ëèíèÿõ
ñâÿçè ñ îðàêóëîì è ðàçâèâàþò èññëåäîâàíèÿ✱ èíèöèèðîâàííûå ñòàòüåé ❬✸❪✳ Õîòÿ ýòè èññëåäîâàíèÿ
è íå îõâàòûâàþò âñåõ âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâ✱ íàì óäàëîñü ïðîàíàëèçèðîâàòü îñíîâíûå õàðàêòå✲
ðèñòèêè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà èòåðàöèé✳ Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ìîäåëüíûõ ñëó÷àåâ âïîëíå
óìåñòåí â ðàìêàõ ôîðìóëèðîâêè ñöåíàðèåâ êâàíòîâîãî ïîèñêà ñ êîìáèíàöèåé ïîìåõ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ✳ ➶ äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ àëãîðèòìà ➹ðîâåðà ñ ðàçðóøà✲
þùèì ñöåïëåííîñòü âîçäåéñòâèåì â ëèíèÿõ ñâÿçè ñ îðàêóëîì✳

✷✳ ❰ñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ✳ Ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà ñîäåðæèò N = 2n äâîè÷íûõ ñòðîê x =
(x1 · · ·xn) ñ xj ∈ {0, 1}✱ òàê ÷òî x ∈ {0, 1, . . . , N − 1}✳ Òðåáóåòñÿ íàéòè îäíó èç öåëåâûõ ñòðîê èç

➘àííîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ➮ðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

äëÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ➑ ✵✾✶✲✷✸✲✸✵✾ ➽➘èíàìèêà êîððåëÿöèé è êîãåðåíòíîñòè â àëãîðèòìàõ êâàíòîâîãî ïîèñêà ïðè

íàëè÷èè øóìà➾✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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íàáîðà M✱ òîãäà êàê îñòàëüíûå ñòðîêè ëåæàò â äîïîëíåíèè MC✳ ➪åç ïîòåðè îáùíîñòè ïðèíè✲
ìàåì 1 6 |M| 6 N/2✳ Ïîñëå èíèöèàëèçàöèè n✲êóáèòîâîãî ðåãèñòðà â ñîñòîÿíèå |0〉 ïðèìåíÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå ➚äàìàðà ❝ ðåçóëüòàòîì

|ψ(0)〉 =
1

√
N

N−1
∑

x=0

|x〉. ✭✶✮

➮òåðàöèÿ ➹ðîâåðà íà÷èíàåò ñ çàïðîñà ê îðàêóëó✱ ñïîñîáíîìó ïðîâåðÿòü ïðèíàäëåæíîñòü äâîè÷✲
íûõ ñòðîê íàáîðó M✳ Ýòîò øàã ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþ êàæäîãî öåëåâîãî ñîñòîÿíèÿ íà exp(iπ)
è îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì J✳ Ñëåäóþùèé øàã èòåðàöèè✱ èçâåñòíûé êàê ➽èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî
ñðåäíåãî➾✱ èìååò âèä

K = 2|ψ(0)〉〈ψ(0)| − ✶✶N , ✭✷✮

ãäå ✶✶N îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð✳ Òåì ñàìûì èòåðàöèÿ ➹ðîâåðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïå✲
ðàòîðîì G = KJ✳ Ýâîëþöèþ ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî ðåãèñòðà óäîáíî ïîêàçàòü â òåðìèíàõ íîðìè✲
ðîâàííûõ ñóïåðïîçèöèé íåöåëåâûõ è öåëåâûõ ñîñòîÿíèé ❬✸❪✿

|w〉 =
1

√
N −M

∑

x∈MC

|x〉, |m〉 =
1

√
M

∑

x∈M

|x〉. ✭✸✮

Óãîë θ ∈ (0, 0.5π) óäîâëåòâîðÿåò cos θ = 1− 2M/N ✱ sin2(0.5θ) = M/N è cos2(0.5θ) = 1−M/N ✳ ➶
áàçèñå

{

|w〉, |m〉
}

èòåðàöèÿ ➹ðîâåðà ïðèíèìàåò èíòóèòèâíî ïîíÿòíóþ ôîðìó

G =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

. ✭✹✮

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ îïåðàöèÿ ✭✹✮ ïîâîðà÷èâàåò ñîñòîÿíèå ðåãèñòðà â ñòîðîíó öåëåâîé ñóïåðïîçè✲
öèè |m〉 íà óãîë θ✱ â ðåçóëüòàòå t èòåðàöèé ïîëó÷àåòñÿ ÷èñòîå ñîñòîÿíèå

|ψ(t)〉 = G
t|ψ(0)〉 = cos(tθ + 0.5θ)|w〉+ sin(tθ + 0.5θ)|m〉. ✭✺✮

Ïðè îòñóòñòâèè øóìà âåðîÿòíîñòü óñïåõà âûðàæàåòñÿ â âèäå

P (0)
suc(t) = 〈ψ(t)|ΠM|ψ(t)〉 = sin2(tθ + 0.5θ). ✭✻✮

ãäå ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî öåëåâûõ ñîñòîÿíèé

ΠM =
∑

x∈M

|x〉〈x|. ✭✼✮

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû ñòàòåé ❬✸✕✺❪✱ ìîæíî îæèäàòü âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè êâàí✲
òîâîãî ïîèñêà ê ðàçðóøàþùåìó ñöåïëåííîñòü âîçäåéñòâèþ â ëèíèÿõ ñâÿçè ñ îðàêóëîì✳

✸✳ ❒îäåëü êâàíòîâîãî ïîèñêà ñ ðàçðóøåíèåì ñöåïëåííîñòè✳ ❒íîãîîáðàçèå ðàçëè÷íûõ
ñöåíàðèåâ âîçäåéñòâèÿ øóìà íà êâàíòîâûå àëãîðèòìû èñêëþ÷èòåëüíî âåëèêî✳ Ïîýòîìó öåëåñîîá✲
ðàçíî îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì òèïîì âíîñèìûõ îøèáîê✱ ïî êðàéíåé ìåðå íà íà÷àëüíîì ýòàïå àíàëèçà✳
➘ëÿ ïàðàìåòðà 0 6 λ 6 1 ðàññìîòðèì âïîëíå ïîëîæèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ρ 7→ Φλ(ρ) = (1− λ)ρ+ λΓ(ρ), ✭✽✮

ãäå ðàçðóøàþùèé ñöåïëåííîñòü êàíàë èìååò âèä

Γ(ρ) =

N−1
∑

x=0

p(x;ρ)|x〉〈x|, p(x;ρ) = 〈x|ρ|x〉. ✭✾✮

Ïðè íàëè÷èè ðàçðóøàþùèõ ñöåïëåííîñòü èñêàæåíèé â ëèíèÿõ ñâÿçè ñ îðàêóëîì èçìåíåíèÿ ìàò✲
ðèöû ïëîòíîñòè íà èòåðàöèè t îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

̺(t− 1) 7→ ̺(t) = ΥK ◦ Φλ ◦ΥJ ◦ Φλ

(

̺(t− 1)
)

, ✭✶✵✮
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à óíèòàðíûå êàíàëû ΥJ(ρ) = JρJ† è ΥK(ρ) = Kρ K† îòâå÷àþò íåèñêàæåííîìó øóìîì êâàíòî✲
âîìó ïîèñêó✳ ❮å âäàâàÿñü â äåòàëè ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ✭✶✵✮✱ ïðèâåäåì ëèøü
îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò✳ ➶âåäåì äëÿ óäîáñòâà ïàðàìåòð ν✱ òàê ÷òî

ν = (1− λ)2, 1− ν = λ(2− λ). ✭✶✶✮

Ïðè íàëè÷èè ðàçðóøàþùèõ ñöåïëåííîñòü èñêàæåíèé âåðîÿòíîñòü óñïåõà P
(λ)
suc (t) èìååò âèä

tr
(

ΠM̺(t)
)

=
1− νt cos(2tθ + θ)

2
−

1− ν

2

νt+1 cos(2tθ − θ)− νt cos(2tθ + θ)− ν cos θ + cos θ

1− 2ν cos 2θ + ν2
. ✭✶✷✮
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Ðèñ✳ ✶✳ ➶åëè÷èíà ✭✶✷✮ äëÿ íåñêîëüêèõ λ✱ M = 2✱ N = 256 ñëåâà è N = 1024 ñïðàâà✳

➶âèäó íåêîòîðîé ñëîæíîñòè âûðàæåíèÿ ✭✶✷✮ êàê ôóíêöèè ÷èñëà èòåðàöèé ïðîèëëþñòðèðó✲
åì âëèÿíèå ðàçðóøåíèÿ ñöåïëåííîñòè ãðàôè÷åñêè íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ✳ ➶åðîÿòíîñòü óñïåõà
ïîêàçàíà íà ðèñ✳ ✶ äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé λ✳ ➶èäíî✱ ÷òî óâåëè÷åíèå N â ÷åòûðå ðàçà ïðèâîäèò
ê óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà ïèêîâ íà ïðàâûõ ãðàôèêàõ â äâà ðàçà✳ Ïðè ôèêñèðîâàííîì M âå✲
ðîÿòíîñòü óñïåõà ñóùåñòâåííî çàâèñèò êàê îò λ✱ òàê è îò N ✳ ➶èäíî✱ ÷òî äàæå íåçíà÷èòåëüíûé
óðîâåíü ðàçðóøåíèÿ ñöåïëåííîñòè ñïîñîáåí ïðèâåñòè ê äîâîëüíî áûñòðîìó âûðîæäåíèþ êâàíòî✲
âîãî ïîèñêà✳ ➶ ñëó÷àå λ = 0.015 ïîñëåäóþùèå ïèêè îêàçûâàþòñÿ çàìåòíî ïîäàâëåííûì äëÿ îáîèõ

çíà÷åíèé N ✳ ➴ñëè λ > 0✱ òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë P
(λ)
suc (t) ïðè t→ ∞✳ ❰í çàâèñèò îò çíà÷åíèé M ✱ N

è λ✱ íî âî âñåõ ïîêàçàííûõ íà ðèñ✳ ✶ ñëó÷àÿõ áëèçîê ê îäíîé âòîðîé✳

✹✳ ➬àêëþ÷åíèå✳ Ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû àíàëèçà êâàíòîâîãî ïîèñêà ñ ðàçðóøå✲
íèåì ñöåïëåííîñòè â ëèíèÿõ ñâÿçè ñ îðàêóëîì✳ Ñîâìåñòíî ñ ðàáîòàìè ❬✸✕✻❪ îíè ïîäãîòàâëèâàþò
îñíîâó äëÿ èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìà ➹ðîâåðà ïðè êîìáèíèðîâàííîì âîçäåéñòâèè øóìîâ ðàçëè÷✲
íûõ òèïîâ✳ Ïî èòîãàì ïðîäåëàííîé ðàáîòû ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû✳ Ïîñêîëüêó àë✲
ãîðèòì âûíóæäåí èñïîëüçîâàòü ìíîãîêðàòíûå îáðàùåíèÿ ê îðàêóëó✱ êâàíòîâûé ïîèñê áûñòðî
âûðîæäàåòñÿ ïðè ñðàâíèòåëüíî óìåðåííûõ óðîâíÿõ ðàçðóøåíèÿ ñöåïëåííîñòè✳ ➴ñëè èìåþòñÿ
îïàñåíèÿ ïî ïîâîäó èñêàæåíèé èëè àêòèâíîãî ïðîòèâîäåéñòâèÿ â ëèíèÿõ ñâÿçè ñ îðàêóëîì✱ òî
öåëåñîîáðàçíî îãðàíè÷èòü âûïîëíÿåìûå èòåðàöèè êîëè÷åñòâîì✱ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîïàäàíèÿ â
îêðåñòíîñòü ïåðâîãî ïèêà✳ ➶ñå ýòè íàáëþäåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè èçó÷åíèÿ äðóãèõ òè✲
ïîâ îøèáîê â êàíàëå îáðàùåíèÿ ê îðàêóëó ❬✸✕✺❪✳ ✃àê óæå áûëî îòìå÷åíî â ðàáîòå ❬✻❪✱ ëîêàëèçàöèÿ
êîëëåêòèâíûõ îøèáîê ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçäåëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî áàçèñà íà áëîêè âëèÿåò íà
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëåìåíòû ðåøåòêè óëüòðàêëîíîâ ðàíãà ✷✳ ➘îêàçàí êðèòåðèé ïîë✲
íîòû â ìàêñèìàëüíîì óëüòðàêëîíå ëèíåéíûõ ãèïåðôóíêöèé✳ Òàêèì îáðàçîì✱ îïèñàíû âñå ñóá✲
ìàêñèìàëüíûå óëüòðàêëîíû ëèíåéíûõ ãèïåðôóíêöèé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ãèïåðôóíêöèÿ✱ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ✱ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî✱ óëüòðàêëîí✱ ðå✲
øåòêà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✵✽❆✾✾

✶✳ ❰ïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ✳ Ïóñòü E = {0, 1} è F = {{0}, {1}, {0, 1}}✳ ❰ïðåäåëèì ñëåäóþùèå
ìíîæåñòâà ôóíêöèé✿

P2,n = {f |f : En → E}✱ P2 =
⋃

n

P2,n;

P−
2,n

= {f |f : En → F}✱ P−
2

=
⋃

n

P−
2,n

;

Ôóíêöèè èç P2 íàçûâàþò áóëåâûìè ôóíêöèÿìè✱ èç P
−
2
✕ ãèïåðôóíêöèÿìè íà E ✭ãèïåðôóíêöè✲

ÿìè ðàíãà ✷✮✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà
è ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà✱ è ïîýòîìó çäåñü ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðôóíêöèåé✳
Ñóïåðïîçèöèþ ãèïåðôóíêöèé îïðåäåëèì✱ ñëåäóÿ ðàáîòå ❬✶❪✳ ➘ëÿ òîãî✱ ÷òîáû ñóïåðïîçèöèÿ

f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)),

ãäå f, f1, . . . , fn ∈ P−
2
✱ îïðåäåëÿëà ãèïåðôóíêöèþ g(x1, . . . , xm)✱ îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ãèïåðôóíê✲

öèè f íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâà Fn ñëåäóþùèì îáðàçîì✿ åñëè (α1, . . . , αm) ∈ Em✱ òî

g(α1, . . . , αm) =











⋂

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), åñëè ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî;

⋃

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå✳

➘àëåå ãèïåðôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ôóíêöèåé✱ åñëè ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèé✳
➘ëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è ëþáîãî i✱ ãäå 1 6 i 6 n✱ îáîçíà÷èì ÷åðåç en

i
(x1, . . . , xi, . . . , xn)

ôóíêöèþ✱ çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé xi✳ Ôóíêöèè en
i
íàçûâàþòñÿ

ïðîåêöèÿìè èëè ñåëåêòîðíûìè ôóíêöèÿìè✳ ❮åòðóäíî âèäåòü✱ ÷òî ïðîåêöèè ÿâëÿþòñÿ áóëåâûìè
ôóíêöèÿìè✱ ò✳ å✳ ìíîæåñòâà ïðîåêöèé äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé è ãèïåðôóíêöèé ñîâïàäàþò✳
➬àìûêàíèåì ìíîæåñòâà ôóíêöèé K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé✱ ïîëó÷åííûõ èç

ôóíêöèé ìíîæåñòâàK ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè✱ äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ✳
➬àìûêàíèå ìíîæåñòâà K îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [K]✳ ❒íîæåñòâî ôóíêöèé K íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
✭çàìêíóòûì êëàññîì✮✱ åñëè K = [K]✳
Óëüòðàêëîíîì ðàíãà ✷ ✭êëîíîì✮ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ãèïåðôóíêöèé ðàíãà ✷ ✭áóëå✲

âûõ ôóíêöèé✮✱ ñîäåðæàùåå âñå ïðîåêöèè✳ ➘àëåå äëÿ êðàòêîñòè ëþáîé óëüòðàêëîí ðàíãà ✷ áóäåì
íàçûâàòü ïðîñòî óëüòðàêëîíîì✳ ➬àìåòèì✱ ÷òî ëþáîé êëîí ÿâëÿåòñÿ óëüòðàêëîíîì✳
Óëüòðàêëîí K íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì✱ åñëè íå ñóùåñòâóåò óëüòðàêëîíà K ′ òàêîãî✱ ÷òî

K ⊂ K ′ ⊂ P−
2
✳

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ➑✷✷✕✷✶✕✷✵✵✶✸✱ ❤tt♣s✿✴✴rs❝❢✳r✉✴♣r♦❥❡❝t✴✷✷✲
✷✶✲✷✵✵✶✸✴ è Ïðàâèòåëüñòâà Ðåñïóáëèêè ➪óðÿòèÿ✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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Óëüòðàêëîí K íàçûâàåòñÿ ñóáìàêñèìàëüíûì✱ åñëè íå ñóùåñòâóåò óëüòðàêëîíà K ′ òàêîãî✱ ÷òî
K ⊂ K ′ ⊂ M ✱ ãäå M ✕ íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé óëüòðàêëîí✳

Ñëåäóÿ ❬✷❪✱ ÷åðåç L îáîçíà÷èì êëîí âñåõ ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé✱ ÷åðåç L0 ✕ êëîí âñåõ
ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé✱ ñîõðàíÿþùèõ ✵✱ ÷åðåç L1 ✕ êëîí âñåõ ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé✱
ñîõðàíÿþùèõ ✶✱ ÷åðåç S ✕ êëîí âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé✱ ÷åðåç F 1 ✕ êëîí âñåõ
îäíîìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé✳

Ïóñòü Rs ✕ s✲ìåñòíûé ïðåäèêàò✱ çàäàííûé íà ìíîæåñòâå F ✳ ➪óäåì ãîâîðèòü✱ ÷òî ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò Rs✱ åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ

(α11, . . . , αs1), . . . , (α1n, . . . , αsn),

ïðèíàäëåæàùèõ ïðåäèêàòó Rs✱ íàáîð

(f(α11, . . . , α1n), . . . , f(αs1, . . . , αsn))

ïðèíàäëåæèò Rs✳
➘ëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè {0, 1} áóäåì îáîçíà÷àòü −✳
➹èïåðôóíêöèþ✱ êîòîðàÿ íà âñåõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −✱ áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî −✳
➶ ❬✶❪ äîêàçàíî✱ ÷òî ìàêñèìàëüíûìè óëüòðàêëîíàìè ðàíãà ✷ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñëåäóþùèå ✶✶

ìíîæåñòâ✿
✶✮ P2 ✕ ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé❀
✷✮ T−

0
✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ êîòîðûå ñîõðàíÿþò íóëü✱ ò✳ å✳ íà íàáîðå èç âñåõ íóëåé ôóíêöèè

ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 0❀
✸✮ T−

1
✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ êîòîðûå ñîõðàíÿþò åäèíèöó✱ ò✳ å✳ íà íàáîðå èç âñåõ åäèíèö ôóíê✲

öèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1❀
✹✮ S− ✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RS =

(

0 1 −
1 0 −

)

;

✺✮ L− ✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RL =

(

0 0 1 1 −
0 1 0 1 −

)

;

✻✮ M− ✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

RM =

(

0 0 1 0 − −
0 1 1 − 1 −

)

;

✼✮ A1 ✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R1 =

(

0 1 1 − 1 −
1 0 1 1 − −

)

;

✽✮ A2 ✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò

R2 =

(

0 0 1 0 − −
0 1 0 − 0 −

)

;

✾✮ A3 ✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò R3✱ îïðåäåëÿåìûé ìàòðèöåé





0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 − − 0 1 − − 1 1 − −
0 0 1 1 0 1 1 0 − 1 − 0 1 − − 1 − 1 − 1 −
0 1 0 1 1 0 1 − 0 − 1 1 0 − − − 1 − 1 1 −



 ;

✶✵✮ A4 ✕ ìíîæåñòâî ôóíêöèé✱ ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò R4✱ îïðåäåëÿåìûé ìàòðèöåé





0 0 0 1 0 0 − 0 − − −
0 0 1 1 0 − 0 − 0 − −
0 1 0 1 − 0 0 − − 0 −



 ;



❰➪ Ý❐➴❒➴❮Ò➚Õ Ð➴Ø➴Ò✃➮ Ó❐ÜÒÐ➚✃❐❰❮❰➶ ✶✼✾

✶✶✮ A5 ✕ ìíîæåñòâî✱ ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèé✱ ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé
ïåðåìåííîé✱ à òàêæå èç ôóíêöèé✱ ïðèíèìàþùèõ äâà çíà÷åíèÿ✱ îäíî èç êîòîðûõ åñòü −✳
❒íîæåñòâî L− áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì âñåõ ëèíåéíûõ ãèïåðôóíêöèé ðàíãà ✷✳ ❒íîæåñòâî

B íàçûâàåòñÿ ïîëíûì â L−✱ åñëè [B] = L−✳ ×åðåç K0 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî F 1 ∪ {−}✱ ÷åðåç K1

✕ ìíîæåñòâî S− ∩ L−✱ ÷åðåç K2 ✕ ìíîæåñòâî L0 ∪ {−}✱ ÷åðåç K3 ✕ ìíîæåñòâî L1 ∪ {−}✳
×åðåç ⊕ îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî âñå îïðå✲

äåëåíèÿ✱ êîòîðûå îòñóòñòâóþò çäåñü✱ íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ ñòàòüè✱ ìîæíî íàéòè â ❬✷❪✳

✷✳ ✃ðèòåðèé ïîëíîòû è îïèñàíèå ñóáìàêñèìàëüíûõ óëüòðàêëîíîâ â ìíîæåñòâå âñåõ

ëèíåéíûõ ãèïåðôóíêöèé✳

Òåîðåìà ✶✳ ❒íîæåñòâî B ⊆ L− ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â L− òîãäà è òîëüêî òîãäà✱ êîãäà B 6⊆ L✱

B 6⊆ K0✱ B 6⊆ K1✱ B 6⊆ K2✱ B 6⊆ K3✳

Òåîðåìà ✷✳ Ñóùåñòâóåò ðîâíî ✺ ñóáìàêñèìàëüíûõ óëüòðàêëîíîâ L✱ K0✱ K1✱ K2✱ K3✱ ñîäåð✲

æàùèõñÿ â L−✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ Ïàíòåëååâ ➶✳ ➮✳ ✃ðèòåðèé ïîëíîòû äëÿ äîîïðåäåëÿåìûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ✴✴ ➶åñòíèê Ñàìàðñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳ ➴ñòåñòâåííî✲íàó÷íàÿ ñåðèÿ✳ ✷✵✵✾✳ ✷✱ ➑ ✻✽✳ Ñ✳ ✻✵✕✼✾✳

✷✳ Ïåðÿçåâ ❮✳ ➚✳ ❰ñíîâû òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé✳ ❒✳ ✿ Ôèçìàòëèò✱ ✶✾✾✾✳ ✶✶✷ ñ✳

Øàðàíõàåâ ➮âàí ✃îíñòàíòèíîâè÷
➪óðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➪➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❣♦r❛♥✺❅♠❛✐❧✳r✉



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✽✵✕✶✽✷

Ó➘✃ ✺✶✼✳✺✷✶

❰ Ñ➮ÑÒ➴❒➚Õ ❐➮❮➴➱❮ÛÕ ÓÐ➚➶❮➴❮➮➱ ➮ ✃❰❮➴×❮ÛÕ ÑÓ❒❒➚Õ

❝© ✷✵✷✸ ã✳ Ò✳ ➚✳ Ø➮Ðß➴➶➚✱ ➚✳ ✃✳ Ø❐➴Ï✃➮❮✱ ➚✳ ➚✳ Ø❐➴Ï✃➮❮✱ ✃✳ ➚✳ Ô➮❐➮ÏÏ❰➶

➚ííîòàöèÿ✳ ➶ ðàáîòå ïðèâåäåíà ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ k ñòåïåíåé ïåðâûõ n ÷ëåíîâ íàòóðàëü✲

íîãî ðÿäà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé✱ êîíå÷íàÿ ñóììà✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✶✶✲✶✶

➶ ❬✶✕✸❪ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ñóììèðîâàíèÿ k✕ûõ ñòåïåíåé ïåðâûõ n ÷ëåíîâ íàòóðàëüíîãî
ðÿäà íà îñíîâå ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà ➽òðåóãîëüíèêîâ➾ îñíîâàííîãî íà íåêîòîðûõ ãåîìåòðè÷å✲
ñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ✳ ➪ûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû âû÷èñëÿþùèå óêàçàííûå ñóììû äî ïîêàçàòåëÿ
k = 9 âêëþ÷èòåëüíî✳ ➚íàëèç ýòèõ ôîðìóë ïðèâåë ê ìåòîäó ïîçâîëÿþùåìó îòêàçàòüñÿ îò ðåêóð✲
ðåíòíîñòè ïîëó÷àòü èñêîìóþ ôîðìóëó ñðàçó äëÿ k 6 14✳ ➘àííûé ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ îñíîâàí
íà ïðåäñòàâëåíèè óêàçàííûõ ñóìì â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò n✱ êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà✳ ❮à îñíîâå äàííîãî
ìåòîäà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà ✶✳ Ïóñòü n, k − íàòóðàëüíûå ÷èñëà✱ k 6 20✱ [k
2
] ✕ öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà k

2
, i, j, d íåçà✲

âèñèìî ïðèíèìàþò âñå çíà÷åíèÿ èõ èíòåðâàëà N ∩ [1, [k
2
]✳ Ïîëîæèì

S(k)

n = 1k + · · ·+ nk =
n
∑

m=1

mk.

➮ìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ

S(k)

n =
1

k + 1
nk+1 +

1

2
nk +

[
k

2
]

∑

j=1

a(k,j)n
k+1−2j ,

ãäå

a(k,j) =
∆(k,j)

∆(k)

,

∆(k) =| ik+1−2j |=| α(i,j) |,

∆(k,j) =| β(i,d) |,

β(i,d) = α(i,d), åñëèj 6= d,

β(i,d) = S
(k)

i
− (

1

k + 1
ik+1 +

1

2
ik), åñëèj = d.

Ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ✶ è ôîðìóë èç ❬✶✕✸❪ âûâåäåíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû✱ êîòîðûå
õîðîøî èçâåñòíû è ïîëó÷åíû ðàíåå ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè è äðóãèìè ìåòîäàìè✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



❰ Ñ➮ÑÒ➴❒➚Õ ❐➮❮➴➱❮ÛÕ ÓÐ➚➶❮➴❮➮➱ ➮ ✃❰❮➴×❮ÛÕ ÑÓ❒❒➚Õ ✶✽✶

S(1)

n =
1

2
n2 +

1

2
n ✭✶✮

S(2)

n =
1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n ✭✷✮

S(3)

n =
1

4
n4 +

1

2
n3 +

1

4
n2 ✭✸✮

S(4)

n =
1

5
n5 +

1

2
n4 +

1

3
n3 −

1

30
n ✭✹✮

S(5)

n =
1

6
n6 +

1

2
n5 +

5

12
n4 −

1

12
n2 ✭✺✮

S(6)

n =
1

7
n7 +

1

2
n6 +

1

2
n5 −

1

6
n3 +

1

42
n ✭✻✮

S(7)

n =
1

8
n8 +

1

2
n7 +

7

12
n6 −

7

24
n4 +

1

12
n2 ✭✼✮

S(8)

n =
1

9
n9 +

1

2
n8 +

2

3
n7 −

7

15
n5 +

2

9
n3 −

1

30
n ✭✽✮

S9

n =
1

10
n10 +

1

2
n9 +

3

4
n8 −

7

10
n6 +

1

2
n4 −

3

20
n2 ✭✾✮

S(10)

n =
1

11
n11 +

1

2
n10 +

5

6
n9 − n7 + n5 −

1

2
n3 +

5

66
n ✭✶✵✮

S(11)

n =
1

12
n12 +

1

2
n11 +

11

12
n10 −

11

8
n8 +

11

6
n6 −

11

8
n4 +

5

12
n2 ✭✶✶✮

S(12)

n =
1

13
n13 +

1

2
n12 + n11 −

11

6
n9 +

22

7
n7 −

33

10
n5 +

5

3
n3 −

691

2730
n ✭✶✷✮

S(13)

n =
1

14
n14 +

1

2
n13 +

13

12
n12 −

143

60
n10 +

143

28
n8 −

143

20
n6 +

65

12
n4 −

691

420
n ✭✶✸✮

S(14)

n =
1

15
n15 +

1

2
n14 +

7

6
n13 −

91

30
n11 +

143

18
n9 −

143

10
n7 +

91

6
n5 −

691

90
n3 +

7

6
n ✭✶✹✮



✶✽✷ Ò✳ ➚✳ Ø➮Ðß➴➶➚ è äð✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ Øèðÿåâà Ò✳ ➚✳✱ Øë➻ïêèí ➚✳ ✃✳✱ Øëåïêèí ➚✳ ➚✳✱ Ôèëèïïîâ ✃✳ ➚✳✱ Ðûáàêîâà Ó✳ Ñ✳ ❰ êîíå÷íûõ ñóììàõ
è ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ✴✴✴ ➮íôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ✿
èçáð✳ ñò✳ ✶✶✲é íàó÷✳ èíòåðíåò✲êîíô✳ ñ ìåæäóíàð✳ ó÷àñòèåì ✴ ïîä ðåä✳ Ñ✳ ➮✳ Ñåíàøîâà ❀ Ñèá➹Ó èì✳ ❒✳Ô✳
Ðåøåòíåâà✿ Óíèâåðñèòåò ➹âàäàëàõàðû✳ ✃ðàñíîÿðñê✱ ✷✵✷✶✳ Ñ✳ ✺✻✕✻✹✳

✷✳ Øèðÿåâà Ò✳ ➚✳✱ Øëåïêèí ➚✳ ✃✳✱ Ôèëèïïîâ ✃✳ ➚✳✱ Øëåïêèí ➚✳ ➚✳ ❰ ôîðìóëàõ ñóììèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ
ñóìì ñïåöèàëüíîãî âèäà ✴✴✴ ➚êòóàëüíûå âîïðîñû ïðèêëàäíîé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè✳ ➶ûï✳ ✽ ✿ ñá✳
íàó÷✳ òð✳ ✴ ïîä ðåä✳ ❰✳ ➶✳ ✃óçüìèíà✳ ➮ðêóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮➹Ó✱ ✷✵✷✷✳ Ñ✳ ✶✷✵✕✶✷✺✳

✸✳ Øèðÿåâà Ò✳ ➚✳✱ Øëåïêèí ➚✳ ✃✳✱ Ôèëèïïîâ ✃✳ ➚✳✱ Øëåïêèí ➚✳ ➚✳❰ êîíå÷íûõ ñóììàõ ✴✴✴ ➘èíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû è êîìïüþòåðíûå íàóêè✿ òåîðèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✷✮ ✿ ìàòåðèàëû ✹✲é ❒åæäóíàð✳ êîíô✳
➮ðêóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮➹Ó✱ ✷✵✷✷✳ Ñ✳ ✶✹✽✕✶✹✾✳

Øèðÿåâà Òàìàðà ➚ëåêñååâíà
✃ðàñíîÿðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àãðàðíûé óíèâåðñèòåò ✭✃ðàñíîÿðñêèé ➹➚Ó✮
Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì✳ ❒✳ Ô✳ Ðåøåòíåâà ✭Ñèá➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ t❛s❴s❢✉❅♠❛✐❧✳r✉

Øëåïêèí ➚íàòîëèé ✃îíñòàíòèíîâè÷
Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì✳ ❒✳ Ô✳ Ðåøåòíåâà ✭Ñèá➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❦❴❦❣❛✉❅❡♠❛✐❧✳r✉

Øë❡ïêèí ➚ëåêñåé ➚íàòîëüåâè÷
Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò ✭ÑÔÓ✮
❊✲♠❛✐❧✿ s❤❧②♦♣❦✐♥❅♠❛✐❧✳r✉

Ôèëèïïîâ ✃îíñòàíòèí ➚íàòîëüåâè÷
Ñèáèðñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò ✭ÑÔÓ✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❢✐❧✐♣♣♦✈❴❦♦st②❛❅❡♠❛✐❧✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✽✸✕✶✽✻

Ó➘✃ ✺✶✾✳✻✸

❰ ×➮Ñ❐➴❮❮❰❒ Ð➴Ø➴❮➮➮

➬➚➘➚×➮ Ð➚➬➘➴❐➴❮➮ß Ñ❒➴Ñ➴➱

➶ Ð➴✃Ò➮Ô➮✃➚Ö➮❰❮❮❰➱ ✃❰❐❰❮❮➴
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➚ííîòàöèÿ✳ Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé â ðåêòèôèêàöèîííîé êîëîííå âîç✲

íèêàåò íåîáõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ñ íåñòàíäàðòíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè✳ ➶ ðàáîòå ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä õàðàêòåðèñòèê

äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî✲êðàåâîé çàäà÷è✳ Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ

èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ðåêòèôèêàöèîííàÿ êîëîííà✱ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà✱ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà✱ ìå✲

òîä õàðàêòåðèñòèê✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✽✵▼✷✵

✶✳ ❒îäåëü ðåêòèôèêàöèîííîé êîëîííû✳ ❒àòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåêòèôèêàöèîííîé êî✲
ëîííû ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ óðàâíåíèÿ✱ îïèñûâàþùèå òåïëîìàññîîáìåí è ãèäðîäèíàìèêó âçàè✲
ìîäåéñòâóþùèõ ïîòîêîâ ❬✸✱ ✹❪✿

∂Hxxi

∂t
−
∂Lxi

∂s
= kyi(yi − y∗i ) + Φxi

, ✭✶✮

∂Hyyi

∂t
+
∂V yi

∂s
= kyi(y

∗
i − yi) + Φyi , ✭✷✮

N
∑

i=1

xi = 1,

N
∑

i=1

yi = 1, i = 1, 2, . . . , N ; ✭✸✮

d(Hx(s0, t)yi(s0, t))

dt
= L(s0, t)xi(s0, t)− (V (s0, t) +W (t))yi(s0, t), ✭✹✮

xi(s0, t0) = xi0(s0), i = 1, 2, . . . , N

dHx(s0, t)

dt
= L(s0, t)− V (s0, t)−W (t), Hx(s0, t0) = Hxk0;

dHx(s1, t)xi(s1, t)

dt
= V (s1, t)yi(s1, t)− (L(s1, t) +D(t))xi(s1, t), ✭✺✮

xi(s1, t0) = xi0(s1), i = 1, 2, . . . , N,

dHx(s1, t)

dt
= V (s1, t)− (L(s1, t) +D(t)), Hx(s1, t0) = Hxd0.

➬äåñü xi = xi(s, t)✱ yi = yi(s, t) ✕ êîíöåíòðàöèÿ i✲ãî êîìïîíåíòà â æèäêîé è ïàðîâîé ôàçàõ❀
L = L(s, t)✱ V = V (s, t) ✕ ïîòîêè æèäêîñòè è ïàðà â êîëîííå❀ Hx = Hx(s, t)✱ Hy = Hy(s, t) ✕ óäåð✲
æèâàþùàÿ ñïîñîáíîñòü êîëîííû ïî æèäêîñòè è ïàðó❀ Φxi

= Φxi
(s, t)✱ Φyi = Φyi(s, t) ✕ ïëîòíîñòü

ââîäèìûõ ïîòîêîâ i✲ãî êîìïîíåíòà â æèäêîé è ïàðîâîé ôàçàõ❀ s ∈ [s0, s1] ✕ ïðîñòðàíñòâåííàÿ
êîîðäèíàòà❀ t ∈ [t0, t1] ✕ âðåìÿ❀ kyi = kV (s, t), k = const ✕ êîýôôèöèåíò ìàññîïåðåäà÷è â ïàðî✲
âîé ôàçå❀ y∗

i
(s, t) = p̃(s, t)xi(s, t) ✕ êîíöåíòðàöèÿ ïàðîâîé êîìïîíåíòû â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè✱

ôóíêöèÿ p̃(s, t) îïðåäåëÿåòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà❀ D(t)✱ W (t) ✕ ãîòîâûé ïðîäóêò✳

➮ññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà ➑ ✷✸✲✷✶✲✵✵✷✾✻✱ ❤tt♣s✿✴✴rs❝❢✳r✉✴♣r♦❥❡❝t✴

✷✸✲✷✶✲✵✵✷✾✻✴✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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➶ ðàáîòå äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ✳
✶✳ Ñûðüå ïîäàåòñÿ òîëüêî â âèäå æèäêîñòè✿

Φxi
(s, t) = xfiFx(t)φxi

(s),

ãäå xfi ✕ êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòà✱ Fx(t) ✕ ââîäèìûé ïîòîê✱ φxi
(s) ✕ ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêà ïî

êîëîííå✳
✷✳ ➬àâèñèìîñòü óäåðæèâàþùåé ñïîñîáíîñòè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ïîòîêó✿

Hx(s, t) =
1

c1
L(s, t), Hy(s, t) =

1

c2
V (s, t).

✸✳ Ïîòîêè ïàðà è æèäêîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè✿

V (s, t) = V (t), L(s, t) = L(t) + L∗(t),

L∗(t) =











Fx(t), s < s∗ − σ

Fx(t)
∫

s∗+σ

s∗−σ
ψxi

(s)ds, s∗ − σ 6 s 6 s∗ + σ,

0, s > s∗ + σ.

✹✳ ✃îëîííà ðàáîòàåò â ñòàòè÷åñêîì ðåæèìå✿

Fx(t) = D(t) +W (t).

✺✳ Óäåðæèâàþùàÿ ñïîñîáíîñòü êîíäåíñàòîðà è èñïàðèòåëÿ íå ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì✿

Hx(s1, t) = Hxk ≡ const, Hx(s0, t) = Hxd ≡ const, t ∈ [t0, t1].

Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ äîïóùåíèé ✭✶✮ ✕ ✭✺✮ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå✿

∂xi(s, t)

∂t
− c1

∂xi(s, t)

∂s
= B11(s, t)xi(s, t) +B12(s, t)yi(s, t) + b1(s, t), ✭✻✮

∂yi(s, t)

∂t
+ c2

∂yi(s, t)

∂s
= B21(s, t)xi(s, t) +B22(s, t)yi(s, t) + b2(s, t), ✭✼✮

dxi(s1, t)

dt
= g1(u(t), t)(yi(s1, t)− xi(s1, t)), xi(s1, t0) = xi0(s1), ✭✽✮

dyi(s0, t)

dt
= g2(u(t), t)(xi(s0, t)− yi(s0, t)), yi(s0, t0) = yi0(s0), ✭✾✮

N
∑

i=1

xi(s, t) = 1,

N
∑

i=1

yi(s, t) = 1,

xi(s, t) > 0, yi(s, t) > 0, i = 1, 2, . . . , N ;

B11(s, t) =
c1Fxφxi(s)− c1kV (t)p̃(s, t)− (L(t) + L∗(t))′

L(t) + L∗(t)
,

B22(s, t) = −(kc2 +
V ′(t)

V (t)
),

B21(s, t) = c2kp̃(s, t), B12(s, t) =
c1kV (t)

L(t) + L∗(t)
,

b1(s, t) =
c1Fx(t)φxi(s)

L(t) + L∗(t)
, b2(s, t) = 0.

g1(u(t), t) =
L(t) + u(t)

Hxd

, g2(u(t), t) =
V (t) + Fx(t)− u(t)

Hxk
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✷✳ ×èñëåííîå ðåøåíèå✳ ➘èôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ✭✻✮✕✭✼✮ îáðàçóþò ñèñòåìó ëèíåéíûõ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ñåìåéñòâàìè õàðàêòåðèñòèê −c1t + const è c2t + const✱ ãäå
êîíñòàíòû îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè òî÷êàìè õàðàêòåðèñòèê✳ ❮åñòàíäàðòíîñòü çàäà÷è çàêëþ✲
÷àåòñÿ â ôîðìå êðàåâûõ óñëîâèé ✭✽✮✕✭✾✮✳ Ýòî íå ïðîñòî ñìåøàííûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòè✳
➬íà÷åíèå êîìïîíåíò íà êàæäîé èç ãðàíèö îïðåäåëÿþòñÿ èç îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé✱ â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðûõ ôèãóðèðóþò íå òîëüêî ýòè êîìïîíåíòû✱ íî è çíà÷åíèÿ ðå✲
øåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöå✳ Ïîýòîìó íåâîçìîæíî ñíà÷àëà ðåøèòü çàäà÷è ✃îøè äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ✱ à çàòåì èíòåãðèðîâàòü ñè✲
ñòåìó ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé✳
➘ëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî✲êðàåâîé çàäà÷è ✭✻✮✕✭✾✮ ïðåäëîæåíà êîìáèíàöèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà õà✲

ðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû è êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàíèöàõ ñ ïîñòåïåííûì ïåðåõîäîì îò íèæíèõ ê âåðõíèì ñëî✲
ÿì ïî âðåìåíè✳ Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà Ýéëåðà ñ ïåðåñ÷åòîì✱ ÷òî
îáåñïå÷èâàåò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû✳
➘àëåå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà ïðî✲

ãðàììèðîâàíèÿ P②t❤♦♥ ✸✳
Ðåøåíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ✿

s ∈ [0, 2], t ∈ [0, 4], c1 = 1, c2 = 3,

B11(s, t) = 1, B12(s, t) = −
1

es
, B21(s, t) = es, B22(s, t) = c2,

g1(t) =
− sin(t)

e2(sin(t) + 2 cos(t))− 4− cos(t)
, g2(t) =

2 sin(t)− cos(t)

sin(t) + cos(t)
,

b1(s, t) = −2c1s− s2 + cos(t), b2(s, t) = −2es sin(t)− ess2,

x0(s) = s2 + 1, y0(s) = 2es
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x(
s,
t 1

)
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численноесрешение
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s,
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)
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Ðèñ✳ ✶✳ ×èñëåííîå è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèÿ

➘ëÿ äàííîé çàäà÷è èìååòñÿ ñëåäóþùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå✿

x∗(s) = s2 + cos(t), y∗(s) = es(sin(t) + 2 cos(t))
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max
s∈[0,2]

|x(s, t1)− x∗(s)| = 0, 052; max
s∈[0,2]

|y(s, t1)− y∗(s)| = 0, 035

Ðèñóíîê ✶ ïîêàçûâàåò îòëè÷íîå ñîâïàäåíèå ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé✳

✸✳ ➬àêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ✳ ➶ êà÷åñòâå äàëüíåéøåãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ïëàíè✲
ðóåòñÿ ðàññìîòðåòü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ìîäåëè ✭✻✮✕✭✾✮✳ Óïðàâëÿþùèìè âîçäåé✲
ñòâèÿìè ìîãóò áûòü îáúåìû îòáèðàåìûõ ãîòîâûõ ïðîäóêòîâ u(t) â ✭✽✮ è ✭✾✮✱ à öåëüþ óïðàâëåíèÿ
✕ äîñòèæåíèå çàäàííûõ êîíöåíòðàöèé ïîëåçíûõ ïðîäóêòîâ â âûõîäíûõ ïîòîêàõ✳ ➶ ❬✷❪ çàäà÷è òà✲
êîãî ðîäà ðàññìàòðèâàëèñü â êëàññå ãëàäêèõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé✳ Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðîâ✱
âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäèêè ❬✶❪ äëÿ ðàáîòû â êëàññå ðàçðûâíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ
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✶✽✻ ñ✳
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✃îïûëîâ ➘àíèèë ➴âãåíüåâè÷
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➚ííîòàöèÿ✳ ➶ ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ òâ➻ðäîãî òå✲
ëà✱ ÷òî ìàññà ñèñòåìû òî÷åê✱ åå öåíòð ìàññ è êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò✲
ñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè òâåðäîãî òåëà✱ è ïðè ýòîì ìîìåíòû èíåðöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷å÷íîé
ñèñòåìû ìàññ è òâåðäîãî òåëà ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó â êâàäðàòè÷íîì ñìûñëå✳ Ðàññìàòðè✲
âàåòñÿ ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ òàêîé ñèñòåìû òî÷åê äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ àñòåðîèäà
Ïñèõåÿ ✭✶✻✮✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ìîìåíòû èíåðöèè òâ➻ðäîãî òåëà✱ ðàâíîìîìåíòíûå ñèñòåìû òåë✱ ïðèáëèæåíèå
ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ✱ àñòåðîèä ✭✶✻✮ Ïñèõåÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✼✵❋✶✺

✶✳ Ðàçëîæåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ òâåðäîå òåëî B è ñâÿçàí✲
íàÿ ñ íèì ñèñòåìà îòñ÷åòà Ox1x2x3✳ Ïîòåíöèàë ñèëû ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ UN â ýòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò â îáùåì âèäå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✶❪✮

UN = −G

∞
∑

k=0





∑

k1+k2+k3=k

Ik1k2k3
(−1)k

k1!k2!k3!

∂k

∂xk1
1
∂xk2

2
∂xk3

3

(

1

r

)



 , ✭✶✮

ãäå k1✱ k2✱ k3 ✕ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà✱ G ✕ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ✱ Ik1k2k3 =
∫∫∫

B

Xk1
1
Xk2

2
Xk3

3
dm ✕ ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ïîðÿäêà k = k1 + k2 + k3✱ (X1, X2, X3)

T

✕ ðàäèóñ✲âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ìàññû dm òåëà B✱ r = (x1, x2, x3)
T ✕ ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ

òåëà äî èçó÷àåìîé òî÷êè✳
Ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàçëîæåíèÿ ✭✶✮ ✭ïðè k = 0✮ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë ïðèòÿæåíèÿ ìà✲

òåðèàëüíîé òî÷êè✳ Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ✭ïðè k = 0 è k = 1✮ â ïðîèçâîëüíûõ îñÿõ îïèñûâàþò
òàêæå ïîïðàâêó íà ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ òåëà✳ ➶ îñÿõ æå ñâÿçàííûõ ñ öåíòðîì ìàññ òåëà✱ ïîïðàâ✲
êà îáðàùàåòñÿ â íóëü✳ ➴ñëè â ðàçëîæåíèè ✭✶✮ ðàññìîòðåòü ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ ✭ïðè k = 0, 1, 2✮✱
òî òàêîå ðàçëîæåíèå â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ áóäåò ñîäåðæàòü òàêæå çíà÷åíèÿ ãëàâíûõ öåí✲
òðàëüíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè✳

✷✳ Ñèñòåìà òî÷å÷íûõ ìàññ✱ ðàâíîìîìåíòíàÿ òâåðäîìó òåëó✳ Ñîãëàñíî Ý✳➘æ✳Ðàóñó ✭ ❬✹❪✮
äâå ñèñòåìû òåë íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîìåíòíûìè✱ åñëè èõ ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíîãî âñåõ
ïðÿìûõ ðàâíû îäèí äðóãîìó✳ Ñèñòåìû òåë áóäóò òàêæå ðàâíîìîìåíòíû✱ åñëè ñîâïàäàþò ìàññû
òåë✱ ïîëîæåíèÿ èõ öåíòðîâ ìàññ è èõ òåíçîðû èíåðöèè✳

➮çâåñòíî ✭ ❬✹✕✼✱✾✱✶✷✱✶✸❪✮✱ ÷òî òåíçîð èíåðöèè ëþáîãî òâåðäîãî òåëà ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì èíåð✲
öèè íåêîòîðîé ñèñòåìû èç ÷åòûðåõ îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ ìàññ✳ ➘îïóñòèì✱ ýòà ñèñòåìà ÷åòûðåõ
òî÷åê îäèíàêîâûõ ìàññ áûëà âûáðàíà íåêîòîðûì îáðàçîì✳ ➘âåíàäöàòü êîîðäèíàò ýòèõ ÷åòûðåõ
òî÷åê äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äåâÿòè ñîîòíîøåíèÿì✿ òðè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñîâïàäåíèÿ öåíòðîâ
ìàññ è øåñòü ñîîòíîøåíèé äëÿ ñîâïàäåíèÿ êîìïîíåíòîâ ìàòðèö èíåðöèè✳ Òî åñòü èìååò ìåñòî
íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà òî÷åê✳

➘àëåå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñèñòåìû ÷åòûðåõ òî÷å÷íûõ ìàññ òàêîé✱ ÷òî✿ ✶✮ ñèñòåìà
òî÷å÷íûõ ìàññ áóäåò ðàâíîìîìåíòíà òâåðäîìó òåëó❀ ✷✮ ñèñòåìà òî÷å÷íûõ ìàññ áóäåò ïðèáëèæàòü

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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â êâàäðàòè÷íîì ñìûñëå êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà✳ Òîãäà ïîëå ïðèòÿæåíèÿ
âûáðàííîé ñèñòåìû òî÷åê ïðèáëèæàëî áû ïîëå ïðèòÿæåíèÿ òâåðäîãî òåëà âïëîòü äî òðåòüåãî
ïîðÿäêà â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèì îáðàçîì✳ ➘àííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðè ðàñ✲
ñìîòðåíèè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ❐àïëàñà ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✶✱✷❪✮✳
Ý✳➘æ✳ Ðàóññ ✭ ❬✹❪✮ ïðèâîäèò ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ÷åòûðåõ òî÷åê✱ ðàâíîìîìåíòíîé äàí✲

íîìó òâåðäîìó òåëó✱ îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò âåðøèí ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà✳
Ýëëèïñîèä èíåðöèè ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðàâíûìè ìàññàìè â âåðøèíàõ✱ âïèñàííîãî â ñôå✲
ðó ðàäèóñà

√
3✱ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ñôåðîé✳ Ïðîåêöèÿ ýòîé ñôåðû â ýëëèïñîèä ñ ïîëóîñÿìè✱

ðàâíûìè
√

I200/m✱
√

I020/m✱
√

I002/m✱ âû÷èñëåííûìè îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñåé
èíåðöèè òåëà✱ ïåðåâîäèò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð â íîâûé✱ à ñèñòåìà ìàññ✱ íàõîäÿùàÿñÿ â âåðøèíàõ
ýòîãî íîâîãî òåòðàýäðà✱ áóäåò ðàâíîìîìåíòíîé òâåðäîìó òåëó✳
❮åîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà ñèñòåìû ÷åòûð➻õ òî÷å÷íûõ ìàññ îáóñëîâëèâàåòñÿ âûáîðîì òåòðà✲

ýäðà T ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà îêîëî åãî áàðèöåíòðà✳ Ïóñòü Zξ1ξ2ξ3 ✕ ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì B
ïðàâàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò✱ îñè êîòîðîé ñîíàïðàâëåíû ñ åãî ãëàâíûìè îñÿìè èíåð✲
öèè✳ ❰ðèåíòàöèþ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà T â ñèñòåìå Zξ1ξ2ξ3 áóäåì îïðåäåëÿòü ñàìîë➻òíû✲
ìè óãëàìè α✱ β✱ γ ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✸❪✮✳ Ôèêñèðóÿ îðèåíòàöèþ òåòðàýäðà T ✱ âûïîëíèì ïðå✲
îáðàçîâàíèå ðàäèóñîâ✲âåêòîðîâ åãî âåðøèí✱ ïðèìåíèâ ê íèì îòîáðàæåíèå ñ ìàòðèöåé A =

diag
(

√

I200/m,
√

I020/m,
√

I002/m
)

✱ òåì ñàìûì ïîëó÷èì ñèñòåìó ÷åòûðåõ òî÷å÷íûõ ìàññû✱ ðàâ✲

íîìîìåíòíóþ òåëó B✳
➶ûáîð óãëîâ α⋆✱ β⋆ è γ⋆ äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ òàêèì îáðàçîì✱ ÷òîáû ìîìåíòû ðàñïðåäåëå✲

íèÿ ìàññû òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîñòðîåííîé ðàâíîìîìåíòíîé ñèñòåìû òî÷å÷íûõ ìàññ ìåíåå âñåãî
îòëè÷àëèñü áû îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû òðåòüåãî ïîðÿäêà òåëà B✳
➘ëÿ ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû✱ ñîñòîÿùåé èç äåñÿòè íåëèíåéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
óðàâíåíèé✱ çàâèñÿùèõ îò òðåõ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí α⋆✱ β⋆ è γ⋆✱ ôîðìóëèðóåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ
çàäà÷à✳

✸✳ ❰ïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé óãëîâ✳ Ïóñòü r̂i = r̂i(α, β, γ)✱ i = 1, 2, 3, 4 ✕
ðàäèóñû✲âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà T â ñèñòåìå êîîðäèíàò Zξ1ξ2ξ3✳ Òîãäà ri = Ar̂i = R ·
(ri1, ri2, ri3)

T ✱ i = 1, 2, 3, 4 ✕ ðàäèóñû✲âåêòîðû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê✱ îáðàçóþùèõ ñèñòåìó✱ ðàâ✲
íîìîìåíòíóþ òåëó B✱ R ✕ ðàäèóñ øàðà✱ çàêëþ÷àþùåãî â ñåáå îáúåì✱ ðàâíûé îáúåìó òåëà B✳
➬àäà÷à îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé α⋆✱ β⋆✱ γ⋆✱ îñíîâàíà íà ìèíèìèçàöèè ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíå✲

íèé ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ïîðÿäêà âïëîòü äî k ñèñòåìû òî÷å÷íûõ ìàññ îò ñîîòâåòñòâó✲
þùèõ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû òåëà B✳ ➴ñëè

L = L(α, β, γ) =
N
∑

k=0

∑

k1+k2+k3=k

(

1

4
·

4
∑

i=1

rk1
i1
rk2
i2
rk3
i3

−
Ik1k2k3
mRk

)2

, ✭✷✮

òî

L −→ min
α,β,γ

.

❰òìåòèì✱ ÷òî ïðè N 6 2 ôóíêöèîíàë L òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ✱ ò✳å✳ ïðèíèìàåò ñâî➻ ìèíè✲
ìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ α✱ β✱ γ✳

✹✳ ❮àõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìåòîäîì ðîÿ ÷àñòèö✳ ➘ëÿ ÷èñëåí✲
íîãî îòûñêàíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè ✭✷✮ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðîÿ ÷àñòèö ❬✽✱✶✵❪✳ Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì✳ Ïóñòü èùåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè L(x)✱ x ∈ V, ãäå V ✕ íåêîòîðàÿ îáëàñòü ïîèñêà â
R

n✳ ❰áëàñòü V ñëó÷àéíûì îáðàçîì ✏çàñåâàåòñÿ✑ òî÷êàìè P1, . . . , PN ✱ îáðàçóþùèìè ðîé èç N ÷à✲
ñòèö✳ Ýòî òàê íàçûâàåìûé ýòàï èíèöèàëèçàöèè àëãîðèòìà✳ Öèêë àëãîðèòìà✱ ôàêòè÷åñêè✱ ñîñòîèò
èç äâóõ øàãîâ✳ ❮à ïåðâîì øàãå öèêëà âû÷èñëÿþòñÿ è çàïîìèíàþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè L(x) â
òî÷êàõ✱ çàíèìàåìûõ ÷àñòèöàìè P1, . . . , PN ✳ ❮à âòîðîì øàãå àëãîðèòìà ÷àñòèöû ïåðåìåùàþòñÿ â
íîâûå òî÷êè è öèêë ïîâòîðÿåòñÿ✳ ×àñòèöà Pℓ ïåðåìåùàåòñÿ â òî÷êó ①k+1 = ①k + ✈k+1✱ ãäå

✈k+1 = ✈k + a1 · rnd() · (p
best − ①k) + a2 · rnd() · (g

best − ①k),
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ãäå ①k è ✈k ✕ âåêòîðû ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè ÷àñòèöû Pℓ íà øàãå k ✭íà ýòàïå èíèöèàëèçàöèè
àëãîðèòìà âåêòîð ✈0 êàæäîé ÷àñòèöû ðîÿ çàäà➻òñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì✮❀ a1✱ a2 ✕ âåñîâûå êî✲
ýôôèöèåíòû✱ çàäàþùèåñÿ ýìïèðè÷åñêè â ðàìêàõ êîíêðåòíîé çàäà÷è❀ pbest ✕ ëó÷øàÿ íàéäåííàÿ
÷àñòèöåé Pℓ òî÷êà❀ gbest ✕ ëó÷øàÿ òî÷êà èç íàéäåííûõ âñåìè ÷àñòèöàìè ðîÿ❀ ôóíêöèÿ rnd()
âîçâðàùàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî èç îòðåçêà îò ✵ äî ✶✳

✃ðèòåðèåì çàâåðøåíèÿ àëãîðèòìà ñëóæèò êðèòè÷åñêàÿ ìàëîñòü èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû gbest îò
òåêóùåãî øàãà ê ñëåäóþùåìó✳

✺✳ Ïðèìåð✿ ïðèáëèæåíèå ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ àñòåðîèäà ✭✶✻✮ Ïñèõåÿ ïîëåì ïðèòÿæå✲
íèÿ ÷åòâ➻ðêè îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ ìàññ✳ ➘ëÿ âû÷èñëåíèÿ èíåðöèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
àñòåðîèäà ✭✶✻✮ Ïñèõåÿ â ïðåäïîëîæåíèè î ïîñòîÿíñòâå åãî ïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ òðèàíãóëÿöè✲
îííàÿ ñåòêà✱ ñîñòîÿùàÿ èç 1148 âåðøèí è 2292 ãðàíåé✱ çàäàííûõ â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
SX1X2X3 ❬✶✶❪✳

Ïðåæäå âñåãî âû÷èñëÿþòñÿ îáú➻ì✱ ðàäèóñ øàðà òàêîãî æå îáú➻ìà è ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ
àñòåðîèäà✿

VB = I0/ρ = 6.07403 · 106 êì3, R ≈ 113.18691 êì,
−→
SO = I1/m = (−0.68149,−0.13468, 0.79429)T êì.

➶ îñÿõ OX1X2X3 êîìïîíåíòû òåíçîðà I2✱ îòíåñ➻ííûå ê ìàññå ÿäðà êîìåòû✱ èìåþò âèä ✭â êì2✮

I2/m =





3602.78985 −42.88478 −22.23882
−42.88478 2627.09784 4.96449
−22.23882 4.96449 1798.2984



 .

➴äèíè÷íûå✱ îáðàçóþùèå ïðàâóþ òðîéêó ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî òåíçîðà â òåõ æå îñÿõ èìåþò
âèä

e1 =





0.99896
−0.43874
−0.12417



 , e2 =





0.43936
0.99902
0.48160



 , e3 =





0.12194
−0.53566
0.99991



 .

Ýòè âåêòîðû çàäàþò ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè✱ îïðåäåëÿþùèå áàçèñ Ox1x2x3✳ ❰òíåñ➻í✲
íûå ê ìàññå ÿäðà êîìåòû ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè èìåþò âèä ✭â êì2✮

J1/m = 4423.23634, J2/m = 5402.95035, J3/m = 6230.18549

✃îìïîíåíòû òåíçîðîâ I3/m✱ âûïèñàííûå â îñÿõ Ox1x2x3✱ ïðèâåäåíû â òàáëèöå ✶✳

Òàáëèöà ✶✳ ✃îìïîíåíòû òåíçîðà I3/m ✭â êì3 ✮✳

I300 = −5883.70402 I021 = −1089.82977 I012 = −108.02882 I030 = 8696.66097
I102 = 2000.22201 I111 = 462.14126 I003 = 1551.22562 I201 = −2042.90032

I210 = −10272.57962 I120 = 2175.21444

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ðîÿ ÷àñòèö ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âåñîâûõ êîýôôè✲
öèåíòîâ a1 = 0.9✱ a2 = 0.9✳ ➶ êà÷åñòâå îñòàíîâêè àëãîðèòìà ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå òî✲
ãî✱ ÷òî íà ïðîòÿæåíèè ✷✵ èòåðàöèé èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íå ïðåâîñõîäèò 10−15✳
➚ëãîðèòì çàâåðøèë ðàáîòó çà ✶✷✹ èòåðàöèè✳ ❮àéäåííîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîñòàâèëî
L(−0.0078491; 0.00492926;−0.03710693) = 0.00815954704✳
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➚ííîòàöèÿ✳ ❮à ïðèìåðå àñòåðîèäà ✭✷✶✮ ❐þòåöèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìóëüòè✲
ïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ìàëûõ íåáåñíûõ òåë ñ íåðåãóëÿðíûì ðàñ✲
ïðåäåëåíèåì ìàññ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ïðèáëèæåíèå ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ✱ àñòåðîèäû✱ ❒àêñâåëëîâî ïðåäñòàâëåíèå ñôå✲
ðè÷åñêîé ôóíêöèè✱ ìóëüòèïîëü✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✼✵❋✶✺

➶âåäåíèå✳ ❒íîãèå ìàëûå íåáåñíûå òåëà✱ òàêèå êàê àñòåðîèäû è ÿäðà êîìåò✱ õàðàêòåðèçóþòñÿ
íåðåãóëÿðíîé ôîðìîé è ñëîæíûì ðàñïðåäåëåíèå ìàññ✳ Ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ â îêðåñòíî✲
ñòè òàêèõ òåë îäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ïîðîæäàåìîãî èìè ïîëÿ
ïðèòÿæåíèÿ✱ à âìåñòå ñ ýòèì✱ è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïîëÿ ✕ å➻ ïîòåíöèàëà✳ ➘ëÿ îïèñàíèÿ
òàêîãî ïîòåíöèàëà êàê ïðàâèëî èñïîëüçóþò ïðèáëèæåíèÿ✱ îïèðàþùèåñÿ ëèáî íà ðÿäû ❐àïëàñà
✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✹❪✱ à òàêæå ❬✶❪ è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó✮✱ ëèáî íà ìåòîä ➶åðíåðà ✕ Øèð✲
ñà ❬✶✹✱✶✺❪✱ ëèáî íà òàê íàçûâàåìûå ìàñêîíû ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✽❪✮✳
➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà âîñõîäÿùåì ê ❒àêñâåëëó ïîäõî✲

äå ❬✸✱ ✻✱ ✶✶❪✱ ìóëüòèïîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ✱ â ÷àñòíîñòè✱ ïîòåíöèàëà ïîëÿ ïðèòÿ✲
æåíèÿ✳ Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ îñåé è ìîìåíòîâ äëÿ òåëà✱ ïîâåðõíîñòü êîòî✲
ðîãî çàäàíà òðèàíãóëÿöèîííîé ñåòêîé✳ Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ✱ âïëîòü äî
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà✱ ìóëüòèïîëåé âûïîëíÿþòñÿ äëÿ àñòåðîèäà ✭✷✶✮ ❐þòåöèÿ✳

✶✳ ➹ðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òåëà êàê êîìáèíàöèÿ ïîòåíöèàëîâ ìóëüòèïîëåé✳
Ïóñòü B ✕ ïðîèçâîëüíîå òâ➻ðäîå òåëî ìàññû M ✳ ❰áîçíà÷èì Ox1x2x3 ñâÿçàííóþ ñ íèì ïðÿìî✲
óãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò✳ Ïîòåíöèàë ñîçäàâàåìîãî èì ïîëÿ ñèëû íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ

U(r) â òî÷êå P :
−−→
OP = r = (r1, r2, r3)

T îïðåäåëÿåòñÿ êàê

U(r) = −G

∫∫∫

B

dM(x)
√

(r− x, r− x)
,

ãäå G ✕ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ✱ dM(x) ✕ ýëåìåíò ìàññû â òî÷êå òåëà✱ çàäàâàåìîé âåêòîðîì
x = (x1, x2, x3)

T ✳ ➮íòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåìó òåëó B✳
✃àê èçâåñòíî ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✹✱ ✺❪✮✱ âî âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê òåëó B òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà

ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ðàçëîæåíèÿ✿

U(r) = −G

∞
∑

n=0

Yn

rn+1
, r =

√

r2
1
+ r2

2
+ r2

3
,

ãäå ôóíêöèè Yn ïðåäñòàâèìû ëèáî â âèäå

Yn(r) =
∑

k1+k2+k3=n

(−1)n

k1!k2!k3!
Ik1k2k3 r

n+1
∂k

∂rk1
1
∂rk2

2
∂rk3

3

(

1

r

)

, ✭✶✮

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ð❮Ô ✭êîä ïðîåêòà ✷✷✲✷✶✲✵✵✷✾✼✮✳
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ãäå k1✱ k2✱ k3 ✕ öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà✱ Ik1k2k3 =

∫∫∫

B

xk1
1
xk2
2
xk3
3
dM(x) ✕ èíòåãðàëû èíåðöèè

ïîðÿäêà n✱ ëèáî✱ ñîãëàñíî ❒àêñâåëëó ❬✶✶❪ ✭ñì✳ òàêæå ❬✸✱✺✱ ✻❪✮✱ â âèäå

Yn(r) = (−1)n
pn

n!
rn+1

∂n

∂❤1∂❤2 . . . ∂❤n

(

1

r

)

, ✭✷✮

ãäå
∂

∂❤n

äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà ❤k = (αk, βk, γk)
T ✱ α2

k
+ β2

k
+ γ2

k
= 1✱

(k = 1, 2, . . . , n)✱ pn ✕ ïîñòîÿííûå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû✱ õàðàêòåðèçóþùèå ðàñïðåäåëåíèå
ìàññ â òåëå✳ Ôóíêöèè ✭✷✮ õàðàêòåðèçóþò ïîòåíöèàë ìóëüòèïîëÿ n✲ãî ïîðÿäêà ✕ ñïåöèàëüíîãî òî✲
÷å÷íîãî îáúåêòà✱ ñòàâøèì óæå êëàññè÷åñêèì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé â çåìíîé ãåîäåçèè ❬✶✻✱ ✶✼❪
✭ñì✳ òàêæå ❬✼❪✮✳ Ïîñòîÿííûå pn íàçûâàþò ìîìåíòàìè ôóíêöèè Yn(r)✱ âåêòîðû ❤i ✕ å➻ îñÿìè✳
Ñâîéñòâàì ìóëüòèïîëåé è èõ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâà✲
íèÿ ✭ñì✳✱ íàïðèìåð✱ ❬✸✱✺✱✻✱✶✶❪✮✳ ➘ëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî òåëà✱ â íàøåì ñëó÷àå ✕ äëÿ àñòåðîèäà
✭✷✶✮ ❐þòåöèÿ ✕ ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèé hk è ìîìåíòîâ pk✳

✷✳ ❒åòîäèêà îïðåäåëåíèÿ îñåé ìóëüòèïîëÿ è åãî ìîìåíòà✳ Ñîãëàñíî Ñèëüâåñòðó ❬✶✷✱
✶✸❪ ✭ñì✳ òàêæå ❬✸❪✮✱ âû÷èñëåíèå îñåé ìóëüòèïîëÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

{

Yn(r) = 0,
(r, r) = 0,

✭✸✮

ãäå âåëè÷èíà Yn(r) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ✭✶✮✳ Ñëåäóÿ ❬✻❪✱ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✸✮ âûïîë✲
íèì ïîäñòàíîâêó

r1 =
1− u2

1 + u2
v, r2 =

2u

1 + u2
v, r3 = iv, ✭✹✮

ãäå u ∈ (−∞; +∞)✱ v ∈ (−∞; +∞)✱ i =
√
−1✳ ➶ ðåçóëüòàòå ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ✭✹✮

âòîðîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ✭✸✮ îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì òîæäåñòâåííî✱ è çàäà÷à ñâîäèòñÿ

ê èçó÷åíèþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ✭✸✮✱ â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìåþùåãî âèä

(

v

(u2 + 1)

)

n

·

P2n(u) = 0✳ ❰òáðàñûâàÿ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå v = 0✱ ïðèõîäèì ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà P2n(u) ñòåïåíè 2n îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé u ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè✳
Óðàâíåíèÿ

P2n(u) = 0, n = 1, 2, 3, 4 ✭✺✮

çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå✿

P2(u) = σ10u
2 + σ11u− σ10 = 0, σ10 = I100 − iI001, σ11 = −2I010.

P4(u) = σ20u
4 + σ21u

3 + σ22u
2 − σ21u+ σ20 = 0,

σ20 =
3

2
(I002 − I200) + 3iI101, σ21 = 6(I110 − iI011), σ22 = 2(I200 + I002 − 2I020).

P6(u) = σ30u
6 + σ31u

5 + σ32u
4 + σ33u

3 − σ32u
2 + σ31u− σ30 = 0,

σ30 =
5

2
(I300 − 3I102 + i (I003 − 3I201)) , σ31 = 15(I012 − I210 + 2iI111),

σ32 =
15

2
(4I120 − I102 − I300 − i (4I021 − I003 − I201)) , σ33 = 10 (3I012 + 3I210 − 2I030) .

P8(u) = σ40u
8 + σ41u

7 + σ42u
6 + σ43u

5 + σ44u
4 − σ43u

3 + σ42u
2 − σ41u+ σ40 = 0,

σ40 =
35

8
(6I202 − I400 − I004 + 4i (I301 − I103)) , σ41 = 35 (I310 − 3I112 + i(I013 − 3I211)) ,

σ42 =
35

2
(I400 − I004 + 6I022 − 6I220 + 2i(6I121 − I103 − I301)) ,

σ43 = 35 (4I130 − 3I112 − 3I310 − i (4I031 − 3I211 − 3I013)) ,

σ44 = 70(3I220 + 3I022 − I040)−
105

4
(I400 + I004 + 2I202).
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➬äåñü è äàëåå ÷åðòà íàä êîýôôèöèåíòîì îçíà÷àåò îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ✳
➘ëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ ïàð êîðíåé u1 è u2 ìíîãî÷ëåíà P2n(u)✱ ðàññìîòðèì ôîðìû

Aξ1 +Bξ2 + Cξ3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ξ1 ξ2 ξ3
1− u2

1

1 + u2
1

2u1
1 + u2

1

i

1− u2
2

1 + u2
2

2u2
1 + u2

2

i

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, ✭✻✮

ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî ξ1✱ ξ2 è ξ3✳ ➶ûáåðåì èç íèõ ëèøü òå✱ äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû A✱ B
è C èç ñîîòíîøåíèÿ ✭✻✮ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè✳ Ñîãëàñíî ❬✻✱ ✶✷✱ ✶✸❪✱ òàêèõ ïàð áóäåò ðîâíî
n✳ ❰áîçíà÷èì îòâå÷àþùèå èì êîýôôèöèåíòû (Ak, Bk, Ck)✱ k = 1, ..., n ñîîòâåòñòâåííî✳ Òîãäà îñè
ìóëüòèïîëåé îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

hk =
1

√

A2

k
+B2

k
+ C2

k

· (Ak, Bk, Ck)
T
, k = 1, . . . , n. ✭✼✮

➘àëåå✱ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ pn ïðèðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé
✭✶✮ è ✭✷✮✳ ➶åëè÷èíû pn îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé✱ ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè
êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà✱ à òàêæå âû÷èñëåííûõ îñåé✳ Ïðèíèìàÿ âî âíèìà✲
íèå òî îáñòîÿòåëüñòâî✱ ÷òî ìîìåíò pn äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé ❬✸✱ ✻❪✱ â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè èçìåíÿþò íàïðàâëåíèå îäíîãî èç âåêòîðîâ hk íà ïðîòèâîïîëîæíîå✳

✸✳ Ïðèìåð✳ ➚ñòåðîèä ✭✷✶✮ ❐þòåöèÿ✳ ❰ïèðàÿñü íà îïèñàííóþ âûøå ìåòîäèêó✱ ïîñòðîèì
ìóëüòèïîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ àñòåðîèäà ✭✷✶✮ ❐þòåöèÿ âïëîòü
äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà n = 4✳

➘ëÿ âû÷èñëåíèÿ èíåðöèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê àñòåðîèäà ✭✷✶✮ ❐þòåöèÿ â ïðåäïîëîæåíèè î
ïîñòîÿíñòâå åãî ïëîòíîñòè ρ = 3400 êã✴ì3 èñïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåííàÿ â ❬✶✵❪ òðèàíãóëÿöèîí✲
íàÿ ñåòêà✱ ñîäåðæàùàÿ ✶✹✽✸ âåðøèíû è ✷✾✻✷ ãðàíè✱ çàäàííûõ â íåêîòîðîé æ➻ñòêî ñâÿçàííîé ñ
àñòåðîèäîì ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1x2x3✳

➶ ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìîäåëè ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ òåëà✱ ò✳å✳ ðàäèóñ ñôåðû✱ îáú➻ì êîòîðîé ðàâåí
îáú➻ìó òåëà✱ ðàâåí Re = 49.08 êì✳ Ñëåäóÿ ❬✷✱✾❪✱ âû÷èñëèì ìîìåíòû èíåðöèè àñòåðîèäà ✭✷✶✮ ❐þòå✲
öèÿ âïëîòü äî ïÿòîãî ïîðÿäêà✱ ÷òîáû èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ✱ îïðåäåëèòü îñè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìóëüòèïîëåé è èõ ìîìåíòû✳

➚íàëèç ëèíåéíûõ ôîðì ✭✻✮ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû è êîîðäèíàòû îñåé ìóëü✲
òèïîëåé✿

p1 = 0.06680313231, α1 = +0.4926222827, β1 = +0.8208710923, γ1 = +0.2889531727,

p2 = 0.1951741808, α1 = +0.5331884764, β1 = +0.6283982087, γ1 = −0.5664148127,
α2 = +0.4931133777, β2 = +0.6056918947, γ2 = +0.6244810051,

p3 = 0.0586979969, α1 = +0.9957126469, β1 = −0.0638866665, γ1 = +0.0668940836,
α2 = −0.1701644962, β2 = +0.8659987131, γ2 = −0.4702023743,
α3 = +0.1396668314, β3 = −0.9111598860, γ3 = −0.3876607256,

p4 = 0.09718002040, α1 = +0.4327279791, β1 = +0.8534228602, γ1 = +0.2905441754,
α2 = +0.6165945711, β2 = −0.0166159947, γ2 = +0.7871054843,
α3 = −0.0771601345, β3 = +0.8993633410, γ3 = −0.4303392786,
α4 = +0.6001742588, β4 = +0.4563659694, γ4 = −0.6569025508.

➬äåñü ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû pn ïðåäñòàâëåíû â áåçðàçìåðíîì âèäå ✕ èõ ðàçìåðíûå âåëè÷è✲
íû p′

n
îòíåñåíû ê ìàññå àñòåðîèäà è ê ýôôåêòèâíîìó ðàäèóñó Re✱ âçÿòîìó â ñîîòâåòñòâóþùåé

ñòåïåíè✿ pn =
p′
n

mRn
e

✳
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➬àêëþ÷åíèå✳ ➶ ðàáîòå âîñïðîèçâåä➻í âîñõîäÿùèé ê ❒àêñâåëëó è Ñèëüâåñòðó ïîäõîä ê îïðå✲
äåëåíèþ ïðèáëèæ➻ííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ãðàâèòàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ìóëüòèïîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé✳ ➶ ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà äëÿ ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ àñòåðîèäà ✭✷✶✮
❐þòåöèÿ îïðåäåëåíû ìóëüòèïîëè âïëîòü äî ÷åòâ➻ðòîãî ïîðÿäêà✳
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✶✳ ➚íòîíîâ ➶✳ ➚✳✱ Òèìîøêîâà ➴✳ ➮✳✱ Õîëøåâíèêîâ ✃✳ ➶✳ ➶âåäåíèå â òåîðèþ íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà✳
❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✽✳ ✷✼✷ ñ✳

✷✳ ➪óðîâ ➚✳ ➚✳✱ ❮èêîíîâ ➶✳ ➮✳ ×óâñòâèòåëüíîñòü çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåíçîðîâ Ýéëåðà✲Ïóàíñî ê âûáîðó
òðèàíãóëÿöèîííîé ñåòêè ïîâåðõíîñòè òåëà ✴✴ ➷óðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè✳ ✷✵✷✵✳ ✻✵✱ ➑ ✶✵✳ Ñ✳ ✶✼✻✹✕✶✼✼✻✳

✸✳ ➹îáñîí ➴✳ ➶✳ Òåîðèÿ ñôåðè÷åñêèõ è ýëëèïñîèäàëüíûõ ôóíêöèé ✴ ïåð✳ ñ àíãë✳ Ñ✳ ➶✳ Ôîìèíà✳ ❒✳ ✿ ➮çä✲âî
èíîñòð✳ ëèò✳✱ ✶✾✺✷✳✳ ✹✼✻ ñ✳

✹✳ ➘óáîøèí ➹✳ ❮✳ ❮åáåñíàÿ ìåõàíèêà✳ ❰ñíîâíûå çàäà÷è è ìåòîäû✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✽✳ ✽✵✵ ñ✳

✺✳ ✃îøëÿêîâ ❮✳ Ñ✳✱ ➹ëèíåð Ý✳ ➪✳✱ Ñìèðíîâ ❒✳ ❒✳ ❰ñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷å✲
ñêîé ôèçèêè✳✳ ❒✳ ✿ ➹îñ✳ èçä✲âî ôèç✳✲ìàò✳ ëèò✳✱ ✶✾✻✷✳ ✼✻✽ ñ✳

✻✳ ✃óðàíò Ð✳✱ ➹èëüáåðò ➘✳ ❒åòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳ Ò✳ ✶ ✿ ïåð✳ ñ íåì✳✳ ❒✳ ❀ ❐✳ ✿ ➹îñòåõèçäàò✱ ✶✾✸✸✳
✺✷✺ ñ✳
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➪óðîâ ➚ëåêñàíäð ➚íàòîëüåâè÷
Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ➽➮íôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå➾ Ð➚❮ ✭Ô➮Ö ➮Ó Ð➚❮✮✳
❊✲♠❛✐❧✿ ❥t♠❅♥❛r♦❞✳r✉

❮èêîíîâ ➶àñèëèé ➮âàíîâè÷
Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ➽➮íôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå➾ Ð➚❮ ✭Ô➮Ö ➮Ó Ð➚❮✮✳
❊✲♠❛✐❧✿ ♥✐❦♦♥❴✈❅❧✐st✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✾✺✕✶✾✻

Ó➘✃ ✺✶✲✼✹✱ ✺✶✾✳✻✽✽✱ ✻✷✾✳✼✳✵✻✹

➮ÑÑ❐➴➘❰➶➚❮➮➴ Ï➚Ð➚❒➴ÒÐ❰➶ ➹➮➘Ð➚➶❐➮×➴Ñ✃❰➱ Ñ➮ÑÒ➴❒Û

❮➚ ❰Ñ❮❰➶➴ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮❰➹❰ ❒❰➘➴❐➮Ð❰➶➚❮➮ß

❝© ✷✵✷✸ ã✳ Þ✳ Ô✳ ➶Ø➮➶✃❰➶✱ ➶✳ ➶✳ Õ❰➱❐❰➶

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìîé çàäà÷è ïî ìîäåëèðîâàíèþ ýëå✲

ìåíòà ãèäðîñèñòåìû è èññëåäîâàíèþ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà✳ ➶ êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà èñïîëüçîâàëñÿ ïàêåò âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè ïðî✲

ãðàììíîãî ïðîäóêòà ❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s✳ ❮à åãî îñíîâå ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ìàòåìàòè÷åñêî✲

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåìåíòà ãèäðîñèñòåìû è ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ✱ ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü

êîýôôèöèåíòû ìåñòíûõ ãèäðàâëè÷åñêèõ ñîïðîòèâëåíèé✱ à òàêæå ïîëó÷àòü êà÷åñòâåííûå è êîëè✲

÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà✱ ❈❖▼❙❖▲✱ ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîñèñòåì✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✸✺◗✸✵

Òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè ÷åðåç ó÷àñòîê òðóáîïðîâîäà ñîãëàñíî ðàáîòå ❬✶❪ îïèñûâàåòñÿ óðàâ✲
íåíèåì ➪åðíóëëè ñëåäóþùåãî âèäà✿

z1 +
p1

γ
+ α1

v2ñð✶

2g
= z12 +

p2

γ
+ α2

v2ñð✷

2g
+

n
∑

i=1

hi.

➘àííîå óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíîé ñòðóéêè èäåàëüíîé æèäêîñòè
ïîñëåäíèì ÷ëåíîì✱ ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ïîòåðþ íàïîðà✱ è êîýôôèöèåíòîì α✱ êîòîðûé ó÷èòû✲
âàåò íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé✳ ➘àííûé êîýôôèöèåíò îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå✿

α =

∫

S

v3dS

v3ñðS
.

❰ïðåäåëåíèå äàííîãî êîýôôèöèåíòà íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé✱ â îñî✲
áåííîñòè✱ åñëè ðå÷ü èäåò î ñëîæíûõ ýëåìåíòàõ ãèäðàâëè÷åñêèõ ñèñòåì✱ òàêèõ êàê ôèëüòð✱ ãèä✲
ðîðàñïðåäåëèòåëü è ò✳ä✳ ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ìåñòíûõ ãèäðàâëè÷åñêèõ ñîïðîòèâëåíèé✳
❒åñòíûìè ãèäðàâëè÷åñêèìè ñîïðîòèâëåíèÿìè íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà óñòðîéñòâà è ýëå✲

ìåíòû ãèäðàâëè÷åñêîé ñèñòåìû èç✲çà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò äåôîðìàöèÿ ïîòîêà æèäêîñòè✳ Ïðå✲
îäîëåíèå ïîòîêîì òàêèõ ñîïðîòèâëåíèé ñîïðîâîæäàåòñÿ✿ èñêðèâëåíèåì ëèíèé òîêà✱ èçìåíåíèåì
ôîðì è ðàçìåðîâ ñå÷åíèÿ ïîòîêà✱ îòðûâàìè è ò✳ä✳ Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ñîïðîâîæäàåòñÿ çàòðàòà✲
ìè ýíåðãèè ✭íàïîðà✮ ïîòîêà æèäêîñòè✳ Ïîýòîìó ïðè îñóùåñòâëåíèÿ ðàñ÷åòà íåîáõîäèìî èçó÷èòü
ïðèðîäó è ìåòîäèêó ðàñ÷åòà ìåñòíûõ ãèäðàâëè÷åñêèõ ñîïðîòèâëåíèé✳
➶ êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ áûë âûáðàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò

❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s✱ êîòîðûé ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ðàçëè÷íûå ïðîöåññû✱ ñ ïîìîùüþ ìåòî✲
äîâ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ ìîäóëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè✳ ➶ äàííîì ìîäóëå ðåàëèçî✲
âàíû ðàçëè÷íûå òèïû òå÷åíèé â ÷àñòíîñòè✱ èñïîëüçóåòñÿ øèðîêèé êëàññ ìîäåëåé òóðáóëåíòíî✲
ñòè ❬✷❪✳
❒åòîäèêà ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå øàãè✿
✶✳ ➮íèöèàëèçàöèÿ ìîäåëè ✭ñîçäàíèå ìîäåëè✱ âûáîð ôèçè÷åñêèõ è✴èëè ìàòåìàòè÷åñêèõ èíòåð✲

ôåéñîâ✱ óñòàíîâêà ðàçìåðíîñòè çàäà÷è✮✳
✷✳ ➬àäàíèå ãëîáàëüíûõ è ëîêàëüíûõ îïðåäåëåíèé ✭ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëà✱ ïàðàìåòðû✱ ìà✲

òåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè è îïåðàòîðû✱ ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû✮✳
✸✳ Ñîçäàíèå èëè èìïîðò ãîòîâîé ãåîìåòðèè✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✶✾✻ Þ✳ Ô✳ ➶Ø➮➶✃❰➶✱ ➶✳ ➶✳ Õ❰➱❐❰➶

✹✳ ❰ïðåäåëåíèå èíòåðôåéñîâ ✭çàäàíèå óñëîâèé â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è íà ãðàíèöàõ✮✳
✺✳ ➘èñêðåòèçàöèÿ ãåîìåòðèè✳
✻✳ Ðåøåíèå ñîçäàííîé ìîäåëè✳
✼✳ ❰áðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ✭âûâîä íåîáõîäèìûõ ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé✱ ïîñòðîåíèå

ïîëåé äàâëåíèé✱ ïîëåé ñêîðîñòåé è ò✳ä✳✮✳
➶ûïîëíåíà îöåíêà äîñòîâåðíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ìåñòíûõ ñîïðîòèâëåíèé✱ òàêèõ êàê✿

âíåçàïíîå ñóæåíèå ðóñëà✱ âíåçàïíîå ðàñøèðåíèå ðóñëà✱ êîíôóçîð✱ äèôôóçîð è ïîâîðîò ðóñëà✳
➘ëÿ ýòîãî ïðîèçâîäèëèñü àíàëèòè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïàðàìåòðîâ ïîòîêà ✭ñêîðîñòü✱ ïîòåðè íàïîðà✱
êîýôôèöèåíò ìåñòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ò✳ä✮✱ êîòîðûå ñðàâíèâàëèñü ñ ðàñ÷åòíûìè äàííûìè ïî✲
ëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ✳ Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè äîñòàòî÷íî âûñîêîå
ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ çíà÷åíèé è ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà✱ ÷òî ïîçâîëè✲
ëî ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê èññëåäîâàíèþ ýëåìåíòà ãèäðîñèñòåìû è ðàçðàáîòêå âèðòóàëüíîãî
ëàáîðàòîðíîãî ñòåíäà✳ ❰êíî âèðòóàëüíîãî ñòåíäà è åãî ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå ✶✳

Ðèñ✳ ✶✳ ❰êíî âèðòóàëüíîãî ëàáîðàòîðíîãî ñòåíäà ýëåìåíòà ãèäðîñèñòåìû

➬àêëþ÷åíèå✳ Ñëîæíîñòü ãèäðàâëè÷åñêèõ ñèñòåì ÷àñòî äåëàåò íåâîçìîæíûì èëè äîðîãîñòîÿ✲
ùèì èññëåäîâàíèå èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è ïðîèñõîäÿùèõ ãèäðàâëè÷åñêèõ ÿâëåíèé áåç êîìïüþ✲
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ✳Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà è ìîäåëü ãèäðîñèñòåìû â âèäå âèðòóàëüíîãî
ëàáîðàòîðíîãî ñòåíäà â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ❈❖▼❙❖▲ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s✱ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ìåñòíûõ ñîïðîòèâëåíèé íà ïàðàìåòðû ïîòîêà æèäêîñòè✱ à òàê æå ïîâûñèòü
ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòêè ãèäðàâëè÷åñêèõ ñèñòåì íà ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ❮åêðàñîâ ➪✳ ➪✳ ➹èäðàâëèêà è åå ïðèìåíåíèå íà ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòàõ✳ ❒✳ ✿ ❒àøèíîñòðîåíèå✱ ✶✾✻✼✳

✸✻✽ ñ✳

✷✳ Ôðèê Ï✳ ➹✳ Òóðáóëåíòíîñòü✿ ìîäåëè è ïîäõîäûþ ✿ êóðñ ëåêöèé✳ ×✳ ✶✳ Ïåðìü ✿ Ïåðì✳ ãîñ✳ òåõí✳ óí✲ò✱

✶✾✾✽✳ ✶✵✽ ñ✳

➶øèâêîâ Þðèé Ôåäîðîâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ✶✾✽✽✉❢✈❅♠❛✐❧✳r✉

Õîéëîâ ➶èêòîð ➶àñèëüåâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❑❤♦✐❧♦✈✷✵✵✵❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✶✾✼✕✷✵✵

Ó➘✃ ✺✶✾✳✼✶✽✱ ✺✶✾✳✻✽✽

➚❐➹❰Ð➮Ò❒➮×➴Ñ✃❰➴ ➮ ÏÐ❰➹Ð➚❒❒❮❰➴ ❰➪➴ÑÏ➴×➴❮➮➴

Ñ➮ÑÒ➴❒Û Ï❰➘➘➴Ð➷✃➮ ÏÐ❰➴✃Ò➮Ð❰➶➚❮➮ß ❰➪Ú➴✃Ò❰➶

Ñ Ó×➴Ò❰❒ ÒÐ➴➪Ó➴❒ÛÕ Õ➚Ð➚✃Ò➴Ð➮ÑÒ➮✃ ➮Õ ❮➚➘➴➷❮❰ÑÒ➮

❝© ✷✵✷✸ ã✳ Ñ✳ ❒✳ ✃Ð➮➶➴❐Ü✱ ➚✳ ➪✳ ÑÏ➚Ñ➮➪✃❰

➚ííîòàöèÿ✳ Ïðåäñòàâëåíà õàðàêòåðèñòèêà óíèâåðñàëüíîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïî èññëå✲

äîâàíèþ ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèê íàäåæíîñòè îáúåêòîâ íà îñíîâå ñòðóêòóðíîé ñõåìû íàäåæ✲

íîñòè✳ ➚ëãîðèòìû è ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ óíèôèöèðîâàííûìè✱ ñãðóïïèðîâàíû ïî íàçíà÷åíèþ✱

ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ è êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé ñòðóêòóðíûõ ñè✲

ñòåì íàäåæíîñòè ëþáîé ñëîæíîñòè✳ Ïðåäëàãàåìûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü

õàðàêòåðèñòèêè íàäåæíîñòè è ïðîâåñòè îöåíêó ýôôåêòèâíîñòè ìåðîïðèÿòèé✱ íàïðàâëåííûõ íà

ïîâûøåíèå óðîâíÿ íàäåæíîñòè ïðîåêòèðóåìîé ñèñòåìû✳ Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå îðèåíòèðî✲

âàííî íà èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ñèñòåìû ïîääåðæêè ïðîöåññà ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ íàäåæíîñòü✱ ❙■▼❯▲■◆❑✱ ▼❆❚▲❆❇✱ ñòðóêòóðíûå ñõåìû íàäåæíîñòè✱ îïòè✲

ìèçàöèÿ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✻✷P✸✵

Ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê íàäåæíîñòè ëþáîé òåõíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòðóêòóð✲
íîé ñõåìû íàäåæíîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ èçìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòåé áåç✲
îòêàçíîé ðàáîòû P èëè âåðîÿòíîñòè îòêàçà Q â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè✳ ➶ñå îñòàëüíûå õàðàê✲
òåðèñòèêè ñèñòåìû✱ â êîíå÷íîì èòîãå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè è ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç
âåëè÷èíû P (t) èëè Q(t)✳ ➶ ðàáîòàõ ❬✶✱ ✷❪ ïðåäñòàâëåíû îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ïðèëîæå✲
íèÿ ê ❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ➶ñå îïåðàöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì áëîêè ❙✐♠✉❧✐♥❦ ðàçäåëåíû íà òðè ãðóïïû✿
ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòîâ ïðîåêòèðóåìîé ñèñòåìû íà îñíîâå çàäàííûõ
õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ✱ ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ãðóïï ýëåìåíòîâ✱ îáðàçóþùèõ
òèïîâûå ñîåäèíåíèÿ è ðàñ÷åò çàäàííûõ ê îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòèê íàäåæíîñòè äëÿ ñèñòåìû
â öåëîì èëè îòäåëüíûõ åå îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ✳ ❰öåíêà ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè îòäåëüíûõ ýëå✲
ìåíòîâ ñèñòåìû è ñèñòåìû â öåëîì âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ îöåíêè
íàäåæíîñòè ñèñòåìû✳ ➶ñå ñîñòàâëÿþùèå ýëåìåíòû ñèñòåìû ìîãóò áûòü âîññòàíàâëèâàåìûìè è
íåâîññòàíàâëèâàåìûìè✳ Ïðè ýòîì îäèí è òîò æå ýëåìåíò â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ
èëè âîññòàíàâëèâàåìûì èëè íåâîññòàíàâëèâàåìûì✳
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàçðàáàòûâàåìàÿ ìåòîäèêà äîëæíà ñïîñîáñòâîâàòü ðåøåíèþ

â íàãëÿäíîé è îáúåêòèâíîé ôîðìå íåñêîëüêèõ çàäà÷✿
✶✳ ❰ïðåäåëåíèå íàèáîëåå ñèëüíî èëè ñëàáî âëèÿþùèõ íà íàäåæíîñòü ñèñòåìû ýëåìåíòîâ èëè

ãðóïï ýëåìåíòîâ✳
✷✳ ❰öåíêà ýôôåêòèâíîñòè ðåçåðâèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ èëè ãðóïï ýëåìåíòîâ✱ ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû✳
✸✳ ❮à îñíîâå ïîëó÷åííûõ îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ è ðàöèîíàëüíûõ ïóòåé ïîâûøåíèÿ íàäåæ✲

íîñòè ñèñòåìû✳
Ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è✳ ❰ïðåäåëåíèå ñòåïåíè âëèÿíèÿ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ íà íàäåæ✲

íîñòü ñèñòåìû îñíîâàíî íà îöåíêå ➽÷óâñòâèòåëüíîñòè➾ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû
â íàçíà÷åííûé êîíòðîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t îò ïàðàìåòðîâ íàäåæíîñòè êàæäîãî ýëåìåíòà
ñèñòåìû✳ ×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ïî âåðîÿòíîñòè áåçîò✲
êàçíîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêîé îöåíêè

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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ñòåïåíè âëèÿíèÿ è îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé✿

f ′(Pi) = lim
∆Pi→0

f(P1, P2, ..., Pi +∆Pi, ..., Pn)− f(P1, P2, ..., Pi, ...Pn)

∆Pi

.

Ïðè íåîáõîäèìîñòè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà îöåíêè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ïî âåëè÷èíå êîíêðåòíîãî ïàðàìåòðà çàêîíà ðàñïðåäå✲
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòà✳ ➘ëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàòüñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ✳ ❰äíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííûõ ïîêàçàòåëåé â êà÷åñòâå ïà✲
ðàìåòðîâ îöåíêè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü✱ ÷òî ïàðàìåòðû ìíîãèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè
áåçîòêàçíîé ðàáîòû èìåþò ðàçíûå åäèíèöû èçìåðåíèÿ✳ Ñðàâíåíèå âåëè÷èí ðàçëè÷íûõ ðàçìåð✲
íîñòåé ìîæåò áûòü ñëîæíîé çàäà÷åé è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìåòîäîâ✳
Ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è✳ Ðåçåðâèðîâàíèå ýòî îäèí èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñïîñîáîâ ïî✲

âûøåíèÿ íàäåæíîñòè✳ Ïðåèìóùåñòâîì äàííîé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íàÿ ïðîñòîòà â ïðèìå✲
íåíèè è îöåíêå ñòðóêòóðíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ â ñðåäå ïðåäëàãàåìîãî ïðèëîæåíèÿ ❙✐♠✉❧✐♥❦✳ Ïðè
òàêîì ïîäõîäå ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè ñèñòåìû äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ èçáûòî÷íûõ
ýëåìåíòîâ✱ âõîäÿùèõ â ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó îáúåêòà✱ ÷òî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî êîïèðîâà✲
íèåì ýëåìåíòà èëè ãðóïïû ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðíîé✳ ➬àäà÷à ðåøàåòñÿ èíòåðàêòèâíûì ïåðåáîðîì
ðàöèîíàëüíûõ è âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ñòðóêòóðíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî â ñðåäå
ïðèëîæåíèÿ ❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❰ïðåäåëåííóþ ïîëüçó ïðèíîñèò îïðåäåëåíèå ➽÷óâñòâèòåëüíîñòè➾ ñèñòåìû
íà ðåçåðâèðîâàíèå êàæäîãî îòäåëüíîãî ýëåìåíòà ñèñòåìû✳ Òàêàÿ ïðîâåðêà ìîæåò áûòü âûïîëíå✲
íà áåç èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðàêòèâíîãî ðåæèìà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîåêòèðîâùèêà è ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèÿ✳
Ðåøåíèå òðåòüåé çàäà÷è✳ Óëó÷øåíèå õàðàêòåðèñòèê íàäåæíîñòè âñåãäà ïðèâîäèò ê óäîðî✲

æàíèþ ñòîèìîñòè âñåé ñèñòåìû✳ ➽Ñòîèìîñòü➾ ìîæåò âûðàæàòüñÿ â åäèíèöàõ âåñà✱ öåíû ïðîèç✲
âîäñòâà✱ çàòðàòàõ íà ðåñóðñû è ìíîãîå äðóãîå✳
Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ïîñòàíîâêè çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè✿
✶✳ ❮àõîæäåíèå íàèáîëåå íàäåæíîãî âàðèàíòà ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ è îãðà✲

íè÷åííûõ ðàñõîäàõ íà ñòîèìîñòü èçãîòîâëåíèÿ ýòîé ñèñòåìû✳
✷✳ ❮àõîæäåíèå òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ ñèñòåìû✱ ÷òîáû ñèñòåìà â öåëîì áûëà çàäàííîé

íàäåæíîñòè✱ à ñòîèìîñòü èçãîòîâëåíèÿ ýòîé ñèñòåìû áûëà ìèíèìàëüíîé✳
❰ïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ïðîåêòèðóåìîé ñèñòåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîñòàíîâêå

çàäà÷è öåëî÷èñëåííîé ✭äèñêðåòíîé✮ îïòèìèçàöèè✱ òàê êàê â ðåàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íå
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ïàðàìåòðàìè õàðàêòåðèñòèê íà✲
äåæíîñòè ñèñòåìû è ➽ñòîèìîñòüþ➾✳
Òàê êàê ëþáàÿ òåõíè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò ñòðîãî îãðàíè÷åííîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ✱ èç êîòîðûõ

îíà ñîñòîèò✱ ñëåäîâàòåëüíî✱ è ñòðîãî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ åå ðåàëèçàöèè✳
✃àê ïðàâèëî✱ â ðåàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ýòî ÷èñëî íåâåëèêî✳ Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñòðóê✲
òóðíîé ñõåìû íàäåæíîñòè ñèñòåìû ✭ðèñóíîê ✶✮✳
✃àæäîå çâåíî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî îäíèì èç òðåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ✳ ➘ëÿ ñîñòàâëåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ââåäåì áóëåâû ïåðåìåííûå δl
m
✱ ãäå l ✕ íîìåð âàðèàíòà ðåàëèçàöèè✱ m ✕

íîìåð ýëåìåíòà✳ ➘àííûå ïåðåìåííûå áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ â õîäå ðåøåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷
îïòèìèçàöèè✳
Óñëîâèÿ îãðàíè÷åíèé íà âûáîð îäíîãî âàðèàíòà ðåàëèçàöèè èç òðåõ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ôîð✲

ìóëû
12
∑

m=1

3
∑

l=1

δl
m

= 1.

Ñòîèìîñòü ýëåìåíòà â çàâèñèìîñòè îò ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ áóäåò ðàâíà

Ci = C1
i
· δl

i
+ C2

i
· δ2

i
+ C3

i
· δ3

i
.

➚íàëîãè÷íî äëÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû

Pi = P 1
i
· δl

i
+ P 2

i
· δ2

i
+ P 3

i
· δ3

i
.
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Ðèñ✳ ✶✳ Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà íàäåæíîñòè ñèñòåìû ñ óêàçàíèåì âàðüèðóåìûõ áëîêîâ

Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êàê îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ✱ òàê è âñåé ñèñòåìû â öå✲
ëîì îïðåäåëÿåòñÿ â ñðåäå ❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ➚ ñòîèìîñòü âñåé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ñòîèìîñòåé
âûáðàííûõ âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè ýëåìåíòîâ

C = (C1
1 ·δ

1
1)+(C1

2 ·δ
1
2)+(C1

3 ·δ
1
3+C2

3 ·δ
2
3+C3

3 ·δ
3
3).+(C1

4 ·δ
1
4)+(C1

5 ·δ
1
5)+(C1

6 ·δ
1
6+C2

6 ·δ
2
6+C3

6 ·δ
3
6)+

+ (C1
7 · δ17) + (C1

8 · δ18) + (C1
9 · δ19 + C2

9 · δ29 + C3
9 · δ39) + (C1

10 · δ
1
10 + C2

10 · δ
2
10 + C3

10 · δ
3
10) + (C1

11 · δ
1
11) +

+ (C1
12 · δ

1
12 + C2

12 · δ
2
12 + C3

12 · δ
3
12).

Òàêèì îáðàçîì✱ ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ✭â ïåðâîé ïîñòàíîâêå✮✱ áóäåò èìåòü
âèä✿

C → min;

P > Pçàä;

P1 = P 1
1 · δ11 ;

C1 = C1
1 · δ11 ;

δ11 = 1;

P2 = P 1
2 · δ12 ;

C2 = C1
2 · δ12 ;

δ12 = 1;

P3 = P 1
3 · δ13 + P 2

3 · δ23 + P 3
3 · δ33 ;

C3 = C1
3 · δ13 + C2

3 · δ23 + C3
3 · δ33 ;

δ13 + δ23 + δ33 = 1;

P4 = P 1
4 · δ14 ;

C4 = C1
4 · δ14 ;

δ14 = 1;

P5 = P 1
5 · δ15 ;

C5 = C1
5 · δ15 ;

δ15 = 1;

P6 = P 1
6 · δ16 + P 2

6 · δ26 + P 3
6 · δ36 ;

C6 = C1
6 · δ16 + C2

6 · δ26 + C3
6 · δ36 ;

δ16 + δ26 + δ36 = 1;
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P7 = P 1
7 · δ17 ;

C7 = C1
7 · δ17 ;

δ17 = 1;

P8 = P 1
8 · δ18 ;

C8 = C1
8 · δ18 ;

δ18 = 1;

P9 = P 1
9 · δ19 + P 2

9 · δ29 + P 3
9 · δ39 ;

C9 = C1
9 · δ19 + C2

9 · δ29 + C3
9 · δ39 ;

δ19 + δ29 + δ39 = 1;

P10 = P 1
10 · δ

1
10 + P 2

10 · δ
2
10 + P 3

10 · δ
3
10;

C10 = C1
10 · δ

1
10 + C2

10 · δ
2
10 + C3

10 · δ
3
10;

δ110 + δ210 + δ310 = 1;

P11 = P 1
11 · δ

1
11;

C11 = C1
11 · δ

1
11;

δ111 = 1;

P12 = P 1
12 · δ

1
12 + P 2

12 · δ
2
12 + P 3

12 · δ
3
12;

C12 = C1
12 · δ

1
12 + C2

12 · δ
2
12 + C3

12 · δ
3
12;

δ112 + δ212 + δ312 = 1.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ
òàêîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìåòîä ïîëíîãî ïåðåáîðà çíà÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåííûõ✳
Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ áóäåò íàáîð íîìåðîâ âàðèàíòà ðåàëèçàöèè êàæäîãî
ýëåìåíòà ñèñòåìû✱ êîòîðûé áóäåò ÿâëÿòüñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ êàæäîé èç äâóõ ïðåäñòàâëåííûõ
çàäà÷✳
➬àêëþ÷åíèå✳ Ïðè ñîâðåìåííîì óðîâíå òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà òðåáîâàíèÿ ê ïîêàçàòåëÿì

íàäåæíîñòè î÷åíü âûñîêè ïðè ñîçäàíèè íîâûõ ñèñòåì✳ Ïîýòîìó íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ îáÿ✲
çàòåëüíî íóæíî èñïîëüçîâàòü êàêèå✲ëèáî ìåòîäû îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ✳ Ðàçðàáîòàííàÿ
ìåòîäèêà è ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòêè
òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì õàðàêòåðèñòèê íàäåæíîñòè íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâà✲
íèåì ìåòîäà ñòðóêòóðíûõ ñõåì✳ ➚ èíôîðìàöèÿ î âîçìîæíûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèÿõ ïîâûøåíèÿ
íàäåæíîñòè ñèñòåìû òàêæå ïîçâîëèò âûÿâèòü íåêîòîðûå íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûå íàïðàâëåíèÿ
ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñèñòåìû✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ✃ðèâåëü Ñ✳ ❒✳✱ ❐åáåäåâà ➚✳ ➚✳✱ Ñïàñèáêî ➚✳ ➪✳ ❒åòîäèêà è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ìîäåëèðîâàíèÿ
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì ñ ó÷åòîì õàðàêòåðèñòèê èõ íàäåæíîñòè íà ýòàïàõ ýêñïëóàòàöèè è ïðîåêòè✲
ðîâàíèÿ ✴✴ ❈r❡❞❡ ❊①♣❡rt♦✿ òðàíñïîðò✱ îáùåñòâî✱ îáðàçîâàíèå✱ ÿçûê✳ ✷✵✷✸✳ Ñ✳ ✺✼✕✼✻✳

✷✳ ✃ðèâåëü Ñ✳ ❒✳ ➚íàëèç ñòðóêòóðíîé ñõåìû ïîñòðîåíèÿ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ❙✐♠✉❧✐♥❦
✴✴ ➶åñòíèê ➮ðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà✳ ✷✵✶✽✳ ✷✷✱ ➑ ✻✳ Ñ✳ ✽✺✕✾✼✳

✃ðèâåëü Ñåðãåé ❒èõàéëîâè÷
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❦r✐✈❡❧❅♠❛✐❧✳r✉

Ñïàñèáêî ➚ëåêñàíäðà ➪îðèñîâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❛❧❡❦s♣❜♦r❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✷✵✶✕✷✵✹

Ó➘✃ ✺✸✼✳✽✻✼
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➚ííîòàöèÿ✳ Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà òðàåêòîðíûõ õàðàêòåðèñòèê è ëó÷åâîé
ðàñõîäèìîñòè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ãðóïïû àñò✲
ðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ✳ ➶ îñíîâó àëãîðèòìà ïîëîæåíà ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà ëó÷åâûõ äèôôå✲
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå Ýéëåðà✳ ➶ êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû èñïîëüçîâàí
ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âàêóóìà ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà îáúåêòîâ✳ ➘ëÿ ïðîñòîé
ìîäåëè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðàñøèðåííîé ñèñòåìû ëó÷åâûõ
óðàâíåíèé✳ Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ðåôðàêöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñ ïîìî✲
ùüþ àëãîðèòìà è ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì✳ Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàëî
âûñîêóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✱ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ✱ äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ✱ ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå✱ ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✽✺✲✵✹

✶✳ ➶âåäåíèå✳ ➶ íàñòîÿùåå âðåìÿ áëàãîäàðÿ ñîçäàíèþ ïðåöèçèîííûõ àñòðîôèçè÷åñêèõ èíñòðó✲
ìåíòîâ íîâîãî ïîêîëåíèÿ ðåøåíèå âîïðîñîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ãðàâèòà✲
öèîííîì ïîëå ðàçëè÷íûõ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè âîçìîæíûì ❬✺✱ ✻❪✳ Ïðè
òåîðåòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè äàííîé çàäà÷è ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà ÷èñëåííûõ ýêñïåðè✲
ìåíòîâ✳ ➘ëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ðåàëüíûé ïðî✲
öåññ çàìåíÿþò åãî ïðèáëèæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ❬✶✱ ✹❪✳ ❮åîáõîäèìîñòü òàêîé çàìåíû
âûçâàíà òåì✱ ÷òî ðåàëüíûå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè è îïèñàíèå èõ â ïîëíîì îáúåìå ïðåä✲
ñòàâëÿåò áîëüøóþ ïðîáëåìó ❬✸❪✳ Ïîëó÷åííûå ôóíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü
òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîé ñõåìû ðàñ÷åòîâ✳ ➘ëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ðåôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â îêðåñòíîñòè
îäèíî÷íîãî îáúåêòà ñ ïðîñòûì ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì✳
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå è òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ðå✲

ôðàêöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ãðóïïû àñòðîôè✲
çè÷åñêèõ îáúåêòîâ✳

✷✳ ❒àòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò✳ ➶ îñíîâó ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ðåôðàêöèîííûõ õà✲
ðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí✱ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå✱ áûëà ïîëî✲
æåíà ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå Ýéëåðà ❬✷❪✿

dR

dϕ
= R cotβ;

dβ

dϕ
=

1

n
(
∂n

∂ϕ
cotβ −R

∂n

∂R
)− 1;

dR′

dϕ
= R′ cotβ −

Rβ′

sin2 β
;

dβ′

dϕ
=

1

n
(
∂2n

∂ϕ∂R
R′ cotβ −

β′

sin2 β

∂n

∂ϕ
−R′ ∂n

∂R
−RR′ ∂

2n

∂R2
)−

R′

n2

∂n

∂R
(
∂n

∂ϕ
cotβ −R

∂n

∂R
).

✭✶✮

ãäå ❘, ϕ ✖ ðàäèàëüíàÿ è óãëîâàÿ êîîðäèíàòû ëó÷à✱ β ✖ óãîë ðåôðàêöèè ëó÷à✱ ♥ ✖ ýôôåê✲
òèâíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âàêóóìà â ïðèñóòñòâèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ❀ R′ = ∂R/∂βn❀
β′ = ∂β/∂βn✳

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ❒èíîáðíàóêè ÐÔ ✭ïðîåêòû ❋❩❩❊✲✷✵✷✵✲✵✵✷✹✱ ❋❩❩❊✲✷✵✷✸✲✵✵✵✹✮✱ ñ
èñïîëüçîâàíèåì Ó❮Ó ➽➚ñòðîôèçè÷åñêèé êîìïëåêñ ❒➹Ó✲➮➹Ó➾ ✭äîãîâîð ➴➶✲✵✼✺✲✶✺✲✷✵✷✶✲✻✼✺✮✳
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✷✵✷ ➘✳ Ñ✳ ❐Ó✃Üß❮Ö➴➶ è äð✳

Òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ✭✶✮✱ ïîëó÷åííîãî äëÿ ïðîñòîé ìîäåëè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âàêóóìà â ïðèñóòñòâèè
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ✿

n = 1 +
Rg

R
, ✭✷✮

ãäå Rg = 2GM/c2 ✖ ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ àñòðîôèçè÷åñêîãî îáúåêòà✱ ● ✖ ãðàâèòàöèîííàÿ
ïîñòîÿííàÿ✱ ▼ ✖ ìàññà îáúåêòà✱ ❝ ✖ ñêîðîñòü ñâåòà✳ Ñ ó÷åòîì çàêîíà Ñíåëëèóñà äëÿ ñëîèñòîé
ñðåäû ✭✷✮✿

nR sinβ = nnRn sinβn, ✭✸✮

✭çäåñü Rn ✖ ðàäèàëüíîå ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí✱ βn ✖ óãëîâîé
ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð✱ nn ✖ çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêà âîëí✮✱
ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ✭✶✮ áûëî ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó✿

dR

dϕ
= R

√

(R+Rg)2 − (Rn +Rg)2 sin
2 βn

(Rn +Rg) sinβn
. ✭✹✮

➮íòåãðèðîâàíèå ✭✹✮ äàåò ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü R(ϕ)✿

R(ϕ) =
A2

(Rg −QS(ϕ))
, ✭✺✮

ãäå A = Q2 −R2
g❀ Q = (Rn +Rg) sinβn❀ S(ϕ) = sin(Aϕ/Q+B)❀ B = arcsin((RgRn −A2)/RnQ)✳

Ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè β(ϕ) áûëî íàéäåíî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✮✳ Ñ ó÷åòîì ✭✺✮✱
äèôôåðåíöèðîâàíèå R(ϕ) ïî ïåðåìåííîé ϕ äàåò✿

β(ϕ) = ❛r❝❝♦t(
AC(ϕ)

(Rg −QS(ϕ))
), ✭✻✮

ãäå C(ϕ) = cos(Aϕ/Q+B)✳
➚íàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ R′(ϕ) è β′(ϕ) áûëè ïîëó÷åíû èç âûðàæåíèé ✭✺✮ è ✭✻✮ ïóòåì èõ

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðèöåëüíîìó ïàðàìåòðóβn ✿

R′(ϕ) =
cotβn

(Rg −QS(ϕ))2
(2Q2(Rg −QS(ϕ)) +A(AQS(ϕ) + C(ϕ)(R2

gϕ−M))); ✭✼✮

β′(ϕ) = −
cotβn

AQ(Rg −QS(ϕ))
(Q2RgC(ϕ) +A(R2

gϕ−M)), ✭✽✮

ãäå M = (Q2 +RgRn +R2
g) tanβn✳

✸✳ Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà✳ ➘ëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà áûëè çàäàíû ñëå✲
äóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ✿ R(ϕ = 0) = Rn = 50cul ✭ãäå ❝✉❧ ✕ óñëîâíàÿ åäèíèöà äëèíû✮✱
β(ϕ = 0) = βn✱ R

′(ϕ = 0) = 0✱ β′(ϕ = 0) = 1✱ óãîë βn íàõîäèëñÿ â äèàïàçîíå [−0.314;−0.086]rad✳
➹ðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ Rg = 1cul✳ Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äî ðàññòîÿíèÿ Rk = 50cul✳ Ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ✳✶✳

Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ ðåôðàêöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïîêàçàëî✱ ÷òî êðèâûå✱ ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî àëãî✲
ðèòìà è ïî àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì✱ ñîâïàäàþò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ✳ Ïîýòîìó èñïîëüçóåìóþ
÷èñëåííóþ ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû ëó÷åâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü â ðàñ÷åòàõ ðåôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â êîñìè÷åñêîé ñðåäå
ñ áîëåå ñëîæíûì ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì✳
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Ðèñ✳ ✶✳ Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ✭ñïëîøíàÿ ëèíèÿ✮ è àíàëèòè÷åñêîãî ✭øòðèõ✲
ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ✮ ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðåôðàêöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðî✲
ìàãíèòíûõ âîëí✿ ❛ ✖ R(ϕ)❀ ❜ ✖ β(ϕ) ❀ ❝ ✖ R′(ϕ) ❀ ❞ ✖ β′(ϕ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å✲
íèÿõ ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà βn ✿ −0.314rad ✭✶✮ è −0.2rad✭✷✮✳

✹✳ ➬àêëþ÷åíèå✳ Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà ðåôðàêöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîìàã✲
íèòíûõ âîëí✱ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ãðóïïû àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ✳
➶ îñíîâó àëãîðèòìà ïîëîæåíà ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà ëó÷åâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
ôîðìå Ýéëåðà✳ Ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé ìîäåëè ýôôåêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âàêóóìà ïî✲
ëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé✳ Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå
ðåôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ✳
Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëî✱ ÷òî ÷èñëåííûé àëãîðèòì
ðàáîòàåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ✳ Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà ðåôðàêöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èíòåðïðåòàöèè äàííûõ íàáëþäåíèé â àñòðîôè✲
çè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➬åëüäîâè÷ ß✳ ➪✳✱ ❮îâèêîâ ➮✳ ➘✳ Òåîðèÿ òÿãîòåíèÿ è ýâîëþöèÿ çâåçä✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✶✳

✷✳ ✃ðàâöîâ Þ✳ ➚✳✱ ❰ðëîâ Þ✳ ➮✳ ➹åîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà íåîäíîðîäíûõ ñðåä✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✽✵✳ ✸✵✹ ñ✳

✸✳ ❐óêüÿíöåâ ➘✳ Ñ✳✱ ➬îòîâà ➮✳ ➚✳✱ ➚ôàíàñüåâ ❮✳ Ò✳✱ Òàíàåâ ➚✳ ➪✳ ➹ðàâèòàöèîííîå ìèêðîëèíçèðîâàíèå
ñâåòà â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ýêçîïëàíåòà ✕ çâåçäà ✴✴ ➘èíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è êîìïüþòåðíûå íàóêè✿
òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮ ✿ ìàòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàð✳ êîíô✳ ➮ðêóòñê✱ ✶✽✕✷✸ ñåíò✳ ✷✵✷✸ ã✳✳
➮ðêóòñê ✿ ➮çä✲âî ➮➹Ó✱ ✷✵✷✸✳
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✹✳ Ôîê ➶✳ ➚✳ Òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâà✱ âðåìåíè è òÿãîòåíèÿ✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✻✶✳ ✺✻✸ ñ✳

✺✳ Acciari V. A. [and et al.].Multiwavelength study of the gravitational lensed blazar QSO B0218+357 between
2016 and 2020 // MNRAS 2020. 510. P. 2344–2362.
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➚ííîòàöèÿ✳ Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷å✲
íèÿ âíåøíåãî îïòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà â âîçìóùåííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå çâåçäû✳ ➶îçìóùà✲
þùèì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ áëèçêî ðàñïîëîæåííàÿ ýêçîïëàíåòà✱ îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó ñóïåð✲
Þïèòåðîâ✳ ❮à îñíîâå ðàñøèðåííîé ñèñòåìû ëó÷åâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå
Ýéëåðà âûïîëíåí ðàñ÷åò òðàåêòîðíûõ õàðàêòåðèñòèê è ïðîñòðàíñòâåííîé ðàñõîäèìîñòè ñâåòîâî✲
ãî ïîëÿ✳ Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûÿâëåíû óñëîâèÿ äëÿ îáíàðóæåíèÿ ýêçîïëàíåòû
ïî äàííûì èçìåðåíèé ïîòîêà ñâåòà â êàðòèííîé ïëîñêîñòè íàáëþäàòåëÿ✳ Ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü
ôàêòîðà ôîêóñèðîâêè ñâåòà îò íà÷àëüíîãî óãëà èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé ýêçîïëàíå✲
òû è çâåçäû îòíîñèòåëüíî îïòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà✳ ❰òìå÷åíî✱ ÷òî ðåãèñòðàöèÿ ýêçîïëàíåòû âîç✲
ìîæíà â ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíàõ íà÷àëüíûõ óãëîâ èçëó÷åíèÿ✳ ➶îçðàñòàíèå ôàêòîðà ôîêóñèðîâêè
ñâåòà â óñëîâèÿõ ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü íàëè÷èå âîçìóùåíèÿ ãðàâèòàöèîííî✲
ãî ïîëÿ çâåçäû✱ ÷òî óêàçûâàåò íà ïðèñóòñòâèå ó çâåçäû ýêçîïëàíåòû✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå✱ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ✱ ýëåêòðîìàã✲
íèòíûå âîëíû✱ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå✱ ìèêðîëèíçèðîâàíèå✱ çâåçäà✱ ýêçîïëàíåòà✳
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✶✳ ➶âåäåíèå✳ Õîðîøî èçâåñòíî ❬✶✕✹❪✱ ÷òî àñòðîôèçè÷åñêèå îáúåêòû èëè èõ ãðóïïû ìîãóò ïðî✲
ÿâëÿòü ñâîéñòâà ãðàâèòàöèîííûõ ëèíç✱ ïðèâîäÿùèõ ê èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ñâåòà è îáðàçîâàíèþ ÿâëåíèé ìíîãîëó÷åâîñòè è ôîêóñèðîâêè✳ Òàêèå ëèíçû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåí✲
íûìè àñòðîôèçè÷åñêèìè òåëåñêîïàìè✱ ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî èçó÷àòü íå òîëüêî ïàðàìåòðû
èñòî÷íèêîâ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ✱ íî è ñàìèõ ãðàâèòèðóþùèõ îáúåêòîâ ❬✺✱✻❪✳ ➶ ÷àñòíîñòè✱ ïðè✲
ìåíåíèå ìåòîäà ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ ïîçâîëèëî îáíàðóæèòü ïëàíåòàðíûå ñèñòåìû ó çâåçä ðàííèõ
êëàññîâ ❬✶✱✺❪✳ ➘ëÿ âûÿâëåíèÿ ýêçîïëàíåòû â îêðåñòíîñòè çâåçäû îáû÷íî èñïîëüçóþò àñèìïòîòè✲
÷åñêèå ðåøåíèÿ ❬✶❪ è ïðîâîäÿò ïîñòðîåíèå õîäà ëó÷åé â ñèñòåìå èç äâóõ ëèíç✳ ❰äíàêî ïðè ðàññìîò✲
ðåíèè òîíêèõ ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé çâåçäû è ýêçîïëàíåòû òî÷íîñòü
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåäîñòàòî÷íà✳ ➶ íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ îáíàðóæåíèÿ ýêçîïëàíåòû
âáëèçè çâåçäû èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä✱ îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ëó÷åâîãî ïîëÿ îïòè÷åñêîãî èñ✲
òî÷íèêà â âàêóóìå ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ✱ ó÷èòûâàþùåì âëèÿíèå ýôôåêòîâ ãðàâèòàöèè✳
➘ëÿ ðàñ÷åòà ëó÷åâîãî ïîòîêà è òðàåêòîðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñâåòà èñïîëüçóåòñÿ ðàçðàáîòàííûé
íàìè àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëó÷åâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ôîðìå Ýéëåðà ❬✸❪✳
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà äëÿ âûÿâëåíèÿ ýêçî✲

ïëàíåòû âáëèçè çâåçäû ïî äàííûì ãðàâèòàöèîííîãî ìèêðîëèíçèðîâàíèÿ✳

✷✳ ❒àòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû✳ Ïðåäïîëîæèì✱ ÷òî íà ïóòè ðàñ✲
ïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà îò äàëåêîãî âíåøíåãî èñòî÷íèêà âñòðå÷àåòñÿ çâåçäà ñ ýêçîïëàíåòîé✱ âðà✲
ùàþùåéñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå ✭ñì✳ ðèñ✳ ✶✮✳ ➘ëÿ ðàñ÷åòà âëèÿíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñèñòåìû
ýêçîïëàíåòà✲çâåçäà íà òðàåêòîðíûå è ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñâåòà óäàëåííîãî èñòî÷íèêà
ïðèìåíèì ðàçðàáîòàííûé íàìè àëãîðèòì ❬✸❪✱ èñïîëüçóþùèé ïðåäñòàâëåíèÿ ìåòîäà ãåîìåòðè÷å✲
ñêîé îïòèêè ❬✼❪✳ ➮íôîðìàòèâíûì ïîêàçàòåëåì ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ñâåòà â êàðòèííîé
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ïëîñêîñòè íàáëþäàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð ôîêóñèðîâêè✱ õàðàêòåðèçóþùèé ëó÷åâóþ ðàñõîäèìîñòü
ñâåòîâîãî ïîòîêà✿

I = log

∣

∣

∣

∣

sinβnR0(ϕ0)ϕ0

sinϕ sinβ(ϕ)R(ϕ)R′(ϕ)

∣

∣

∣

∣

, ✭✶✮

ãäå β(ϕ), R(ϕ), ϕ ✖ ñîîòâåòñòâåííî óãîë ðåôðàêöèè✱ ðàäèàëüíàÿ è óãëîâàÿ êîîðäèíàòû ëó÷à ñâåòà
ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ñèñòåìû ýêçîïëàíåòà✲çâåçäà❀ R0, ϕ0 ✖ ðàäèàëüíàÿ
è óãëîâàÿ êîîðäèíàòû ëó÷à ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå çâåçäû ïðè îòñóòñòâèè
ýêçîïëàíåòû❀βn ✖ íà÷àëüíûé óãîë èçëó÷åíèÿ❀ R′ = ∂R/∂βn✳

Ðèñ✳ ✶✳ ➹åîìåòðèÿ çàäà÷è✳ Rn, ϕn ✖ êîîðäèíàòû âíåøíåãî èñòî÷íèêà ñâåòà îòíîñè✲
òåëüíî öåíòðà çâåçäû❀ RL, ϕL ✖ êîîðäèíàòû öåíòðà ýêçîïëàíåòû❀ Rk ✖ ðàññòîÿíèå
äî êàðòèííîé ïëîñêîñòè íàáëþäàòåëÿ❀ [βn0

;βnp
] ✖ ñåêòîð íà÷àëüíûõ óãëîâ èçëó✲

÷åíèÿ❀ [ϕk0
;ϕkp ] ✖ óãëîâûå êîîðäèíàòû òî÷åê ïðèõîäà ëó÷åé íà êàðòèííóþ ïëîñ✲

êîñòü✳

Ïîëàãàÿ✱ ÷òî îáúåêòû ãðàâèòàöèîííîé ñèñòåìû ýêçîïëàíåòà✕çâåçäà àääèòèâíî âíîñÿò ñâîé
âêëàä â èñêðèâëåíèå ïðîñòðàíñòâà✱ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âàêóóìà áóäåì
èñïîëüçîâàòü ìîäåëü✿

n = 1 +
Rg

R
+A exp[−bϕ(ϕ− ϕL)

2 − bR(R−RL)
2], ✭✷✮

ãäå Rg ✖ ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ çâåçäû❀ A ✖ àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ✱ âûçâàííîãî ãðàâèòàöè✲
îííûì ïîëåì ýêçîïëàíåòû❀ ϕL, RL, bϕ, bR ✖ ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòû öåíòðà ëîêàëèçàöèè è
ìàñøòàáû âîçìóùåíèÿ✳
➘ëÿ ðàñ÷åòîâ ðåôðàêöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñâåòà çàäàâàëèñü ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëî✲

âèÿ✿ R(ϕn) = Rn = 50cul ✭ãäå ❝✉❧ ✕ óñëîâíàÿ åäèíèöà äëèíû✮✱ β(ϕn) = βn✳ ➬íà÷åíèÿ óãëà βn
âàðüèðîâàëèñü â äèàïàçîíå [−0.157;−0.086]rad✳ ➶ êà÷åñòâå âîçìóùàþùåãî ôàêòîðà ðàññìàòðè✲
âàëàñü ýêçîïëàíåòà✱ îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó ñóïåð✲Þïèòåðîâ✳ Ïàðàìåòðû ìîäåëè ✭✷✮ áûëè âçÿòû✿
Rg = 1cul, A = 0.5, bϕ = 4 · 106, bR = 4 · 104cul−2, RL = 5cul✱ à çíà÷åíèÿ ϕL ìåíÿëèñü â äèàïàçîíå
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[0.5; 3.0]rad ✳ Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äî ðàññòîÿíèÿ Rk = 50cul✳ Ðàññ÷èòàííûå çàâèñèìîñòè ôàêòî✲
ðà ôîêóñèðîâêè îò íà÷àëüíîãî óãëà èçëó÷åíèÿ ñâåòà βn äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé ýêçîïëàíåòû
îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ✳✷✳

Ðèñ✳ ✷✳ ➬àâèñèìîñòü ôàêòîðà ôîêóñèðîâêè ñâåòîâîãî ïîòîêà îò íà÷àëüíîãî óã✲
ëà èçëó÷åíèÿ βn äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé öåíòðà ëîêàëèçàöèè ãðàâèòàöèîííîãî
âîçìóùåíèÿ ϕL✿ a− 0.5rad; b− 1.0rad; c− 1.5rad; d− 2.0rad; e− 2.5rad; f − 3.0rad

❮åòðóäíî çàìåòèòü✱ ÷òî ñóùåñòâóþò íà÷àëüíûå óãëû èçëó÷åíèÿ✱ êîãäà âîçíèêàåò ñóùåñòâåí✲
íûé ðîñò ôàêòîðà ôîêóñèðîâêè✱ ñâÿçàííûé ñ ãðàâèòàöèîííûì ìèêðîëèíçèðîâàíèåì ñâåòà✳ ➶
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ýòîì ñëó÷àå R′(ϕ) → 0✳ ➶ íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõ óãëîâ èçëó÷åíèÿ âèäíà äåôîêóñèðîâêà ñâåòà✳
➶ðàùåíèå ýêçîïëàíåòû âîêðóã çâåçäû ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ óãëîâîãî èíòåðâàëà äåôîêóñèðîâêè
ñâåòà✳ Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì✱ ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà ìåæäó çâåçäîé è ïëàíåòîé áîëüøåå
âëèÿíèå íà òðàåêòîðèþ ëó÷à îêàçûâàåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå çâåçäû✳
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✶✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳ ❒îäåëü ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà âêëþ÷àåò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

∂p

∂l
+ α0

∂x

∂t
+ α1|x|x = 0 ✭✶✮

è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

∂x

∂l
+ α2

∂p

∂t
= 0, ✭✷✮
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ãäå p(l, t) ✕ äàâëåíèå✱ x(l, t) ✕ ìàññîâûé ðàñõîä✱ à êîýôôèöèåíòû

α0 =
4

πD2
, α1 =

8λ

π2D5ρ
, α2 =

πD2

4a2
✭✸✮

åñòü âåëè÷èíû ïîñòîÿííûå✳ ➬äåñü D ✕ âíóòðåííèé äèàìåòð òðóáîïðîâîäà❀ λ ✕ êîýôôèöèåíò ñî✲
ïðîòèâëåíèÿ òðåíèþ❀ ρ ✕ ïëîòíîñòü òðàíñïîðòèðóåìîé ñðåäû❀ a ✕ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
äàâëåíèÿ✳ ❮åçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ âðåìÿ t è êîîðäèíàòà äëèíû òðóáû l✳
➘èñêðèìèíàíò ñèñòåìû ✭✶✮✱ ✭✷✮ ïîëîæèòåëåí✱ ïîýòîìó èìååì äåëî ñ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷å✲

ñêîãî òèïà✳
➬àäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ✳ Ïåðâîå èç íèõ ó÷èòûâàåò ïîòåðè äàâëåíèÿ íà òðåíèå✿

p(l, t0) = p0 − α1x
2

0l, 0 6 l 6 L, ✭✹✮

âòîðîå çàäàåò ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó ðàñõîäà â ìîìåíò t0✿

x(l, t0) = x0, 0 6 l 6 L. ✭✺✮

➬àäàíû óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ✳ ❮à ëåâîì êîíöå òðóáîïðîâîäà äåéñòâóåò âíåøíèé èñòî÷íèê ïîñòî✲
ÿííîãî äàâëåíèÿ✿

p(l, t) |
l=0

= p0, t0 6 t 6 T. ✭✻✮

❮à ïðàâîì êîíöå òðóáîïðîâîäà â ìîìåíò t0 íà÷èíàåò çàêðûâàòüñÿ çàäâèæêà✱ íàïðèìåð✱ ïî ëè✲
íåéíîìó çàêîíó✱ ïðè ýòîì ïîòîê æèäêîñòè ïîëíîñòüþ ïåðåêðûâàåòñÿ çà âðåìÿ T1✿

x(l, t) |
l=L

=

{

x0(1−
t

T1
), t0 6 t < T1;

0, T1 6 t 6 T.
✭✼✮

➶ ðåçóëüòàòå çàêðûòèÿ çàäâèæêè íà ïðàâîì êîíöå òðóáîïðîâîäà äàâëåíèå ìåíÿåòñÿ è âîçíèêàåò
ïåðåõîäíûé ïðîöåññ✱ íàçûâàåìûé ãèäðàâëè÷åñêèì óäàðîì✳ Ïðè ðåçêîì çàêðûòèè çàäâèæêè äàâ✲
ëåíèå✱ ñîçäàííîå âîëíîé ñæàòèÿ✱ ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì✱ ÷òîáû ðàçîðâàòü òðóáó✳
Òðåáóåòñÿ íàéòè p(l, t) è x(l, t) â îáëàñòè èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ G = [0, L]× [t0, T ]✱
ãäå L ✕ äëèíà òðóáû✳ Òàêèì îáðàçîì✱ èìååì ñìåøàííóþ çàäà÷ó ✭✶✮✕✭✼✮✳
❰òìåòèì✱ ÷òî ñóùåñòâóåò îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ✭✶✮✱ ✭✷✮ ✭ñì✳ ❬✾❪✱ ñòð✳ ✹✸✮✳ ➶ ðàáîòå ❬✶✷❪ ïðåäëî✲

æåíî òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè â íåé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè✳
➶ ìîíîãðàôèè ❬✼❪ îñâåùåíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ✃îøè ✭ñòð✳ ✾✶✮✱ ñìåøàí✲

íîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ✭ñòð✳ ✾✹✮✳ Ñëåäóÿ ❬✼❪ ✭ñòð✳
✾✾✕✶✵✶✮✱ äåëàåì âûâîä✱ ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ✭✻✮✱ ✭✼✮ íåêîððåêòíû✳ ❰áðàòèìñÿ ê ÷èñëåííîìó
ðåøåíèþ çàäà÷è ✭✶✮✕✭✼✮✳

✷✳ ❰ ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà✳

✷✳✶✳ ❒åòîä õàðàêòåðèñòèê✳ ❰äíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñè✲
ñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ❬✶✱ ✸✱ ✼✱ ✶✵❪✳ ➴ãî îñîáåííîñòü ✕
ìèíèìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ è ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì ìàêñèìàëüíàÿ
áëèçîñòü îáëàñòè çàâèñèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû è îáëàñòè çàâèñèìîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöè✲
àëüíûõ óðàâíåíèé✳ Ðåøåíèå ñòðîèòñÿ íà ñåòêå✱ êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå íàïðàâëå✲
íèÿ ñèñòåìû✳ ❮à ðèñ✳ ✶ èçîáðàæåí òðåõòî÷å÷íûé øàáëîí ýòîé ñåòêè ✭1 1̄ 2✮✳ ❮åäîñòàòêîì ìåòîäà
ÿâëÿåòñÿ òî✱ ÷òî øàãè ñåòêè æåñòêî ïðèâÿçàíû ê õàðàêòåðèñòè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì✱ ÷òî íå âñå✲
ãäà óäîâëåòâîðÿåò ïðàêòè÷åñêèì çàäà÷àì✳ ➚ òàêæå îòìåòèì✱ ÷òî ìåòîä õàðàêòåðèñòèê óñëîâíî
óñòîé÷èâ ✕ øàãè ñåòêè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ✃óðàíòà

aτ 6 h, ✭✽✮

ãäå a = 1√
α0α2

✱ τ ✕ øàã ïî âðåìåíè✱ h ✕ øàã ïî îñè òðóáîïðîâîäà✳
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✡
✡
✡✡

✡
✡
✡✡

❏
❏

❏❏

lN + 1

1̂ 2̂ 3̂τ

τ/2

t

1̄ 2̄

Ðèñ✳ ✶✳ Ñåòêà ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê

✲

✻

✶

r

✷ ✸

r r r

lN + 1

1̂ 2̂ 3̂

t

τ

Ðèñ✳ ✷✳ Øàáëîí ñåòêè
íåÿâíîãî ìåòîäà áåãóùå✲
ãî ñ÷åòà ✭✾✮

✷✳✷✳ ❮åÿâíàÿ ñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ✭✶✮✕✭✼✮✳ ➘ëÿ çàäà÷ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà ÷àñòî ïðèìåíÿþò ðàçíîñòíûå ìåòîäû✱ áëàãîäàðÿ èõ óíèâåðñàëüíîñòè è õîðîøî ðàçðàáîòàí✲
íîé òåîðèè ❬✷✱ ✺✕✼❪✳ ➶âîäÿò ñåòêó â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ✱ ïðîèçâîäíûå✱ âõîäÿùèå â
óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ✱ çàìåíÿþò ðàçíîñòÿìè çíà÷åíèé ôóíêöèé â óçëàõ ñåòêè✳ Ïîëó÷à✲
þùèåñÿ ïðè ýòîì àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîñòíóþ ñõåìó✳
Ïîñòðîèì â îáëàñòè G = [0, L] × [t0, T ] ðàâíîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó ñ øàãàìè h è τ ✿

h = L

N
✱ ln = (n−1)h✱ n = 1, N + 1 è τ = T−t0

M
✱ tm = (m− 1)τ ✱m = 1,M ✳ ❰áîçíà÷èì pmn = ph(ln, tm)✱

xmn = xh(ln, tm) ✕ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé p(l, t)✱ x(l, t) â óçëàõ ñåòêè✳ ➘àëåå äëÿ ïðî✲
ñòîòû èçëîæåíèÿ îáîçíà÷èì pn = pmn ✱ p̂n = pm+1

n ✱ xn = xmn ✱ x̂n = xm+1
n ✳ ➶ûáåðåì øàáëîí✱ èçîáðà✲

æåííûé íà ðèñ✳ ✷✳ ❈ èñïîëüçîâàíèåì îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷èì íåÿâíóþ ðàñ÷åòíóþ
ñõåìó äëÿ ïåðâîãî ñëîÿ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè

{

1

h
(p̂n − p̂n−1) +

α0

τ
(x̂n − xn) + α1 |xn| x̂n = 0,

1

h
(x̂n+1 − x̂n) +

α2

τ
(p̂n − pn) = 0, n = 2, N,

✭✾✮

ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷åñòü êðàåâûå óñëîâèÿ✿ p̂1✱ x̂N+1 èçâåñòíû èç ✭✻✮✱ ✭✼✮✳ Ñõåìà ✭✾✮ ïðåäñòàâ✲
ëÿåò ñîáîé òðåõäèàãîíàëüíóþ Ñ❐➚Ó✱ êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè✳ Ñëåäóåò îòìåòèòü✱
÷òî ñõåìà ✭✾✮ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà è èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è âòîðîé ïî✲
ðÿäîê ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé l✳ ➘ëÿ âñåõ âðåìåííûõ ñëîåâ ñõåìà ✭✾✮ âûïèñûâàåòñÿ áåç
èçìåíåíèé✳

✸✳ Òåñòèðîâàíèå íà çàäà÷å ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì✳ Ñèñòåìà óïðîùåííûõ óðàâíåíèé
ãèäðîóäàðà

∂p

∂l
+ α0

∂x

∂t
= 0, ✭✶✵✮

∂x

∂l
+ α2

∂p

∂t
= 0, ✭✶✶✮

0 6 l 6 L, 0 6 t 6 T,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

p(l, 0) = p0 − α1x
2

0l, x(l, 0) = x0, 0 6 t 6 T, ✭✶✷✮

â îáëàñòè îïðåäåëåííîñòè îòðåçêà [0, T ] èìååò ðåøåíèå

p(l, t) = p0 − α1x
2

0l, x(l, t) = x0 +
α1

α0

x20t,

êîòîðîå âûïèñàíî ñîãëàñíî ôîðìóëàì✱ ïîëó÷åííûì â ❬✶✸❪✳
➬àäàíû ïàðàìåòðû òðóáîïðîâîäà D = 0,4 ✭ì✮✱ L = 400 ✭ì✮✱ a = 1000 ✭ì✴❝✮✱ ρ = 1000 ✭êã✴ì3✮✱

êîýôôèöèåíò øåðîõîâàòîñòè k = 0,5 ✭ìì✮✱ λ = 0,11 4

√

k

D
✱ íà÷àëüíûå âåëè÷èíû ðàñõîäà x0 = 500

✭êã✴ñ✮ è äàâëåíèÿ p0 = 980665 ✭Ïà✮✳
Ðåàëèçàöèÿ ñõåìû ✭✾✮ âêëþ÷àåò ðåøåíèå Ñ❐➚Ó ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ìåòîäîì ïðîãîí✲

êè✳ ➘ëÿ ðàñ÷åòîâ çàäàäèì øàãè ñåòêè✱ óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ✃óðàíòà ✭✽✮✳ ➶ òàáëèöå ✶ ïðè✲
âåäåíû çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåé äëÿ ðàñõîäà x(l, t)✱ âû÷èñëåííûõ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ❬✶✱✶✵✱✶✸❪



✷✶✷ ➮✳ ➶✳ Ñ➮➘❐➴Ð

è ïî ñõåìå ✭✾✮✳ Ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò✱ ÷òî ìåòîä õàðàêòåðèñòèê èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷✲
íîñòè✱ â òî âðåìÿ êàê íåÿâíàÿ ñõåìà áåãóùåãî ñ÷åòà èìååò àïïðîêñèìàöèþ O(h2+τ)✳ Ïðèìåíåíèå
íåÿâíîé ñõåìû áåãóùåãî ñ÷åòà ïðåäïî÷òèòåëüíåå✳

Òàáëèöà ✶✳ Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ✭✶✵✮✕✭✶✷✮

ìåòîä
τ h õàðàêòåðèñòèê áåãóùåãî ñ÷åòà

0,0025 2,5 1,25 · 100 3,64 · 10−12

0,005 5 2,50 · 100 2,33 · 10−12

0,01 10 5,00 · 100 2,10 · 10−12

0,02 20 1,00 · 101 4,55 · 10−13

0,04 40 2,00 · 101 2,84 · 10−13

0,08 80 4,00 · 101 1,71 · 10−13

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➚òàâèí ➚✳ ➚✳✱ ➪óêðååâ ➶✳ ➮✳✱ ➶àñèëüåâ ❰✳ Ô✳✱ ➘åãòÿðåâ ➶✳ ➶✳✱ Òàðàñåâè÷ ➶✳ ➶✳✱ Ôåäîðîâà ❮✳ ❮✳✱

Þäèí ➶✳ ➚✳✱ ßíåíêî ➚✳ Ï✳ ❰á îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îòäåëüíûõ
êîíñòðóêöèÿõ è ñîîðóæåíèÿõ✳ ❮îâîñèáèðñê ✿ ❮➹➚ÑÓ ✭Ñèáñòðèí✮✱ ✷✵✷✵✳ ✹✶✺ ñ✳

✷✳ ✃àëèòêèí ❮✳ ❮✳ ×èñëåííûå ìåòîäû✳ ▼✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✽✳ ✺✶✷ ñ✳

✸✳ ✃èðååâ ➶✳ ➮✳✱ Ïàíòåëååâ ➚✳ ➶✳ ×èñëåííûå ìåòîäû â ïðèìåðàõ è çàäà÷àõ ✿ ó÷åá✳ ïîñîáèå✳ ❒✳ ✿ ➶ûñøàÿ
øêîëà✱ ✷✵✵✽✳ ✹✽✵ ñ✳

✹✳ ❮îâèöêèé ❮✳ ❮✳✱ Ñåííîâà ➴✳ ➶✳✱ Ñóõàðåâ ❒✳ ➹✳ è äð✳ ➹èäðàâëè÷åñêèå öåïè✳ Ðàçâèòèå òåîðèè è ïðèëî✲
æåíèÿ✳ ❮îâîñèáèðñê ✿ ❮àóêà✱ ✷✵✵✵✳ ✷✼✸ ñ✳

✺✳ ❰ðòåãà ➘æ✳✱ Ïóë Ó✳ ➶âåäåíèå â ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé✳ ▼✳ ✿
❮àóêà✱ ✶✾✽✻✳ ✷✽✽ ñ✳

✻✳ Ïàñòóõîâ ➘✳ Ô✳✱ Ïàñòóõîâ Þ✳ Ô✳✱ ➶îëîñîâà ❮✳ ✃✳ ❰ïòèìàëüíûé ïàðàìåòð àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé
ñõåìû âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå ✴✴ ➶åñòíèê Ïîëîöêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà✳ Ñåðèÿ
❈✱ Ôóíäàìåíòàëüíûå íàóêè✳ ✷✵✶✽✳ ✹✳ Ñ✳ ✶✻✼✲✶✽✻✱ ❤tt♣s✿✴✴❡❧✐❜✳♣s✉✳❜②✴❤❛♥❞❧❡✴✶✷✸✹✺✻✼✽✾✴✷✷✷✹✶✳

✼✳ Ðîæäåñòâåíñêèé ➪✳ ❐✳✱ ßíåíêî ❮✳ ❮✳ Ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëîæåíèÿ â ãàçîâîé
äèíàìèêå✳ ❒✳ ✿ ❮àóêà✱ ✶✾✼✽✳ ✻✽✽ ñ✳

✽✳ Òàðàñåâè÷ ➶✳ ➶✳ Ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â íàïîðíûõ òðóáî✲
ïðîâîäíûõ ñèñòåìàõ ✿ äèñ✳ ✳✳✳ ä✲ðà òåõí✳ íàóê✳ ❮îâîñèáèðñê✱ ✷✵✶✼✳ ✷✸✵ ñ✳

✾✳ Òèõîíîâ ➚✳ ❮✳✱ Ñàìàðñêèé ➚✳ ➚✳ Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè✳ ❒✳ ✿ ❒➹Ó✱ ✶✾✾✾✳ ✼✾✾ ñ✳

✶✵✳ Ôîêñ ➘✳ ➚✳ ➹èäðàâëè÷åñêèé àíàëèç íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ â òðóáîïðîâîäàõ✳ ❒✳ ✿ Ýíåðãîèçäàò✱
✶✾✽✶✳ ✷✹✽ ñ✳

✶✶✳ ×àðíûé ➮✳ ➚✳ ❮åóñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå ðåàëüíîé æèäêîñòè â òðóáàõ✳ ❒✳ ✿ ❮åäðà✱ ✶✾✼✺✳ ✷✾✻ ñ✳

✶✷✳ Grazhdantseva E. Y., Solodusha S. V. On a hyperbolic system of equations in the problem of unsteady fluid
motion // Journal of Physics: Conference Series 2021. 1847. P. 012005.

✶✸✳ Sidler I., Novitsky N., Grazhdantseva E. Alternative methods for solving a hyperbolic system of equations
in a simplified water hammer problem // Mathematical Models and Methods of the Analysis and Optimal
Synthesis of the Developing Pipeline and Hydraulic. Systems E3S Web of Conferences, 2022. 397. P. 01006
(2023).
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Ý❮➴Ð➹➴Ò➮×➴Ñ✃➮Õ ➮ÑÒ❰×❮➮✃❰➶

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ❮✳ Þ✳ Ó❐Üß❮❰➶➚

➚ííîòàöèÿ✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåæèìà ðàáîòû ýíåðãåòè÷åñêèõ èñ✲

òî÷íèêîâ íà ñóììàðíóþ íàãðóçêó â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ âðåìåíè êàê çàäà÷à ìàòåìà✲

òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ðàçðûâíîé öåëåâîé ôóíêöèåé✳ Ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà

èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè â âèäå ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳ ➘ëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììè✲

ðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êóñî÷íî✲ëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè öåëåâîé ôóíêöèè ñâåðõó è ñíèçó✳ Ïðèâî✲

äÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ✱ âûïîëíåííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷íûõ ðåøàòåëåé✱

äåìîíñòðèðóþùèõ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìûõ àïïðîêñèìàöèé✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ãåíåðàöèÿ ýíåðãèè✱ ìîäåëü ýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû✱ öåëî÷èñëåííàÿ îïòèìè✲

çàöèÿ✱ ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ✱ êâàäðàòè÷íàÿ îïòèìèçàöèÿ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✵✲✵✺

✶✳ ❒îäåëü ãåíåðàöèè ýíåðãèè✳ Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ìîäåëè ìèíèìèçàöèè ðàñõîäîâ
íà ãåíåðàöèþ ýíåðãèè íåñêîëüêèìè èñòî÷íèêàìè ❬✶❪✱ ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé çàäà÷ó êâàäðàòè÷íî✲
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ öåëåâîé ôóíêöèåé✱ ïðåòåðïåâàþùåé ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â íóëå✿

n
∑

j=1

fj(xj) → min ✭✶✮

n
∑

j=1

xj = Q, ✭✷✮

0 6 xj 6 xj , j = 1, . . . , n, ✭✸✮

fj(xj) =

{

0, åñëè xj = 0,

αjx
2

j
+ βjxj + γj , åñëè xj > 0,

(αj , βj , γj > 0)

ãäå xj ✕ ýíåðãèÿ✱ âûðàáàòûâàåìàÿ èñòî÷íèêîì j✱ Q ✕ çàïðàøèâàåìàÿ íàãðóçêà❀ xj ✕ ýíåðãåòè÷å✲
ñêèå âîçìîæíîñòè èñòî÷íèêà j✱ n ✕ êîëè÷åñòâî èñòî÷íèêîâ✱ αj ✱ βj ✱ γj ✕ ïàðàìåòðû ìîäåëè✳

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â òàêîé çàäà÷å èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â íóëå è íå ìîæåò áûòü ðåøåíà
ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè✱ îñíîâàííûìè íà èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîäíûõ✳ Ïåðåôîð✲
ìóëèðóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó ✶ ✕ ✸ â çàäà÷ó öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ✳

Ïóñòü ÷èñëîâîé ïàðàìåòð Qt ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò äèñêðåòíîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t✱ t = 1, . . . , T, ✭T ✕ ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ✮✳ ❰í îïðåäåëÿåò îáúåì ýíåðãèè✱
òðåáóåìûé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè✳ ➪èíàðíûå ïåðåìåííûå ztj îòâå÷àþò çà ñîñòîÿíèå èñòî÷íè✲
êà ✭✧ðàáîòàåò✧✴✧íå ðàáîòàåò✧✮✳ ➘ëÿ òîãî ÷òîáû ó÷èòûâàòü âðåìÿ ââîäà è âûâîäà â ýêñïëóàòàöèþ
èñòî÷íèêà j✱ ââåäåì ïàðàìåòðû k+

j
, k−

j
✳ Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ìîäåëü ìîæíî ïåðåïè✲

ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

T
∑

t=1

n
∑

j=1

ϕj(xtj) + ztjγj → min ✭✹✮

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✷✶✹ ❮✳ Þ✳ Ó❐Üß❮❰➶➚

n
∑

j=1

xtj = Qt, t = 1, . . . , T, ✭✺✮

k+
j
δtj 6

t−1
∑

τ=t−k
+

j

zτj , ✭✻✮

k−
j
(1− δtj) 6

t+k
−

j
∑

τ=t+1

zτj , ✭✼✮

0 6 xtj 6 δtjxj , t = 1, . . . , T, j = 1, . . . , n, ✭✽✮

δtj = 0 ∨ 1, t = 1, . . . , T, j = 1, . . . , n, ✭✾✮

ztj = 0 ∨ 1, t = −(k+
j
− 1), . . . , T + k−

j
, j = 1, . . . , n, ✭✶✵✮

ãäå

ztj =

{

0, åñëè èñòî÷íèê j â ìîìåíò t âûêëþ÷åí,

1, åñëè èñòî÷íèê j â ìîìåíò t âêëþ÷åí,

ϕj(xtj) = αjx
2

tj
+ βjxtj ✕ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ èçäåðæåê✱ γj ✕ ïîñòîÿííûå èçäåðæêè✳

➶çàèìîñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè ztj è δtj ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå ✶

ztj δtj ➮íòåðïðåòàöèÿ

ztj = 0 δtj = 0 ❰áîðóäîâàíèå j â ìîìåíò t íàõîäèòñÿ â ✏õîëîäíîì ðåçåðâå✑✱
ò✳å✳ âûêëþ÷åíî✳

ztj = 1 δtj = 0 ❰áîðóäîâàíèå j â ìîìåíò t íàõîäèòñÿ â ✏ãîðÿ÷åì ðåçåðâå✑✱
ò✳å✳ âêëþ÷åíî✱ íî íå ìîæåò èìåòü íàãðóçêè✳

ztj = 1 δtj = 1 ❰áîðóäîâàíèå j â ìîìåíò t íàõîäèòñÿ â ✏ðàáî÷åì ñîñòîÿíèè✑✱
ò✳å✳ âêëþ÷åíî è ìîæåò èìåòü íàãðóçêó✳

Òàáëèöà ✶✳ ➶çàèìîñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè ztj è δtj

Ïðè ýòîì èçäåðæêè ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì✿

ϕj(xtj) + ztjγj =











0, åñëè ztj = 0 è δtj = 0,

γj , åñëè ztj = 1 è δtj = 0,

ϕj(xtj) + ztjγj , åñëè ztj = 1 è δtj = 1.

➬àäà÷à ✹✕✶✵ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðî✲
âàíèÿ✳ ❰íà ìîæåò áûòü ðåøåíà ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè✳ Ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ✱ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êàêîãî✲ëèáî ðåøàòåëÿ✱ ïîçâîëÿþùå✲
ãî ðàñøèðèòü ïîñòàíîâêó èññëåäóåìîé çàäà÷è✳ Ó÷èòûâàÿ âèä öåëåâîé ôóíêöèè â ðàáîòå ðàññìîò✲
ðåíû åå àïïðîêñèìàöèè ñâåðõó è ñíèçó ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè✳ Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óëó÷øàåòñÿ
çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ✳

✷✳ ➶û÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû✳ Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà íîóòáóêå ñ ✹✲õ ÿäåðíûì ïðî✲
öåññîðîì ■♥t❡❧✭❘✮ ❈♦r❡✭❚▼✮ ✐✺✲✶✵✷✶✵❯ ñ áàçîâîé òàêòîâîé ÷àñòîòîé ✶✳✻✵●❍③ ✭ìàêñèìàëüíîé òàê✲
òîâîé ÷àñòîòîé ✹✳✷✵●❍③ â ðåæèìå ❚✉r❜♦✮✱ ❰➬Ó ✽ ➹➪ ïîä óïðàâëåíèåì ✻✹✲ðàçðÿäíîé îïåðàöèîííîé
ñèñòåìû ▼❙ ❲✐♥❞♦✇s✳
Ðåøåíèå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ îñóùåñòâëÿëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììåð÷åñêîãî ïàêåòà ❆■▼▼❙

è ❝ ïðèìåíåíèåì ïðîãðàììû✱ íàïèñàííîé íà ÿçûêå P②t❤♦♥ êîòîðàÿ èñïîëüçóåò íåêîììåð÷åñêèé
ðåøàòåëü ❙❈■P ✽✳✵ ✭ ❤tt♣s✿✴✴♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲♦♥❧✐♥❡✳♦r❣✴❄♣❂✶✽✹✷✾✮



❒❰➘➴❐Ü ❰ÏÒ➮❒➮➬➚Ö➮➮ Ð➚➪❰ÒÛ Ý❮➴Ð➹➴Ò➮×➴Ñ✃➮Õ ➮ÑÒ❰×❮➮✃❰➶ ✷✶✺

✷✳✶✳ Ïðèìåð ✶✳ Ðàññìîòðèì ïðèìåð✳ Ïóñòü èìåþòñÿ ïÿòü èñòî÷íèêîâ✱ èíôîðìàöèÿ ïî êîòîðûì
ïðåäñòàâëåíà â òàáëèöå ✷
➶ òàáëèöå ✸ ïðèâåäåíî íåîáõîäèìîå îáùåå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè✳
Òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ýëåêòðîýíåðãèè✱ êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûðàáàòûâàòü êàæäîé

ñòàíöèåé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ó÷åòîì ìèíèìèçàöèè èçäåðæåê✳ Ñ÷èòàåì✱ ÷òî â èñõîä✲
íîì ñîñòîÿíèè âñå ñòàíöèè âûêëþ÷åíû✳ ➘ëÿ àïïðîêñèìàöèè öåëåâîé ôóíêöèè ïðîìåæóòîê åå
îïðåäåëåíèÿ ðàçáèâàëñÿ íà òðè ÷àñòè✳
➶ ðåçóëüòàòå çàïóñêà ðåøàòåëåé ñ ïðåäñòàâëåííûìè èñõîäíûìè äàííûìè ïîëó÷èëèñü ñëåäó✲

þùèå àáñîëþòíûå è îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ àïïðîêñèìèðîâàííûõ çàäà÷✿ äëÿ àï✲
ïðîêñèìàöèè ñâåðõó ✕ ✵✳✶✵✽ è ✶✳✼❊✲✵✼❀ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñíèçó ✕ ✵✳✵✾✷ è ✶✳✹❊✲✵✼✱ ñîîòâåòñòâåí✲
íî✳ ➶ðåìÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è ✕ ✵✳✶✽ ñåê✳✱ äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ñâåðõó ✕ ✵✳✶ ñåê✳✱ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñíèçó ✕ ✵✳✵✾ ñåê✳
➶ òàáëèöå ✹ ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå xtj ✭ñêîëüêî êàæäàÿ ñòàíöèÿ áóäåò ïðîèçâîäèòü â ìîìåíò

âðåìåíè t✮✳ Ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è è îáîèõ àïïðîêñèìèðîâàííûõ çàäà÷ ñ òî÷íîñòüþ äî äå✲
ñÿòèòûñÿ÷íûõ èìåþò îäèíàêîâûé âèä è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû åäèíîé òàáëèöåé ✹✳

✷✳✷✳ Ðåøåíèå çàäà÷ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé✳ ➘ëÿ ñðàâíåíèÿ âðåìåíè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ è
àïïðîêñèìèðîâàííûõ çàäà÷ ïñåâäîñëó÷àéíûì îáðàçîì ñãåíåðèðîâàíû ìíîæåñòâî ýêçåìïëÿðîâ ñ
✶✵ ñòàíöèÿìè è ãîðèçîíòîì ïëàíèðîâàíèÿ✱ âàðüèðóåìûì îò ✶✵✵ äî ✶✵✵✵ âðåìåííûõ ïðîìåæóòêîâ✳
❮à ðèñóíêå ✶ ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè âðåìåíè ðåøåíèÿ ✭â ñåêóíäàõ✮ îò êîëè÷åñòâà âðå✲

ìåííûõ ïðîìåæóòêîâ äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè è àïïðîêñèìèðîâàííûõ ìîäåëåé✱ èñïîëüçóþùèõ
ðàçáèåíèå íà òðè ïðîìåæóòêà✳ ❮åëèíåéíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììåð÷åñêî✲
ãî ïàêåòà ❆■▼▼❙ ❬✷❪✱ êîòîðûé áûë äîñòóïåí äî ÿíâàðÿ ✷✵✷✸ ãîäà✱ òàê è ñ ïðèìåíåíèåì ñâîáîäíî
ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ðåøàòåëÿ ❙❈■P ❬✸❪✳ ➚ïïðîêñèìèðîâàííûå çàäà÷è ðåøàëèñü òîëüêî ðåøàòåëåì
❙❈■P✳ ❰òìåòèì✱ ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà äëÿ âñåõ çàäà÷ íå ïðåâîñõîäèò ✶✳✹❊✲✵✻✳

αj βj ϕj x̄j k+
j

k−
j

➮ñòî÷íèê ✶ ✵✳✵✵✵✺✽✻ ✵✳✵✶✽✻✻✸ ✶✼✽✷✹✳✺✻ ✺✵ ✷ ✷
➮ñòî÷íèê ✷ ✵✳✵✵✵✼✸✼ ✵✳✵✶✾✺✽✶ ✷✵✸✸✹✳✽ ✶✸✵ ✷ ✷
➮ñòî÷íèê ✸ ✵✳✵✵✶✸✵✶ ✵✳✵✶✸✶✾✺ ✶✽✻✶✷✳✺✻ ✼✵ ✷ ✷
➮ñòî÷íèê ✹ ✵✳✵✵✶✵✽✷ ✵✳✵✷✹✻✾✷ ✷✶✼✸✺✳✾✼ ✼✵ ✶ ✷
➮ñòî÷íèê ✺ ✵✳✵✵✵✺✾✹ ✵✳✵✶✷✷✼✸ ✷✹✼✺✻✳✼✻ ✶✷✵ ✶ ✶

Òàáëèöà ✷✳ Òàáëèöà èñõîäíûõ äàííûõ✳

❒îìåíò âðåìåíè ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵
Q(t) ✵ ✻✵ ✵ ✵ ✸✾✵ ✸✵✵ ✸✵✵ ✸✵✵ ✸✵✵ ✵

Òàáëèöà ✸✳ ❮åîáõîäèìûé îáúåì ýíåðãèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè✳
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Òàáëèöà ✹✳ Ðåøåíèå✿ ñêîëüêî ýíåðãèè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü êàæäîìó èñòî÷íèêó
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Ðèñ✳ ✶✳ ➶ðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè è ðåøàòåëÿ✳

✸✳ ➬àêëþ÷åíèå è âûâîäû✳ ➶ ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñäå✲
ëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû✳ ➶î✲ïåðâûõ✱ áåñïëàòíûé ðåøàòåëü ❙❈■P ïîêàçàë ïðèåìëåìîå âðåìÿ ðå✲
øåíèå àïïðîêñèìèðîâàííûõ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè✿ ✶✵ èñòî÷íèêîâ è ✻✵✵✵ âðåìåííûõ èíòåð✲
âàëîâ ✕ ìåíåå ✻✵ ìèíóò✳ ➶î✲âòîðûõ✱ óâåëè÷åíèå òî÷åê ðàçáèåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè â ïðåäëàãàåìûõ êóñî÷íî✲ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ íå äàåò ñóùåñòâåííîãî ýôôåêòà✱
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ✸✲✺ òî÷åê ðàçáèåíèÿ✳ ➶✲òðåòüèõ✱ ïîëó÷åííûå àâòîðàìè òåîðåòè÷åñêèå
îöåíêè îáùåé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèé ñëèøêîì êîíñåðâàòèâíû ✕ îøèáêè✱ ïîëó÷åííûå â ðå✲
çóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ✱ ïîëó÷àþòñÿ çàìåòíî ìåíüøå✳ ➮✱ íàêîíåö✱ âûïóêëàÿ
÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííàÿ ìîäåëü è åå ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî
ðàñøèðåíà äîáàâëåíèåì íîâûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé✱ ÷òî áóäåò ñäåëàíî â äàëüíåéøåì✳
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➚ííîòàöèÿ✳ Óâåëè÷åíèå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàòåëüíûõ óñòðîéñòâ â ñîâðåìåííûõ ýëåêòðî✲

ñåòÿõ✱ ñ îäíîé ñòîðîíû✱ óëó÷øàåò óïðàâëÿåìîñòü ñåòåé✱ à ñ äðóãîé ñòîðîíû✱ ñíèæàåò óñòîé÷èâîñòü

ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ✳ Ýòè ýôôåêòû îñîáåííî çàìåòíû ïðè âîçíèêíîâåíèè

áîëüøèõ âîçìóùåíèé èëè àâàðèé â ñåòÿõ✳ ➶ ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ✱ îáúåäè✲

íÿþùàÿ ðåãóëèðîâàíèå ÷àñòîòû è ðåãóëèðîâàíèé ïåðåòîêîâ àêòèâíîé ìîùíîñòè✳ ➮çâåñòíî✱ ÷òî

â ðÿäå ñöåíàðèåâ íåâîçìîæíî îäíîâðåìåííî äîñòè÷ü öåëåé îáîèõ ðåãóëèðîâàíèé✳ Ïðåäëîæåííàÿ

ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè èäåíòèôèöèðóåò òàêèå ñèòóàöèè è îòäàåò ïðèîðèòåò îä✲

íîé èç öåëåé✳ ✃ðîìå òîãî✱ ïðåäëîæåííàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ðàáîòàåò ðàñïðåäåëåííûì îáðàçîì✱

÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü âåñü ïîòåíöèàë ðàñïðåäåëåííîé ãåíåðàöèè è óïðàâëåíèÿ íàãðóçêàìè✳

➚ëãîðèòì óïðàâëåíèÿ îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ïðÿìîäâîéñòâåííîãî ïîäõîäà

ê çàäà÷àì ðåãóëèðîâàíèÿ ÷àñòîòû è ïåðåòîêîâ ìîùíîñòè✳ ➘îêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è✲

âîñòü ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ✱ ýôôåêòèâíîñòü êîòîðîé ïîäòâåðæäåíà äåòàëüíûìè ñèìóëÿöèÿìè â

ïðîãðàììíî✲àïïàðàòíîì êîìïëåêñå ❘❚❉❙ ◆♦✈❛❈♦r ✶✳✵✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ðåãóëèðîâàíèå ÷àñòîòû✱ ðåãóëèðîâàíèå ïåðåòîêîâ ìîùíîñòè✱ ïðÿìîäâîé✲

ñòâåííûå àëãîðèòìû✱ ïðîãðàììíî✲àïïàðàòíûé êîìïëåêñ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✸❇✼✵

✶✳ Ïîñòàíîâêà çàäà÷è✳

✶✳✶✳ Ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà✳ ❒îäåëü ñîáðàíà èç îòäåëüíûõ áëîêîâ✱ ïðåäñòàâëåííûõ â ❬✶❪✳ ❒àãè✲
ñòðàëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ñåòü çàäàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì Γ = (N,E)✱ ãäå N ✕ ìíîæåñòâî
n øèí ✭âåðøèí✮✱ |N | = n è E ✕ ìíîæåñòâî q ëèíèé ✭ðåáåð✮✳ ❒íîæåñòâî ãåíåðàòîðíûõ øèí îáî✲
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç G✳ ➪åç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ñ÷èòàåì✱ ÷òî ãåíåðàòîðíûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå g øèí
ãðàôà✿ G = {1, . . . , g} 6= ∅✳ ❰ñòàëüíûå øèíû ÿâëÿþòñÿ íàãðóçêàìè✿ L = {g+1, . . . , g+l}, g+l = n✳
➘ëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèíõðîííîãî ãåíåðàòî✲
ðà ñ òðåìÿ ìîäåëÿìè òóðáèí✿ ✶✮ òðåõñòóïåí÷àòàÿ ïàðîâàÿ òóðáèíà ñ îäíîêðàòíûì ïðîìåæó✲
òî÷íûì ïåðåãðåâîì❀ ✷✮ ëèíåàðèçîâàííàÿ ìîäåëü ãèäðîòóðáèíû ñ âðåìåííîé íåðàâíîìåðíîñòüþ
ïåðâè÷íîãî ðåãóëèðîâàíèÿ❀ ✸✮ òóðáèíà îáùåãî âèäà âòîðîãî ïîðÿäêà✳ ➘àííûå òèïû òóðáèí íà✲
õîäÿòñÿ íà øèíàõ Gs, Gh, Gg ⊆ G ñîîòâåòñòâåííî✳ ➘ëÿ óäîáñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ ìû ïðåäïîëà✲
ãàåì✱ ÷òî âñå óïðàâëÿåìûå ïðåîáðàçîâàòåëüíûå óñòðîéñòâà íàõîäÿòñÿ íà íàãðóçî÷íûõ øèíàõ✳
❮àãðóçêè ñ÷èòàþòñÿ áåçûíåðöèîííûìè è ÷àñòîòîçàâèñèìûìè✱ à äèíàìèêà ïðåîáðàçîâàòåëüíûõ
óñòðîéñòâ ìîäåëèðóåòñÿ áëîêîì ïåðâîãî ïîðÿäêà✳ ➘èíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ýíåðãîñèñòåìû çàäà➻òñÿ
äèôôåðåíöèàëüíî✲àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè✿
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θ̇ =ω, ✭✶❛✮

Mω̇G =−DG,GωG − peG + pm + rG, ✭✶❜✮

0 =−DL,LωL − peL + pL + rL, ✭✶❝✮

0 =BC⊤θ − p, ✭✶❞✮

0 =Cp+ pe, ✭✶❡✮

pmGs =αx1s + βx2s + γx3s, ✭✶❢✮

T 1sẋ1s =− x1s + vGs , ✭✶❣✮

T 2sẋ2s =− x2s + x1s, ✭✶❤✮

T 3sẋ3s =− x3s + x2s, ✭✶✐✮

T 4sv̇Gs =− vGs + x4s, ✭✶❥✮

T 5sẋ4s =− x4s +RsωGs + uGs , ✭✶❦✮

pm
Gh =x1h − 2vGh , ✭✶❧✮

T 1hẋ1h =− x1h + 3vGh , ✭✶♠✮

T 2hv̇Gh =x2h, ✭✶♥✮

T 3hẋ2h =− x2h − (Rth +Rh)vGh −Rthx3h− ✭✶♦✮

ωGh + uGh ,

T 4hẋ3h =− x3h − vGh , ✭✶♣✮

T 1gṗmGg =− pmGg + vGg , ✭✶q✮

T 2gv̇Gg =− vGg +RgωGg + uGg , ✭✶r✮

T ccṗL =− pL − uL. ✭✶s✮

➬äåñü ω(t) ∈ R
n ✕ îòêëîíåíèÿ ëîêàëüíûõ ÷àñòîò îò íîìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ❀ p(t) ∈ R

q ✕ ïåðåòîêè
ìîùíîñòè❀ u(t) ∈ R

n ✕ çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ✳

✶✳✷✳ Öåëè óïðàâëåíèÿ✳ Óïðàâëåíèå äîëæíî ðàáîòàòü êàê ñ ïðÿìîé✱ òàê è îáðàòíîé ñâÿçüþ â
çàâèñèìîñòè îò äîñòóïíîñòè èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñåòè✳ ➶ ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðèîðèòåòà îíî
äîëæíî âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå çàäà÷è✿ ✭✐✮ ïðèâåäåíèå ÷àñòîòû ê íîìèíàëüíîìó çíà÷åíèþ❀ ✭✐✐✮
óäåðæàíèå ïåðåòîêîâ ìîùíîñòè â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ❀ ✭✐✐✐✮ ìèíèìèçàöèÿ ñòîèìîñòè óïðàâëå✲
íèÿ✳ ➘ëÿ êàæäîé èç ýòèõ öåëåé ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè✳ ➶ êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé
èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñèñòåìû ✭✶✮✱ èç êîòîðîé ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ðÿäà
ïåðåìåííûõ è äîáàâëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé v ïîëó÷àþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ ✭✷❜✮✱ ✭✷❝✮ â
çàäà÷å ✭✷✮✱ îãðàíè÷åíèÿ ✭✸❜✮✱ ✭✸❝✮ â çàäà÷å ✭✸✮✱ îãðàíè÷åíèÿ ✭✺❜✮✱ ✭✺❝✮ â çàäà÷å ✭✺✮ íèæå✳ ➘ëÿ ðàç✲
ëè÷èÿ ïåðåìåííûõ✱ èìåþùèõ îäèí è òîò æå ôèçè÷åñêèé ñìûñë â ðàçíûõ çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ
âåðõíèå èíäåêñû✿ I, II, III✳ Ðåøåíèÿ çàäà÷ îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëîì ✧✯✧✳ ➬àäà÷è èìåþò ñëåäóþ✲
ùèé âèä✿
■✮ Ðåãóëèðîâàíèå ÷àñòîòû✿

min
uI ,θI ,v∈Rn,pI∈Rq

1

2
v⊤v, ✭✷❛✮

pI = BC⊤θI , ✭✷❜✮

CpI + uI + v + r = 0, ✭✷❝✮

ui 6 uIi 6 ui, i ∈ {1, . . . , n}. ✭✷❞✮
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Ðèñ✳ ✶✳ ✾✲øèííàÿ ■❊❊❊ ñåòü✳

■■✮ Ðåãóëèðîâàíèå ïåðåòîêîâ ìîùíîñòè✿

min
uII ,θII∈Rn,pII∈Rq

q
∑

i=1

hiφ(p
II

i , p
i
, pi), ✭✸❛✮

pII = BC⊤θII , ✭✸❜✮

CpII + uII + v∗ + r = 0, ✭✸❝✮

ui 6 uIIi 6 ui, i ∈ {1, . . . , n}, ✭✸❞✮

ãäå

φ(x, x, x) =
1

2
(max{0, x− x, x− x})2 . ✭✹✮

■■■✮ ❒èíèìèçàöèÿ ñòîèìîñòè óïðàâëåíèÿ✿

min
uIII ,θIII∈Rn,pIII∈Rq

1

2
uIII⊤AuIII , ✭✺❛✮

pIII = BC⊤θIII , ✭✺❜✮

CpIII + uIII + v∗ + r = 0, ✭✺❝✮

ui 6 uIIIi 6 ui, i ∈ {1, . . . , n}, ✭✺❞✮

pnew
i

6 pIIIi 6 pnewi , i ∈ {1, . . . , q}, ✭✺❡✮

ãäå
pnew
i

= min{p
i
, pII∗i },

pnewi = max{pi, p
II∗
i },

i ∈ {1, . . . , q}.

✷✳ Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ✳ Óïðàâëåíèå âûâîäèòñÿ â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ✲
íåíèé✳ ✃àæäàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ✭✷✮✲✭✺✮ ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ ê âèäó✱ äîïóñêàþùåìó ðàñïðåäå✲
ëåííîå ðåøåíèå ïî ïðèíöèïó✱ ïðåäñòàâëåííîìó â ñòàòüå ❬✸❪✳ ➬àòåì ê íåé ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîäâîé✲
ñòâåííûé ïîäõîä ❬✷❪✳

✸✳ ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò✳ ➶ ðàìêàõ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ✾✲øèííàÿ
■❊❊❊ ñåòü ✶✱ ïðåäñòàâëåííàÿ â ❬✹❪✳ Ïðåäïîëàãàåòñÿ✱ ÷òî ëèíèÿ ✭✼✲✽✮ èìååò îãðàíè÷åíèå â ✽✵ ❒➶ò✱
à ëèíèÿ ✭✹✲✻✮ èìååò îãðàíè÷åíèå â ✻✺ ❒➶ò✳ ➶ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè øèíà ✽ óâåëè÷èâà✲
åò ïîòðåáëåíèå íà ✷✺ ❒➶ò✱ ÷òî âûçûâàåò ïåðåãðóçêó íà ëèíèè ✭✼✲✽✮✳ ×åðåç ✺ ñåêóíä øèíà ✻
óâåëè÷èâàåò ✷✵ ❒➶ò âûçûâàÿ ïåðåãðóçêó ëèíèè ✭✹✲✻✮✳ ➶ ðàìêàõ ðàáîòû ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå
ñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà ê óïðàâëåíèþ ñ ðàçðàáîòàííûì â äàííîé ñòàòüå✳ Ñèìóëÿöèè ïðîâåäåíû â
ïðîãðàììíî✲àïïàðàòíîì êîìïëåêñå ❘❚❉❙ ◆♦✈❛❈♦r ✶✳✵✳
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✶✳ ▼❛❝❤♦✇s❦✐ ❏✳✱ ❇✐❛❧❡❦ ❏✳✱ ❇✉♠❜② ❏✳ P♦✇❡r ❙②st❡♠ ❉②♥❛♠✐❝s✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ■♥❝✱
✷✵✷✵✳ ✽✽✽ ñ✳

✷✳ ❋❡✐❥❡r ❉✳✱ P❛❣❛♥✐♥✐ ❋✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ❞②❛♥♠✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✴✴ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✳ ✷✵✶✵✳ ✹✻✳ Ñ✳ ✶✾✼✹✲✶✾✽✶✳

✸✳ ❑❤❛♠✐s♦✈ ❖✳ ❖✳✱ ❚❡r③✐❥❛ ❱✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋r❡q✉❡♥❝② ❈♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❈♦✉♣❧✐♥❣
■♥t❡r✲❆r❡❛ ❈♦♥str❛✐♥ts ✴✴ ✷✵✷✸ ■❊❊❊ ❇❡❧❣r❛❞❡ P♦✇❡r❚❡❝❤✱ ❇❡❧❣r❛❞❡✱ ❙❡r❜✐❛✳ ✷✵✷✸✳ Ñ✳ ✶✕✻✳

✹✳ ❆r✉♥♣r❛s❛♥t❤ ❙✳✱ ▼❡✐❦❧❡❥♦❤♥ ❍✳✱ ❲✐❡r❝❦① ❘✳ ❇❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ❙t❛♥❞❛r❞ P♦✇❡r ❚❡st ❙②st❡♠s ❢♦r ❘❡❛❧✲❚✐♠❡
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙t✉❞✐❡s ✴✴ Pr♦❝✳ ❈✐❣r❡ ❙❡ss✐♦♥ ✷✵✶✽✳ ✷✵✶✽✳

Õàìèñîâ ❰ëåã ❰ëåãîâè÷
Ñêîëêîâñêèé èíñòèòóò íàóêè è òåõíîëîãèè ✭Ñêîëòåõ✮
❊✲♠❛✐❧✿ ❖✳❑❤❛♠✐s♦✈❅s❦♦❧t❡❝❤✳r✉
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Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✷✷✶✕✷✷✷

Ó➘✃ ✺✶✾✳✽✻✻

❒❮❰➹❰✃Ð➮Ò➴Ð➮➚❐Ü❮➚ß ➬➚➘➚×➚ ➶ ➷➮❐➮Ù❮❰❒

ÑÒÐ❰➮Ò➴❐ÜÑÒ➶➴

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ❮✳ ❮✳ Ø➴❐❰❒➴❮Ö➴➶➚

➚ííîòàöèÿ✳ ➘ëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è î ñîãëàñîâàíèå ðàçíîíàïðàâëåííûõ èí✲

òåðåñîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ â æèëèùíîì ñòðîèòåëüñòâå èñïîëüçîâàíà àääèòèâíàÿ ñâåðòêà

êðèòåðèåâ✳ ❮àéäåíû ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ âõîäíûõ äàííûõ✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à✱ æèëèùíîå ñòðîèòåëüñòâî✱ àääèòèâíàÿ ñâåðòêà

ôóíêöèé✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✾✶❇✵✻

❮à ïåðâè÷íîì ðûíêå æèëüÿ âçàèìîäåéñòâóþò ñëåäóþùèå ýêîíîìè÷åñêèå ñóáúåêòû✿ áàíêè✱ çà✲
ñòðîéùèêè✱ íàñåëåíèå è ãîñóäàðñòâî✳ ❮à ïðàêòèêå ñóùåñòâóåò çàäà÷à ñîãëàñîâàíèÿ ðàçíîíàïðàâ✲
ëåííûõ èíòåðåñîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ â æèëèùíîì ñòðîèòåëüñòâå✳ Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå
ðåøåíèÿ✱ ïðè êîòîðûõ èíòåðåñû ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ ñîãëàñîâàíû èëè õîòÿ áû èìåþ êîì✲
ïðîìèññ❄ Òàêîãî ðîäà çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü ìåòîäàìè ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ❬✶❪✳

➘àííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ ❬✷❪ î ìîäåëèðîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýêî✲
íîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ â æèëèùíîì ñòðîèòåëüñòâå✳ ➶ îòëè÷èè îò ❬✷❪ ðåøàåòñÿ ìíîãîêðèòåðèàëü✲
íàÿ çàäà÷à✱ â êîòîðîé ôèãóðèðóþò ÷åòûðå êðèòåðèÿ äëÿ îïòèìèçàöèè✿

F (X) = {B(X), S(X), N(X), G(X)} → extr,

ãäå

B(X) =
n
∑

i=1

rβXiC +
n
∑

i=1

hγXiPi → max,

S(X) =

n
∑

i=1

(Pi − C)Xi → max,

N(X) =

∑

n

i=1
PiXi

∑

n

i=1
Xi

→ min,

G(X) =
n
∑

i=1

(Ui −Xi)
2 → min .

B(X) ìàêñèìèçèðóåò äîõîä áàíêîâ✱ S(X) ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü çàñòðîéùèêà✱ N(X) ìèíèìè✲
çèðóåò ñðåäíþþ öåíó êâàäðàòíîãî ìåòðà äëÿ ïîòðåáèòåëÿ✱ G(X) ✕ ñîêðàùåíèå ðàçíîñòè ìåæäó
ïîòðåáíîñòüþ è êîëè÷åñòâîì æèëüÿ äëÿ óâåëè÷åíèÿ æèëèùíîãî ôîíäà✳

❰ñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ✿
i = 1, 2, . . . , n ✕ íîìåð âèäà êâàðòèð❀
T ✕ ❝ðîê ñòðîèòåëüñòâà ìíîãîêâàðòèðíûõ äîìîâ❀
t ✕ íîìåð ãîäà â ñðîêå ñòðîèòåëüñòâà✱ t = 1, T ✳

➶âîäèìûå íèæå âåëè÷èíû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ãîäó t✿
Xi ✕ êîëè÷åñòâî æèëüÿ i✲ãî âèäà✱ íåîáõîäèìîå äëÿ óâåëè÷åíèÿ æèëèùíîãî ôîíäà ✭èñêîìàÿ âå✲
ëè÷èíà â îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å✮ ✭â êâàäðàòíûõ ìåòðàõ✮❀
V ✕ ïëàíèðóåìûé ââîä æèëüÿ ✭â êâàäðàòíûõ ìåòðàõ✮❀
Ni ✕ êîëè÷åñòâî êâàðòèð i✲ãî âèäà✱ èìåþùèõñÿ â æèëèùíîì ôîíäå❀
Ui ✕ ïîòðåáíîñòü â æèëüå i✲ãî âèäà äîìîõîçÿéñòâàìè ✭â êâàðòèðàõ✮❀

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✷✷✷ ❮✳ ❮✳ Ø➴❐❰❒➴❮Ö➴➶➚

Si ✕ ñðåäíÿÿ ïëîùàäü æèëüÿ i✲ãî âèäà❀
C ✕ ñåáåñòîèìîñòü îäíîãî êâàäðàòíîãî ìåòðà æèëüÿ❀
Pi ✕ öåíà äëÿ ïîòðåáèòåëÿ ïðè ïîêóïêå îäíîãî êâàäðàòíîãî ìåòðà êâàðòèðû i✲ãî âèäà❀
β ✕ äîëÿ çàåìíûõ äåíåæíûõ ñðåäñòâ✱ âûäàííûõ áàíêîì çàñòðîéùèêàì äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ✱
0 < β 6 0, 9❀
r ✕ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ïî êðåäèòó äëÿ çàñòðîéùèêà❀
γ ✕ äîëÿ çàåìíûõ äåíåæíûõ ñðåäñòâ✱ âûäàííûõ áàíêîì íàñåëåíèþ äëÿ ïîêóïêè æèëüÿ✱ 0 < γ 6

0, 85❀
h ✕ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ïî èïîòåêå äëÿ íàñåëåíèÿ✳
❒íîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäàíî îãðàíè÷åíèåì íà êîëè÷åñòâî ñòðîÿùåãî æèëüÿ è óñëî✲

âèÿìè íåîòðèöàòåëüíîñòè✿
n
∑

i=1

Xi 6 V, Xi > 0.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé âåêòîð X = (X1, X2, . . . , Xn) èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé✱ ïðè
êîòîðîì çíà÷åíèå âåêòîðíîé ôóíêöèè F (X) âåêòîðíîãî àðãóìåíòà äîñòèãàåò ñâîåãî ýêñòðåìóìà
✭ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà✮✳

B(X) è S(X) óìíîæèì íà (−1), ÷òîáû ïåðåéòè â êðèòåðèÿõ îò çàäà÷è íà ìàêñèìóì ê çàäà÷å

íà ìèíèìóì✳ Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèè G(X) ê âèäó G(X) =
√

∑

n

i=1
(Ui −Xi)2, ÷òîáû âûðàçèòü åå

â òåõ æå åäèíèöàõ êàê è äðóãèå êðèòåðèè✳
➘ëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàëàñü àääèòèâíàÿ ñâåðòêà êðèòåðèåâ✿

w1(−B(X)) + w2(−S(X)) + w3N(X) + w4G(X) → min,

4
∑

i=1

wi = 1, 0 6 wi 6 1.

➮ñïîëüçîâàëñÿ ïàêåò ▼❙ ❊①ñ❡❧ ➽Ïîèñê ðåøåíèÿ➾✱ êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå äëÿ íåëè✲
íåéíûõ çàäà÷✳ ❰ïðåäåëåíû ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ✳ ❮àïðèìåð✱ ïðè äàí✲
íûõ r = 0, 07; β = 0, 6; γ = 0, 7; h = 0, 105; C = 39000; P = (75000; 68000; 6500; 60000);
S = (33; 54; 72; 90); U = (511796; 362342; 154796; 101466); N = (201252; 422897; 356074; 57676);
V = 1003756 è ïðåäïîëîæåíèè✱ ÷òî âñå ýêîíîìè÷åñêèå ñóáúåêòû èìåþ îäèíàêîâûå âåñîâûå êîýô✲
ôèöèåíòû wi = 0, 25 i = 1, 4 íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå X∗ = (494749; 332508; 119481; 57019).
➬íà÷åíèÿ êðèòåðèåâ íà îïòèìàëüíîì ïëàíå ðàâíûB(X∗) = 6855600843 ðóá✳✱ S(X∗) = 31757577549
ðóá✳✱ N(X∗) = 70638 ðóá✳✱ G(X∗) = 2587976366 ðóá✳
➘àííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò✱ ÷òî òàêîé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ àíàëî✲

ãè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷✳

ÑÏ➮Ñ❰✃ ❐➮Ò➴Ð➚ÒÓÐÛ

✶✳ ➶åðáèöêàÿ ➚✳ P✳✱ Õîðóíæèé ➶✳ ➚✳✱ Öàðüêîâà ❊✳ ➶✳ Ðåøåíèå ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è â ýêîíîìèêå
✴✴ ➹óìàíèòàðíûé íàó÷íûé âåñòíèê✳ ✷✵✷✵✳ ➑ ✹✳ Ñ✳ ✹✽✕✺✸✳

✷✳ Øåëîìåíöåâà ❮✳ ❮✳✱ ➹ðóøèíà ❰✳ ➶✳✱ ✃ðàñíîøòàíîâà Ò✳ ➚✳ ❒îäåëèðîâàíèå ñîãëàñîâàíèÿ èíòåðåñîâ
ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ â æèëèùíîì ñòðîèòåëüñòâå ✴✴ ❒èð íîâîé ýêîíîìèêè✳ ✷✵✷✸✳ ➑ ✶✳ Ñ✳ ✶✵✸✕✶✶✻✳

Øåëîìåíöåâà ❮àòàëüÿ ❮èêîëàåâíà
➮ðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ✭➮➹Ó✮
❊✲♠❛✐❧✿ ♥❛ts❤❡❧❅❜❦✳r✉



➘➮❮➚❒➮×➴Ñ✃➮➴ Ñ➮ÑÒ➴❒Û ➮ ✃❰❒ÏÜÞÒ➴Ð❮Û➴ ❮➚Ó✃➮✿

Ò➴❰Ð➮ß ➮ ÏÐ➮❐❰➷➴❮➮ß ✭❉❨❙❈ ✷✵✷✸✮

❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✷✷✸✕✷✷✹

Ó➘✃ ✺✺✶✳✺✵✾✳✸✾

◆❊❯❘❆▲ ◆❊❚❲❖❘❑ ❋❯❙■❖◆ ❖P❚■▼■❩❆❚■❖◆ ❋❖❘ P❍❖❚❖❱❖▲❚❆■❈

P❖❲❊❘ ❋❖❘❊❈❆❙❚■◆●

❝© ✷✵✷✸ ã✳ ▲■❯ ❙❖◆●✱ ❉✳ ◆✳ ❙■❉❖❘❖❱

➚ííîòàöèÿ✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❛s♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞

♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳❚❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❢✉s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ▲❙❚▼✱ ❘◆◆

❛♥❞ ❉❡♥s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ❚❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ tr❛✐♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t ❡❛❝❤ s❡❛s♦♥✱ t❤❡ ✜♥❛❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲

▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❡st❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ②❡❛rs ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛rt✐✜❝✐❛❧

❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ t❡st r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠♦❞❡❧ ❤❛s str♦♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥

❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ P♦✇❡r ❋♦r❡❝❛st✱ ▲❙❚▼✱ ❘◆◆✱ ❉❡♥s❡✱ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞ ✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✻✷▼✶✵

✶✳ ❉❛t❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✉s❡s t❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ♣♦✇❡r st❛t✐♦♥
✐♥ ❆✉str❛❧✐❛ ❢♦r ♦♥❡ ②❡❛r❬✺❪✳ ❉❛t❛ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❡✈❡r② ✺ ♠✐♥✉t❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ ♣♦✇❡r✱ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡✱ ❞✐✛✉s❡ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs✳❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡
♣r❡♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞❛t❛✱ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❜♦① ♣❧♦t t♦
✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✐s ♥♦t ✵ ❛t ♥♦♥✲s✉♥r✐s❡ t✐♠❡ ✭✷✷✲✻ ♦✬❝❧♦❝❦✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧
♦✉t♣✉t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐❞❡❛❧✱ ✇❡ s❡t t❤❡s❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s t♦ ✵✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡
❞❛t❛✱t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ✉s❡s s♣❧✐♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t♦ s✉♣♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳ ❆❢t❡r ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧ tr❛✐♥✐♥❣✳❙✐♥❝❡
t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❢❡❛t✉r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❤❡❛t ♠❛♣ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✐s ✵✳✾✽✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✵✳✹✻✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ✐s ✵✳✶✻✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ ✐rr❛❞✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤
♠♦❞❡❧ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❢♦✉r s❡❛s♦♥s ♦❢ s♣r✐♥❣✱ s✉♠♠❡r✱ ❛✉t✉♠♥ ❛♥❞ ✇✐♥t❡r
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❞❛t❡s ✐♥ ❆✉str❛❧✐❛✱ ❛♥❞ tr❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

✷✳ ▼♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝❤♦♦s❡s ▲❙❚▼✱ ❘◆◆✱ ❛♥❞ ❉❡♥s❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛s t❤❡ ❜❛s✐❝
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ♠♦st❧②
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❛s♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❛s♦♥s✱ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ②❡❛r✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✉s❡s t❤r❡❡
♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❛s♦♥ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❢♦r❡❝❛st ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❛s♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❛❜♦✈❡
♣♦✐♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✉s❡s t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞
♠❡t❤♦❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ✇❡✐❣❤t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ▲❙❚▼ ❧❛②❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✻✹ ♥❡✉r♦♥s✱ t❤❡ ❉❡♥s❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❘◆◆ ❧❛②❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡▲❯ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣

❚❤❡ ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❘✉ss✐❛♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❣r❛♥t ◆♦✳✷✷✲✷✾✲✵✶✻✶✾✳

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸
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❛♥ ▲✶ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✇❡✐❣❤t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜✉✐❧t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞ t♦
s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ✇❡✐❣❤t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳❆❢t❡r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❡❛❝❤ s❡❛s♦♥ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❞✐✈✐❞❡
t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❛s♦♥ ✐♥t♦ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t ❛♥❞ t❡st s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡✐r r❛t✐♦ ✐s ✽✵ ♣❡r❝❡♥t ❛♥❞ ✷✵ ♣❡r❝❡♥t✱✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣✱ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ r❛♥❞♦♠ s❡❛r❝❤ t♦
t✉♥❡ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❛s♦♥ ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳

yf = θlyl + θryr + θdyd.

yf ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧t✱ ❛♥❞θ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳

✸✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❛❧②s✐s✳ ❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ tr❛✐♥ ❢♦r❡❝❛sts ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❛s♦♥✱
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ❛❢t❡r
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ t❤r❡❡ ♠♦♥t❤s ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ②❡❛rs ❛s t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ s❡t✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ s❡✈❡r❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❛❞❞❡❞
♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❜r♦✉❣❤t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t s❤♦✇s
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧
♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✳❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡tr✐❝s✿ ▼❆❊✱ ▼❆P❊✱ ❘▼❙❊✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
r❡s✉❧ts✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❣♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❛t❛ s❡ts ✇✐t❤
❧❛r❣❡ ❞❛t❛ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳

❘▼❙❊ ▼❆P❊ ▼❆❊
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❉❡♥s❡ ✵✳✵✺✶✸✾ ✷✸✳✷✽✪ ✵✳✵✹✶✽✺
❘◆◆ ✵✳✵✺✺✹✶ ✷✷✳✶✻✪ ✵✳✵✸✽✶✹
❆❉❲▼ ✵✳✵✷✷✷✹ ✶✵✳✺✺✪ ✵✳✵✶✸✷✷

Table 1. Model error

✹✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ◆❡❧❞❡r✲▼❡❛❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■t ❢✉❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤
♠♦❞❡❧✱ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ❛♥❞ ❤❛s ❝❡rt❛✐♥ r♦❜✉st♥❡ss✳ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
✐s ❣r❡❛t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ r❡❣✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ s♦ t❤❡ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤✐❣❤❧②
r❡q✉✐r❡❞✳ ❋✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ✉s❡ ♠♦❞❡❧ ❢✉s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❛❞❛♣t
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ r❡❣✐♦♥s✳

▲✐✉ ❙♦♥❣
■r❦✉ts❦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②
❊✲♠❛✐❧✿ ✶✾✼✷✵✽✼✻✷✵qq❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠

❙✐❞♦r♦✈ ❉❡♥✐s ◆✐❦♦❧❛❡✈✐❝❤
■r❦✉ts❦ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②
❊✲♠❛✐❧✿ ❝♦♥t❛❝t✳❞♥s❅❣♠❛✐❧✳❝♦♠
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❒àòåðèàëû ✺✲é ❒åæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ✳ ✷✷✺✕✷✷✽

Ó➘✃ ✺✺✶✳✺✵✾✳✸✾
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➚ííîòàöèÿ✳ ■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❆❘■▼❆❳ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦ ❢♦r❡❝❛st ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r s♦❧❛r ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣♦✇❡r ❞❛t❛✳ ❋♦r❡❝❛st ✐♥t❡r✈❛❧ ♥♦t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

♣r❡❞✐❝t ❢✉t✉r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ❛t ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❢✉t✉r❡ ❞❛t❛

♠❛② ❢❛❧❧ ✇✐t❤✐♥✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❢♦r❡❝❛st r❡s✉❧ts ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡

t♦ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❛❧✉❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜✉✐❧t ♠♦❞❡❧ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❣✐✈✐♥❣

❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ t❡st ❞❛t❛✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ■♥t❡r✈❛❧✱ ❆❘■▼❆❳✱ P❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ P♦✇❡r✳

❆▼❙ ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ✻✷▼✶✵

✶✳ ❉❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♣♦✇❡r ❞❛t❛ ❢♦r t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ✉s ❢r♦♠ ❛♥ ❆✉str❛❧✐❛♥ ♣♦✇❡r st❛t✐♦♥ ❢♦r ✶ ②❡❛r ❬✷❪✱ ❞❛t❛ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❡✈❡r② ✺ ♠✐♥✉t❡s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s✿ ❛❝t✉❛❧ ♣♦✇❡r✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ❤✉♠✐❞✐t②✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✱
❞✐✛✉s❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ r❛✐♥❢❛❧❧ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✇❡❛t❤❡r ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛❢t❡r ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐s ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞
❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❞❡♣❡♥❞❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ❤✉♠✐❞✐t②✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❞✐✛✉s❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
r❛❞✐❛t✐♦♥✱ r❛✐♥❢❛❧❧ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✳ ▼♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳ ❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❢♦r❡❝❛st t✐♠❡ s❡r✐❡s
❞❛t❛ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❢♦r❡❝❛st❡❞✱ ❛♥ ❆❘■▼❆
♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❘ ✭❆✉t♦r❡❣r❡ss✐♦♥✮ ❛♥❞ ▼❆ ✭▼♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✮ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ■
✭■♥t❡❣r❛t❡❞✮ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ❬✶❪ ❬✹❪ ❬✼❪✳ ■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❆❘■▼❆❳
✭❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ ❊①♦❣❡♥♦✉s ❘❡❣r❡ss♦rs✮ ▼♦❞❡❧✿ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❆❘■▼❆❳ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ✉s❡s
t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✳ ■♥ t❤❡ ❆❘■▼❆❳ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❊①♦❣❡♥♦✉s ✭❳✮ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❬✻❪✱
✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❊①♦❣❡♥♦✉s ✭❳✮ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❡❛t❤❡r ✈❛❧✉❡s s✉❝❤ ❛s✿
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ❤✉♠✐❞✐t②✱ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❞✐✛✉s❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ r❛✐♥❢❛❧❧✳

✸✳ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✺❪✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

y✐♥t❡r✈❛❧ = ŷ ± zα

2

∗ σ

■♥ t❤❡r❡✿

y✐♥t❡r✈❛❧ ✲ ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡

ŷ ✲ ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧t

zα

2

✲ ◆♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❛❧✉❡

σ ✲ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❝© Ô➹➪❰Ó ➶❰ ➽➮➹Ó➾✱ ✷✵✷✸



✷✷✻ ❱❖ ❱❆◆ ❚❘❯❖◆●✱ ❉✳ ◆✳ ❙■❉❖❘❖❱

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❬✸❪✱ ❝❛❧❧❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ (ei) ✇✐t❤ n

❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡✿

σ =
√

1

n−2

∑

n

i=1
e2
i

❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❬✶❪ ❬✺❪✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛t ❛ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❛♥② ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ✇❡
❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧s ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❙♦ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ✈❡r② ♥❡❛r ♣❛st ♠✐❣❤t ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t st❡♣ t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ st❡♣ t✲✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♣❛st ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡s❡♥t✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❞❡❝r❡❛s❡✱ s♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
✐♥ t❤❡ ♣❛st t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐❧❧ s❧✐❞❡ ❢♦r✇❛r❞ ❜② ♦♥❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐❛❣r❛♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ st❡♣s✿

Ðèñ✳ ✶✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐❛❣r❛♠

✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✶✵✹✾✵✶ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥
✇❤✐❝❤ ✾✺✪ ♦❢ t❤❡ ♣❛st ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✺✪ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✉s❡❞
❢♦r t❡st✐♥❣✱ ✇✐t❤ ✶✺✵✵ t❤❡ ✜rst ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✸✼✹✺ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭❛❜♦✉t ✶✸ ❞❛②s✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♣r❡❞✐❝t ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧
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✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st r❛♥❣❡✱ ❜✉t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❧✐♥❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ❧✐♥❡✳
❚❤❡ ❢❛rt❤❡r t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♣♦✐♥t ✐s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✱ s♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❜❡
s♦❧✈❡❞ ✐s ❤♦✇ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ✐♥t❡r✈❛❧ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❢❛❧❧ ✇✐t❤✐♥ ❢♦r❡❝❛st r❛♥❣❡✱ ❜✉t t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ✐♥t❡r✈❛❧ ♠✉st ❜❡ ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ st✐❧❧ ❡♥s✉r❡
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st q✉❛❧✐t②
✇❤❡♥ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t t✐♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✐ss✉❡s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡✳
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