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Àííîòàöèÿ

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè � ïîçèöèîííûé ïðèíöèï
ìèíèìóìà � îáîáùàåòñÿ íà ãëàäêèå çàäà÷è ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿ-
ìè. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ îáùèé ìåòîä îïîðíûõ ìàæîðàíò, êîòîðûé êîí-
êðåòèçèðóåòñÿ äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íà áàçå ìåòîäà øòðàôíûõ îöåíîê Ïî-
ëÿêà (ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñ êâàäðàòè÷íûì øòðàôîì).
Íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåçóñëîâíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íå òðåáóåò ðåøå-
íèÿ: åñëè èññëåäóåìûé ïðîöåññ îïòèìàëåí â èñõîäíîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ,
òî ñïóñê ñ íåãî â áåçóñëîâíîé çàäà÷å íà äîïóñòèìóþ òðàåêòîðèþ ñ ïîìîùüþ
ïîçèöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà íåâîçìîæåí (ïðè ëþáîì âûáîðå ìíîæè-
òåëÿ Ëàãðàíæà è øòðàôíîãî ïàðàìåòðà). Íàðóøåíèå ýòîãî íåîáõîäèìîãî
óñëîâèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðåäúÿâëåíèåì óëó÷øàþùåãî ïðîöåññà (êîòîðûé
ìîæåò îêàçàòüñÿ ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì).
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1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à (P ):

ẋ = f(t, x, u), x(t0) = x0, (1)

u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1], (2)

gi
(
x(t1)

)
= 0, i = 1, k, (3)

J [σ] = g0

(
x(t1)

)
→ inf .

σ � ïàðû ôóíêöèé (x, u) ñ x ∈ AC, u ∈ U = L∞(T,U);

U ⊂ Rm � êîìïàêò;

f(t, x, u) íåïðåðûâíà, ãëàäêàÿ ïî x, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ïîäëèíåéíîãî ðîñòà;

âñå ôóíêöèè gi, i = 0, k ãëàäêèå;

Σ � ìíîæåñòâî ïàð, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (1), (2);

D ⊂ Σ � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð (ïðîöåññîâ) çàäà÷è (P).
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Ïîçèöèîííûé ïðèíöèï ìèíèìóìà (F-ÏÌ) äëÿ çàäà÷è (P0) áåç òåðìèíàëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè îïîðíûõ ìàæîðàíò ôóíê-
öèîíàëà � ñëàáî óáûâàþùèõ (u-ñòàáèëüíûõ) ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ
ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà�ßêîáè

ϕt(t, x) + min
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u) 6 0, ϕ(t1, x) = g0(x)− g0

(
x̄(t1)

)
. (4)

Ðåøåíèÿ ϕ íåðàâåíñòâà (4) ñ÷èòàþòñÿ ëèïøèöåâûìè, ãëàäêèìè ïî x ôóíê-
öèÿìè, îáðàçóþùèìè ïðîñòðàíñòâî F .
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè F-ÏÌ ïðè ôèêñèðîâàííîé ϕ ∈ F ââîäÿòñÿ:

ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå

Uϕ(t, x) = Argmin
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u); (5)

ìíîæåñòâî Vϕ åãî ñåëåêòîðîâ v(t, x) � ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé ïîòåí-
öèàëüíîãî ñïóñêà (â îáùåì ñëó÷àå ðàçðûâíûõ);

ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) ïðè u = v(t, x) ñ÷èòàåòñÿ ïó÷îê äâèæåíèé Êðà-
ñîâñêîãî�Ñóááîòèíà X (v), äîïîëíåííûé ðåøåíèÿìè Êàðàòåîäîðè (åñëè
òàêîâûå ñóùåñòâóþò).

=⇒ Îáùèé F-ÏÌ ñ íåëèíåéíîé ϕ � ýòî

Óñëîâèå N(ϕ).

Åñëè ïðîöåññ σ̄ = (x̄, ū) îïòèìàëåí â çàäà÷å (P0), òî òðàåêòîðèÿ x̄
îïòèìàëüíà â ñëåäóþùåé ϕ-ïðèñîåäèíåííîé çàäà÷å:

g0

(
x(t1)

)
→ min, x(·) ∈ X (v), v ∈ Vϕ.
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Óíèâåðñàëüíûé F-ÏÌ áàçèðóåòñÿ íà êâàçèëèíåéíîé ìàæîðàíòå

ϕψ(t, x) = g0(x)− g0

(
x̄(t)

)
+
(
ψ(t)−∇g0

(
x̄(t)

))
·
(
x− x̄(t)

)
+ r(t). (6)

Çäåñü ψ(·) � êîòðàåêòîðèÿ ïðîöåññà σ̄, ò.å. ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ψ̇ = −Hx

(
t, x̄(t), ψ, ū(t)

)
, ψ(t1) = g0x

(
x̄(t1)

)
,

ãäå H(t, x, ψ, u) = ψ · f(t, x, u), à ¾ïîïðàâêà¿ r(t) îáåñïå÷èâàåò ñëàáîå óáû-
âàíèå ôóíêöèè (6).

Óíèâåðñàëüíûé F-ÏÌ � óñëîâèå N(ψ) := N(ϕψ) � ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà çàäà÷è (P0), õîòÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â ðàìêàõ
ñîâïàäàþùèõ êîíñòðóêöèé.
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2. Îïîðíûå ìàæîðàíòû ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è óëó÷øåíèå

äîïóñòèìîé òî÷êè

Â ïðîñòðàíñòâå Z ðàññìîòðèì çàäà÷ó (A):

f(z)→ min, z ∈ D ⊂ Z,

ãäå f � êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ íà Z.
Ôóíêöèþ Φ(z), îïðåäåëåííóþ íà Z, íàçîâåì îïîðíîé ñâåðõó ê f â òî÷êå

z̄ ∈ Z, åñëè Φ(z̄) = f(z̄) è

f(z)− f(z̄) 6 Φ(z)− Φ(z̄), z ∈ Z.

Òàêóþ ôóíêöèþ Φ íàçîâåì îïîðíîé ìàæîðàíòîé f â òî÷êå z̄.
Ïîä çàäà÷åé óëó÷øåíèÿ òî÷êè z̄ â çàäà÷å (A) ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå òî÷êè
z∗ ∈ D ñî ñâîéñòâîì f(z∗) < f(z̄). (Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì z̄ íå äîëæíà áûòü
ðåøåíèåì (A).)

Ïðåäëîæåíèå 1

Ëþáàÿ òî÷êà z∗ ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó Φ(z∗) < Φ(z̄),
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è óëó÷øåíèÿ òî÷êè z̄ â çàäà÷å (A).
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ (MA):

Φ(z)→ min, z ∈ Z.

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 1 =⇒ èñõîäíóþ çàäà÷ó óëó÷øåíèÿ z̄ â çàäà÷å (ñïóñêà èç z̄
ïî f) ìîæíî çàìåíèòü çàäà÷åé ñïóñêà â çàäà÷å ñðàâíåíèÿ èç z̄ ïî ìàæîðàíòå
Φ, � åñëè äëÿ ýòîãî èìåþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ.
Â ñëó÷àå ðåàëèçóåìîñòè îïèñàííîé çàìåíû çàäà÷ ïîëó÷àåì

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå N(Φ)

Åñëè ñïóñê èç z̄ ïî Φ îêàçàëñÿ âîçìîæíûì, òî z̄ íå îïòèìàëüíà â çàäà÷å (A).
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Çàìå÷àíèÿ
1. Ïåðåõîä ê çàäà÷å ñðàâíåíèÿ � ýòî ñâîåîáðàçíûé ñïîñîá íåëîêàëüíîãî

âàðüèðîâàíèÿ òî÷êè z̄ â çàäà÷å (A).

2. Âñå ìîäèôèöèðîâàííûå è øòðàôíûå ëàãðàíæèàíû ïîðîæäàþò îïîð-
íûå ìàæîðàíòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññàõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïîë-
íîå îáîñíîâàíèå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ îáùåé òåîðèè ëîêàëüíîãî ìèíè-
ìóìà Ëåâèòèíà, Ìèëþòèíà, Îñìîëîâñêîãî [10] (äëÿ ÌÔË), èëè øòðà-
ôîâ ñî ñðåçêàìè öåëåâîé ôóíêöèè (ò.å. ïåðâîå ñëàãàåìîå áåðåòñÿ â âè-
äå f̄+(z) := max{f(z̄), f(z)}), ñëåäóÿ ïîäõîäó Àùåïêîâà, Êîíñòàíòèíî-
âà [1].
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3. Ïîçèöèîííûé ïðèíöèï ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (P )

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà F-ÏÌ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ÌÔË

Mλγ(x) = g0(x) + λ′g(x) +
γ

2
|g(x)|2, (7)

ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, g = (g1, ..., gk), γ > 0 � ïàðàìåòð øòðàôà è
| · | � åâêëèäîâà íîðìà.
Ïîëÿêîì [11] äîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷àõ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì â ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå ñíÿòèå îãðàíè÷åíèé ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè (7) ñîõðàíÿåò
íîðìàëüíûå òî÷êè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ñ êâàäðàòè÷íîé äîñòà-
òî÷íîñòüþ (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ γ è λ, áëèçêèõ èç óñëîâèÿ êðèòè÷íî-
ñòè). Íî äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî ôóíêöèÿ Mλγ îáëàäàåò îïîðíûì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî áåç òðóäà îáîñíîâûâàåòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ [11], ïåðåïèøåì ÌÔË Mλγ â ñëåäóþùåì âèäå

Mλγ(x) = f(x) +
γ

2
|g(x) + r|2 + ν,

ãäå

r = λ/γ,

ν = −λ2/2γ = −γ/2 · r2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Mλγ(x)−Mλγ(x̄) = f(x)− f(x̄) +
γ

2

(
|g(x+ r)|2 − |r|2

)
.

Åñëè ïðè íåêîòîðûõ x∗, λ, γ ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà îêàçàëàñü < 0, òî
è ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò < 0, ÷òî äàåò íåðàâåíñòâî

f(x∗)− f(x̄) <
γ

2

(
|r|+ |g(x∗ + r)|

)(
|r| − |g(x∗ + r)|

)
.

Íî åñëè äîïîëíèòåëüíî îêàçàëîñü, ÷òî x∗ äîïóñòèìà, òî îíà ðåøàåò çàäà÷ó
óëó÷øåíèÿ. Îòñþäà è èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò îïîðíîñòüMλγ

â òî÷êå x̄.
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=⇒ Ìû ìîæåì ïðèìåíèòü óíèâåðñàëüíûé F-ÏÌ ïî ñõåìå ï. 2 ê ëþáîé èç
çàäà÷ ñåìåéñòâà

Mλγ

(
x(t1)

)
→ min, σ ∈ Σ, (8)

âçÿâ Mλγ âìåñòî g0.
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Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ:

êîòðàåêòîðèÿ η(t) ïðîöåññà σ̄ çàäà÷è (8);

å¼ âîçìóùåíèå

p(t, x) := ∇xϕη(t, x) = η(t) +∇Mλγ(x)−∇Mλγ

(
x̄(t)

)
;

η-ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå

Uη(t, x) = Argmin
u∈U

p(t, x) · f(t, x, u), (t, x) ∈ T ×Rn;

ìíîæåñòâî åãî ñåëåêòîðîâ Vη è äâèæåíèé Êðàñîâñêîãî�Ñóááîòèíà
X (v), v ∈ Vη.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eη îáúåäèíåíèå âñåõ ïó÷êîâ äâèæåíèé ïî v ∈ Vη, à ÷åðåç
ETλγ � ìíîæåñòâî âñåõ äâèæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåðìèíàëüíûì îãðà-
íè÷åíèÿì (3) (ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò ñîäåðæàòü òðàåêòîðèè îâûïóêëåííîé
çàäà÷è (coP )).

Òåîðåìà 1

Åñëè σ̄ = (x̄, ū) � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å (P ), òî ïðè ëþáîì
âûáîðå λ ∈ Rk, è γ > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g0

(
x̄(t1)

)
6 g0

(
x(t1)

)
∀x ∈ ETλγ . (9)

Ñìûñë òåîðåìû ÿñåí: â å¼ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïóñê ñ σ̄ íà äîïóñòèìóþ òðàåê-
òîðèþ îâûïóêëåííîé çàäà÷è (coP ) ñ ïîìîùüþ ïîçèöèîííîãî ïðèíöèïà ìè-
íèìóìà íåâîçìîæåí (σ̄ ¾íå áðàêóåòñÿ¿). Â êîíòðïîçèòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà
óêàçàííûé ñïóñê îêàæåòñÿ âîçìîæíûì, ïðîöåññ σ̄ íå îïòèìàëåí, à ïîëó÷åí-
íàÿ òðàåêòîðèÿ ñïóñêà x∗(·) çàäàåò äîïóñòèìûé ïðîöåññ â çàäà÷å (coP ) (íà
åãî òåñòèðîâàíèè â îáùåì ñëó÷àå íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ).
Îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãèè âûáîðà ïàðàìåòðîâ λ, γ: λ ìîæåò íàñëåäîâàòüñÿ
èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, à γ � ñëåäîâàòü ðåêîìåíäàöèÿì ñòàòüè [11].
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4. Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1

ẋ = u, x(0) = 0, x(1) = 0, |u| 6 1, J [σ] =
1∫
0

[
x2 + (u2 − 1)2

]
dt→ inf .

Ýòî çíàìåíèòûé ïðèìåð Áîëüöà ñ îãðàíè÷åííûì óïðàâëåíèåì, â êîòîðîì
σ̄ = 0 äîïóñòèìàÿ ïàðà. Îíà íå îïòèìàëüíà â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà, íî ýòîò êðèòåðèé íå äà¼ò óëó÷øåííîé ïàðû.
Ââåäåì øòðàôíîé ëàãðàíæèàí J [σ]+λx(1)+ γ

2x
2(1) è ïðèìåíèì ê íåìó è σ̄

òåîðåìó 1. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî η ≡ λ, à ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå Uη(x)
íàõîäèòñÿ èç çàäà÷è:

(λ+ 2γxu)u+ (u2 − 1)2 → min, |u| 6 1.

Ìû äîñòèãíåì (â ïðåäåëå) ìèíèìóìà êàæäîãî ñëàãàåìîãî äàííîé ôóíêöèè,
åñëè ïîëîæèì λ = 0 è âûáåðåì ñåëåêòîð v(x) = −signx, êîãäà x 6= 0, è
v(0) = +1. Åãî ëîìàíûå Ýéëåðà ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê äâèæåíèþ x∗ ≡
0 � òðàåêòîðèè ñêîëüçÿùåãî ðåæèìà ñ îáîáùåííûì óïðàâëåíèåì 1/2 δ+1 +
1/2 δ−1. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ðàñøèðåííîé
âåðñèè ïðèìåðà Áîëüöà.
Â.À. Äûõòà (ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ) Ìåòîä îïîðíûõ ìàæîðàíò â çàäà÷àõ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè2024 15 / 77



Ïðèìåð 2

ẋ1 = (t− 1)u, ẋ2 = x1(u− 1), x(0) = (0, 0), x1(2) = 0, |u| 6 1,
J = x2(2)→ min.

Âûïèøåì óñëîâèÿ ÏÌÏ:

ψ̇1 = −ψ2(u− 1), ψ1(2) = λ, ψ̇2 = 0, ψ2(2) = λ0,

(λ0, λ) 6= 0, λ0 ∈ {0, 1},
(
ψ1(t− 1) + ψ2x1

)
u→ min, |u| 6 1,

ïðè òåðìèíàëüíîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L(x, λ0, λ) = λ0x2 + λx1.

Áóäåì èññëåäîâàòü ïðîöåññ σ̄ ñ ū ≡ 1, x̄1(t) = t2

2 − t, x̄2 ≡ 0, J [σ̄] = 0, äëÿ
êîòîðîãî λ0 = 1, à óñëîâèå ìèíèìóìà(

λ(t− 1) +
t2

2
− t
)
u→ min, |u| 6 1

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ū òîëüêî ïðè λ = 0, ïðè÷åì ñòðîãî íà èíòåðâàëå (0, 2).
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Ïðèìåíèì ê σ̄ F-ÏÌ ñ öåëåâûì ëàãðàíæèàíîì

Mγ(x) = x2(2) +
γ

2
x2

1(2)

ïðè ìíîæèòåëå λ = 0 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé. Òîãäà

η̇1 = −η2(u− 1), η̇2 = 0, η1(2) = γx̄1(2) = 0, η2 ≡ 1,

p(t, x) =

(
0
1

)
+

(
γx1

1

)
−
(

0
1

)
=

(
γx1

1

)
,

Uη :
(
γx1(t− 1) + x1

)
u→ min, |u| 6 1. (10)

Â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè ìíîãîçíà÷íîñòè x1(0) = 0 ìîæåì âûáðàòü

v(x1) = −1
∣∣O+(0) (îòëè÷íîå îò ū); òîãäà âäîëü äâèæåíèÿ x1(t; v) = − t

2

2 + t
ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ (ñì. (10)

g
(
t, x1(t; v)

)
= t
(
1− t

2

)(
1 + γt

)
> 0 ∀ t ∈ (0, 1).

Ïîýòîìó óïðàâëåíèå v = −1 íå èìååò ïåðåêëþ÷åíèé, è ìîæíî ïîëîæèòü

u0 ≡ −1, x0
1(t) = t− t2

2
, x0

2 =
t3

3
− t2.

Â.À. Äûõòà (ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ) Ìåòîä îïîðíûõ ìàæîðàíò â çàäà÷àõ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè2024 17 / 77



Äëÿ ýòîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà σ0 J [σ0] = − 4
3 < 0 = J [σ̄] è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïðîöåññ σ̄ íå îïòèìàëåí.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðîöåññ ñïóñêà σ0 îêàçàëñÿ ñòðîãîé ýêñòðåìàëüþ Ïîíò-
ðÿãèíà íà èíòåðâàëå (0, 2), íî èçâåñòíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ïîçèöèîííûå
âåðñèè Êðîòîâà è Ïîíòðÿãèíà) íå ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü åãî îïòèìàëüíîñòü.
À ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå ê σ0 F-ÏÌ íå ïðèâåëî ê åãî óëó÷øåíèþ � âíîâü
âûäàëî σ0. Èíòåðåñåí êîíå÷íûé âåðäèêò î ìèíèìàëè ïðèìåðà.
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5. Àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû

Ïîçèöèîííûå óñèëåíèÿ ìåòîäîâ Ïîíòðÿãèíà è Êðîòîâà ðåøåíèÿ
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû-àíòèïîäû îáúåäèíåíû èñïîëüçîâàíèåì îäíîòèïíî-
ãî ìåòîäà ïîçèöèîííîé ìèíèìèçàöèè áèïîçèöèîííîãî ëàãðàíæèàíà (äëÿ
ÏÌÏ) è ëàãðàíæèàíà Êðîòîâà.

Èòîãîâûå ìåòîäû íîñÿò àíàëèòè÷åñêèé õàðàêòåð (íå ñîäåðæàò èòåðàöèîí-
íûõ ïðîöåäóð) è ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîäåëü-
íûõ çàäà÷.
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Òðàäèöèîííûé ïîäõîä Êðîòîâà äëÿ çàäà÷è (PC) ñ òåðìèíàëüíûì
îãðàíè÷åíèåì x(t1) ∈ C, C çàìêíóòî â Rn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ+ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé ϕ : T ×Rn → R êëàññà F ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó:

R[ϕ](t, x, u) := ϕt(t, x) + ϕx(t, x) · f(t, x, u) > 0 (11)

∀(t, x, u) ∈ T ×Rn × U,

èëè ýêâèâàëåíòíîìó íåðàâåíñòâó Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

P [ϕ](t, x) := ϕt(t, x) + min
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u) > 0 (12)

∀(t, x) ∈ T ×Rn.
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Äëÿ ëþáîé ϕ ∈ Φ+ îïðåäåëèì êîíñòàíòó

η(ϕ) = inf{g0(x)− ϕ(t1, x) | x ∈ C, ϕ(t1, x) > ϕ(t0, x0)}. (13)

Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

J [σ] > η(ϕ) + ϕ(t0, x0) ∀σ ∈ Σ. (14)

Åñëè Ω � ëþáîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Φ+, òî èç (14) ñëåäóåò, ÷òî

min J(PC) > sup
ϕ∈Ω

[η(ϕ) + ϕ(t0, x0)] =: V (Ω). (15)

Òåîðåìà 2

(à) Äëÿ îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà σ̄ â çàäà÷å (PC) äîñòàòî÷íî ðàâåíñòâà

J [σ̄] = V (Ω).

(á) Ïóñòü ìíîæåñòâî f(t, x, U) âûïóêëî íà T ×Rn. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé Ω ⊂ Φ+ òàêîå, ÷òî

min J(PC) = V (Ω). (16)
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Òåîðåìà 2 îñëàáëÿåò êðèòåðèé èç ðàáîòû [14] (íåðàâåíñòâî Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè (12) ðàññìàòðèâàåòñÿ çäåñü áåç êðàåâîãî óñëîâèÿ). Äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìû 2 èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû Êëàðêà è Íîóð [15] î íåãëàäêîé äâîé-
ñòâåííîñòè â îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè.

Òåîðåìà 2 íåâåðíà äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà Ω = {ϕ} äàæå åñëè
ðàñøèðèòü êëàññ F äî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç îáçîðà [20] ¾ÿâëÿåòñÿ êóëüìèíàöèåé ìíîãîëåòíèõ
óñèëèé ïî îáîñíîâàíèþ ìåòîäà¿.

Òåîðåìà 3.

Äëÿ îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà σ̄ â íîðìàëüíîé çàäà÷å (PC) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå ëèïøèöåâîé K-ôóíêöèè.

Íîðìàëüíîñòü (PC) ∼ σ̄ è âñå îïòèìàëüíûå ïðîöåññû çàäà÷è íîðìàëüíû.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîçèöèîííîé âåðñèè Êðîòîâà Òåîðå-
ìà 3 íåâåðíà â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè (à â ÷àñòè äîñòàòî÷íîñòè ñëèøêîì
ãðóáà).
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Ïîçèöèîííàÿ âåðñèÿ ìåòîäà Êðîòîâà è óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé

îïòèìàëüíîñòè

Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Áîëüöà (PB) ñ ôóíêöèîíàëîì

J = l
(
x(t1)

)
+

∫
T

F
(
t, x(t), u(t)

)
dt è îãðàíè÷åíèåì x(t1) ∈ C,

ãäå l, F íåïðåðûâíû è ãëàäêèå ïî x, C çàìêíóòî.

1. Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ϕ ∈ F è îáðàçóåì êðîòîâñêèé ëàãðàíæèàí

Kϕ
[
x(·), u(·)

]
= J

[
x(·), u(·)

]
− ϕ

(
t, x(t)

)∣∣∣t1
t0

+

∫
T

ϕ̇
(
t, x(t), u(t)

)
dt =

= l
(
x(t1)

)
− ϕ

(
t1, x(t1)

)
+

∫
T

[
ϕ̇
(
t, x(t), u(t)

)
+ F

(
t, x(t), u(t)

)]
dt+ ϕ(t0, x0).

Î÷åâèäíî, ÷òî Kϕ = J íà ìíîæåñòâå D.
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2. Çàäà÷à Kϕ[σ] −→ inf, σ ∈ D ¾ðàñùåïëÿåòñÿ¿

A) íà çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà â Kϕ, ò.å.

Rϕ(t, x, u)→ min, x ∈ Rn, u ∈ U ∀t ∈ T ; (17)

B) íà çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè òåðìèíàíòà â Kϕ, ò.å.

Gϕ(x) := l(x)− ϕ(t1, x)→ min, x ∈ Eϕ, (18)

ãäå Eϕ = {x | x ∈ C, ϕ(t1, x)− ϕ(t0, x0) > 0}.
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3. Çàäà÷à A), à òî÷íåå, çàäà÷à Kϕ → min, σ ∈ D, ðåøàåòñÿ ïîçèöè-
îííî (ïî ñõåìå F-ÏÌ):
íàõîäèòñÿ îòîáðàæåíèå

Uϕ(t, x) = Argmin
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u),

êîòîðîå çàäà¼ò ìíîæåñòâî ñâîèõ ñåëåêòîðîâ Vϕ ñ ïîçèöèîííûìè ñòðàòåãè-
ÿìè

v(t, x) ∈ Uϕ(t, x)

è ïó÷êàìè äâèæåíèé X (v) ∀ v ∈ Vϕ.

Ïóñòü âûáðàí áîðåëåâñêèé ñåëåêòîð v̄(t, x) ∈ Vϕ: ñèñòåìà

ẋ = f
(
t, x, v(t, x)

)
, x(t0) = x0

èìååò ðåøåíèå Êàðàòåîäîðè x̄(t) íà T ñ óïðàâëåíèåì ū(t) = v̄
(
t, x̄(t)

)
êëàññà

U . Òåïåðü ìû èìååì íåêîòîðóþ ïàðó (x̄(t), ū(t)) ∈ D.

Ïîëîæèì Rϕ
(
t, x̄(t), ū(t)

)
= µ(t) íà T.

Åñëè µ(t) = 0 ï.â. íà T , òî ϕ ∈ Φ+ è ïàðà (x̄, ū) � ðåøåíèå çàäà÷è A).
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Åñëè æå µ(t) 6= 0, òî ïåðåéäåì ê ¾íîðìèðîâàííîé¿ ôóíêöèè

ϕ1(t, x) = ϕ(t, x)−
t∫

t0

µ(s)ds ∈ Φ+,

äëÿ êîòîðîé

Rϕ
1(
t, x̄(t), ū(t)

)
= 0 ï.â. íà T,

ò.å. (x̄, ū) � ðåøåíèå çàäà÷è A), íî äëÿ íîðìèðîâàííîé ϕ1.

Âàæíî, ÷òî íîðìèðîâêà íå ìåíÿåò ýêñòðåìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, ò.å.

Uϕ = Uϕ1 .
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4. Ðåøàåì òåðìèíàëüíóþ çàäà÷ó B) ñ íîðìèðîâàííîé ϕ1 (ýòî îá-
ùèé ñëó÷àé):

Gϕ
1

(x) = l(x)− ϕ1(t1, x)→ min, x ∈ Eϕ
1

(ñ íåðàâåíñòâîì ϕ1(t1, x)− ϕ1(t0, x0) > 0).

Åñëè minGϕ
1

(x) = 0 è äîñòèãàåòñÿ ïðè x̄(t1), òî ïàðà (x̄, ū)
ãëîáàëüíî îïòèìàëüíà, ïðè÷åì

J
[
x̄(·), ū(·)

]
= ϕ1(t0, x0)

(
= min(PB)

)
.
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Åñëè æå minGϕ
1

(x) = m 6= 0, òî âûâîä îá îïòèìàëüíîñòè σ̄
îñòàåòñÿ, íî äëÿ ¾ëàêîíè÷íîé¿ ôîðìóëû çíà÷åíèÿ çàäà÷è äåëàåì
âòîðóþ íîðìèðîâêó, ïîëàãàÿ ϕ2(t, x) = ϕ1(t, x) +m. Òîãäà

min(PB) = ϕ2(t0, x0),

÷òî ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì äëÿ ïðîâåðî÷íûõ ôóíêöèé Êàðàòåîäîðè.

Òàêèì îáðàçîì, â òåðìèíàëüíîé çàäà÷å B) ïðîâåðÿåòñÿ äîñòèæåíèå ìèíè-
ìóìà â òî÷êå x̄(t1). Åñëè îíî íàðóøåíî, òî ϕ íå ðàçðåøàþùàÿ.

Íà îáùèé ñëó÷àé ðàçðûâíîé ñòðàòåãèè îïèñàííàÿ ñõåìà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ñ åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè.
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Çàìå÷àíèÿ

1) Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äåëàòü íîðìèðîâêè íå îáÿçàòåëüíî, ò.ê.
ýêñòðåìàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ïðè ýòîì íå ìåíÿþòñÿ. Íî äëÿ
òåîðåòè÷åñêîãî ñðàâíåíèÿ ñ àëüòåðíàòèâíûìè îòâåòàìè êàíîíè÷åñêèå
ôîðìóëèðîâêè ïîëåçíû.

2) Â çàäà÷àõ A), B) ìèíèìóìû ïî x åñòåñòâåííî áðàòü ïî íåêîòîðîìó
àïðèîðíî çàäàííîìó ìíîæåñòâó äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé Q(t) ⊇ R(t)
(= ìíîæåñòâó äîñòèæèìîñòè èëè óïðàâëÿåìîñòè).
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Ïðèìåð 3 (Vinter*) ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ íîðìàëüíîñòè.

ẋ1 = u, ẋ2 = 2x1u, x(0) = (0, 0), x2(1) = 0, |u| 6 1, J = x1(1)→ min.

Ïî óòâåðæäåíèþ àâòîðà â ýòîì ïðèìåðå x̄ ≡ 0 � åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ
è, ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ. Íî ëèïøèöåâîé K-ôóíêöèè íå
ñóùåñòâóåò.

Çäåñü òåðìèíàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

l = λ0x1 + λx2

è óñëîâèÿ ÏÌÏ: ψ̇1 = −2u, ψ1(1) = λ0, ψ2 ≡ λ ∈ R,
(
ψ1(t) + λx1

)
u→ min.

Îòñþäà äëÿ x̄ ≡ 0 ïîëó÷àåì λ0u → min =⇒ λ0 = 0, ò.ê. âñå ïîñòîÿííûå
óïðàâëåíèÿ ãåíåðèðóþò x̄. Èìååì áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî àíîðìàëü-
íûõ ýêñòðåìàëåé.

*Vinter R. B. Dynamic programming for optimal control problems with terminal
constraints // Lecture Notes in Math. � 1985. � Vol. 1119. � Pp. 190�202.
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ w = x2− x2
1 � ïåðâûé èíòåãðàë óïðàâëÿåìîé ñèñòå-

ìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ẇ(x) ≡ 0 =⇒ w ñèëüíî ìîíîòîííà â ëþáîì ñìûñëå, è
ìû âîçüìåì ϕ = w. Òîãäà:

Rϕ(x, u) = ẇ(x) ≡ 0 =⇒ å¼ min åñòü ∀
(
x(·), u(·)

)
∈ D,

Gϕ(x) = x1 − x2 + x2
1 èìååò min â òî÷êå x̄1 = 0

íà ìíîæåñòâå Eϕ : x2 = 0, x2 = x2
1.

=⇒ Âñå ïàðû
(
x̄, u(·) ∈ U

)
îïòèìàëüíû.

Òàêèì îáðàçîì, ãëàäêàÿ íåëèíåéíàÿ ϕ = w îêàçàëàñü ãëîáàëüíî ðàçðåøà-
þùåé ôóíêöèåé Êðîòîâà (äëÿ óêàçàííûõ ïàð), à òàêæå ïðîâåðî÷íîé ïî
Êàðàòåîäîðè.

Ýòî îïðîâåðãàåò Òåîðåìó Êëàðêà-Âèíòåðà.
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Èíòåðåñíî, ÷òî x̄ ≡ 0 � íå åäèíñòâåííàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ,
ïðè÷åì óñòàíàâëèâàåòñÿ ýòî ñ ëèíåéíîé K-ôóíêöèåé ϕ(t, x) = 〈ψ(t), x〉.
Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ϕ(t, x) = x1 + λx2 ïðè λ0 = 1.

Òîãäà min
|u|61

ϕ̇(t, x, u) = −|1 + 2λx1|
(

= P (x); ñì. (12)
)
.

Ýòà âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïî x1 íà ãðàíèöå ìíîæåñòâ
äîñòèæèìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè óðàâíåíèÿ

ẋ1 = u, x1(0) = 0, x1(1) = 0, (ò.ê. min
D

J = 0 !), |u| 6 1,

ò.å. íà îòðåçêàõ ïðÿìûõ x1
1 = t, x2

1 = 1 − t (x3
1 = 0 äàåò óæå íàéäåííûå

ýêñòðåìàëè ñ x̄).

 

𝑡 

𝑥1
2

 

1 1
2ൗ  

𝑥1
1

 

0 

𝑥0(𝑡) 

𝑥1  

Ðèñ. 1

Ïåðåñå÷åíèå x1
1, x

2
1 îáðàçóþò

äîïóñòèìóþ òðàåêòîðèþ x0(t) ñ
ðåëåéíûì óïðàâëåíèåì
u0(t) = χ[0,1/2) − χ[1/2,1]

(χA � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà A).
Ïàðà

(
x0(t), u0(t)

)
ãëîáàëüíî

îïòèìàëüíà, âìåñòå ñ σ∗ = −σ0.
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Çàìå÷àíèå.

Èñïîëüçîâàíèå âîãíóòîñòè P (x) ðàöèîíàëüíî. Íî åãî ìîæíî çàìåíèòü
ÿâíûì èñïîëüçîâàíèåì ýêñòðåìàëüíîé ñòðàòåãèè

v(x1) = −sign (1 + 2λx1)

ñ ïîäáîðîì ìíîæèòåëÿ λ èç ôèíàëüíîãî óñëîâèÿ x1(1) = 0. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî λ = −1.

Òàêèì îáðàçîì, äâà ðåøåíèÿ ïðèìåðà ñ ðàçíûìè K-ôóíêöèÿìè îïðî-
âåðãàþò òåîðåìó Êëàðêà-Âèíòåðà. Ýòî äîâîëüíî íåîæèäàííûé ôàêò: ïî
îáùåïðèíÿòîé êîíöåïöèè ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ Êðîòîâà ÿâëÿåòñÿ àòðè-
áóòîì çàäà÷è, à íå êàêîãî-ëèáî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
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Ïðèìåð 4 ñ áåñ÷èñëåííûì ìíîæåñòâîì ýêñòðåìàëåé ïîñòðîåí
Êðîòîâûì [16, ñ. 55-57]:

ẋ = u, x(−1) = x(1) = 0, |u| 6 1, J = −
∫
T

tx2dt→ min.

 

x 

t 

+1 

+1 

-1 

-1 τ (1) 

(2) 

(3) 

Ðèñ. 2. Ñõåìà ïåðâîãî ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëåé â ïðèìåðå 4; âòîðîå
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè âðåìåíè
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Ïðèìåð 4 ñ áåñ÷èñëåííûì ìíîæåñòâîì ýêñòðåìàëåé ïîñòðîåí
Êðîòîâûì [16, ñ. 55-57]:

ẋ = u, x(−1) = x(1) = 0, |u| 6 1, J = −
∫
T

tx2dt→ min.

Ïðèìåíèì ôîðìàëèçì Êðîòîâà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àäàïòàöèåé.
Çàäàäèìñÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé

ϕ(t, x) = ψ(t)x+
1

2
S(t)x2, S(·) ∈ AC,

è îáðàçóåì êðîòîâñêèé ëàãðàíæèàí

Kϕ
[
x(·), u(·)

]
= J

[
x(·), u(·)

]
− ϕ

(
t, x(t)

)∣∣∣t1
t0

+

+

∫
T

ϕ̇
(
t, x(t), u(t)

)
dt =

∫
T

(
ψ(t)u(t) + S(t)x(t)u(t)

)
dt,

åñëè ïîëîæèòü
S(t) = c− t2, c ∈ R � ïàðàìåòð,

÷òîáû èñêëþ÷èòü x2 â Kϕ.
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Â èòîãå ïîëó÷èì çàäà÷ó:

Kϕ[σ] =

∫
T

(
ψ(t)u+ (c− t2)xu

)
dt→ min, σ ∈ D, (19)

ïðè÷åì Kϕ = J íà ìíîæåñòâå D, è èíòåãðàíò â (19) � ýòî â òî÷íîñòè
ϕ̇(t, x, u).

=⇒ min
|u|61

ϕ̇(t, x, u) = −|ψ(t) + (c− t2)x| (20)

� âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ îò x, çàäàþùàÿ ýêñòðåìàëüíóþ ñòðàòåãèþ, è ìèíè-

ìóì êîòîðîé ïî x äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöàõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è

óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû

ẋ = u, |u| 6 1 ñ íà÷àëîì â (τ, 0) è êîíöîì (1, 0).

Çäåñü τ � ïðàâûé êîíåö îòðåçêà [−1, τ ] ñ x = 0, ñ êîòîðîãî íà÷èíàþòñÿ âñå
ýêñòðåìàëè (ýòî =⇒ èç ÏÌ).
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Êóðñèâîì âûäåëåí âûâîä, êîòîðûé çàäàåò ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîãî ïðî-
öåññà σ0 ñ òðàåêòîðèåé x0 â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè x > 0 è ñèììåòðè÷íîå
ðåøåíèå σ∗ ñ x∗ = −x0. Ýòè ïðîöåññû îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî êîíêðå-
òèçàöèè ïàðàìåòðîâ τ ∈ (−1, 0), c ∈ R èç âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè. Îñòàëüíûå (íå îïòèìàëüíûå) ýêñòðåìàëè îòñåèâàþòñÿ ïîëó÷åííûì
âûâîäîì, à îïòèìàëüíîñòü σ0 è σ∗ íåòðóäíî îáîñíîâàòü.

Äàëåå (â ïðèìåðå 7) ðåøåíèå áóäåò ïîëó÷åíî äðóãèì ìåòîäîì.
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Îòìåòèì êðàòêî åù¼ îäíî òåõíîëîãè÷åñêîå íîâøåñòâî � ïîñòðîåíèå ðàç-
ðåøàþùåé ôóíêöèè ϕ è îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè v(t, x) èç äâóõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ (â äâà ýòàïà):

1) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ïîçèöèé Q1 ⊂ [t0, τ ] × Rn íàõîäÿòñÿ ôóíê-
öèÿ ϕ1(t, x), ϕ1-ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå Uϕ1

(t, x) è îòðåçîê äâè-
æåíèÿ x1(t), ãèïîòåòè÷åñêè íàöåëåííûå íà áåçóñëîâíóþ ìèíèìèçàöèþ
g0

(
x(t1)

)
;

2) íà ìíîæåñòâå Q2 ⊂ [τ, t1] × Rn íàõîäÿòñÿ ϕ2(t, x), ϕ2-ýêñòðåìàëüíîå
îòîáðàæåíèå è äâèæåíèå x2(t) ñ öåëåâîãî ìíîæåñòâà C (èç ìíîæåñòâà
óïðàâëÿåìîñòè), íåïðåðûâíî ñòûêóþùååñÿ ñ x1(t).

Ñîñòàâíîé íàáîð ϕ = (ϕ1, ϕ2), x(t) =
(
x1(t), x2(t)

)
ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
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Ïðèìåð 5 (Äûõòà, Ãóðìàí [14, ñ. 92, 93]) ñ áåñ÷èñëåííûì
ìíîæåñòâîì ýêñòðåìàëåé.

ẋ = u, x(0) = x(3π) = 0, |u| 6 1, J =

∫
T

cosx(t)dt→ min, T = [0, 3π].

Òðàåêòîðèè ýêñòðåìàëåé � ëîìàíûå, íàêàïëèâàþùèåñÿ âäîëü îñè t � òðà-
åêòîðèè îñîáîãî ðåæèìà.

3𝜋2𝜋𝜋

−𝜋 

𝜋

𝑡

0

𝑥

1

Ðèñ. 3

Îñîáåííîñòü ïðèìåðà � íàëè÷èå
äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ìàãèñòðàëåé
x = ±π ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì
çíà÷åíèåì èíòåãðàíòà

cos(±π) = −1.
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Ïîëîæèì ϕ(x) = cosx. Òîãäà

ϕ̇(x, u) = −u sinx, min
|u|61

ϕ̇(x, u) = −| sinx| < 0,

Uϕ(x) = {v(x)}, v(x) =

 1, sinx > 0,
−1, sinx < 0,
[−1, 1], sinx = 0.

(21)

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñ v(x).
Â ìîìåíò t = 0 sinx0 = sin 0 = 0 è ìû èìååì ìíîãîçíà÷íîñòü. Âûáåðåì
(íàóãàä) v(x) = 1 â O+(0). Òîãäà x(t) = t è sin t > 0 äî ìîìåíòà τ = π
âûõîäà íà ìàãèñòðàëü x = π. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âûáîð v(x) = ±1 â O+(π)
ïðîòèâîðå÷èò ñòðàòåãèè (21). Îñòàåòñÿ òîëüêî äâèæåíèå ïî ìàãèñòðàëè ñ
óïðàâëåíèåì u = 0 ïðè ñîõðàíåíèè ðàâåíñòâà sinx = sinπ = 0 äëÿ ôóíêöèè
ïåðåêëþ÷åíèÿ.
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Íî äâèæåíèå ïî ìàãèñòðàëè ïðèä¼òñÿ ïðåêðàòèòü â ìîìåíò τ ′ = 2π, ÷òîáû
ïðèäòè â öåëü x(3π) = 0 ïî òðàåêòîðèè x(t) = 3π−t. Âûáîð τ ′ íå ñëó÷àåí: îí
ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó âðåìåíè äâèæåíèÿ ïî ìàãèñòðàëè.
Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè òðåõçâåííóþ ëîìàíóþ x̄(t) (ïîä íîìåðîì 1 íà ðèñ. 3)
ñ ðåëåéíûì óïðàâëåíèåì ū(t):

 

−1 0 1 

3𝜋 2𝜋 𝜋 
𝑡 

0 

Ïàðà (x̄, ū) îïòèìàëüíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîçèöèîííîé ñõåìîé Êðîòîâà. Â
ñèëó ñèììåòðèè ïðèìåðà îïòèìàëüíà è ïàðà (x0, u0) = −(x̄, ū) (ñì. ðèñ. 3):

3𝜋2𝜋𝜋

−𝜋 

𝜋

𝑡

0

𝑥

1

Ðèñ. 3

Ïðèâåäåííîå ðåøåíèå çíà÷èòåëüíî ïðîùå è êîðî÷å òðàäèöèîííîãî [14], ñî-
ñòîÿùåãî èç òðåõ ýòàïîâ íà ñòð. 92, 93, 130-132 ñ ïðèâëå÷åíèåì óñëîâèÿ òèïà
ßêîáè.
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Ïîçèöèîííûé ìåòîä Ïîíòðÿãèíà

áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè áèïîçèöèîííûõ ôóíêöèé

S(t, x, ψ) : T ×Rn ×Rn → R,

îïðåäåëåííûõ íà òðàåêòîðèÿõ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû

ẋ = Hψ(t, x, ψ, u), ψ̇ = −Hx(t, x, ψ, u), u ∈ U. (22)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè S ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå, ãëàäêèå ïî x, ψ.
Ïóñòü Fb � êëàññ òàêèõ ôóíêöèé.
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Áîëüöà (Pb) ñ îãðàíè÷åíèÿìè (êàê è âûøå)

x(t0) = x0, x(t1) ∈ C (23)

äëÿ ôàçîâîé ñèñòåìû â (22), íî (â îòëè÷èå îò (PB)) ñ ãëàäêî çàäàííûì
öåëåâûì ìíîæåñòâîì

C = {x | κ1(x), . . . ,κd(x) 6 0, g1(x), . . . , gk(x) = 0} .
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Òîãäà äëÿ êîòðàåêòîðèé ψ(·) ñèñòåìû (22) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
òðàíñâåðñàëüíîñòè (âûòåêàþùåå èõ ÏÌÏ):{

ψ(t1) = Lx
(
x(t1), µ

)
, µ = (λ0, α, β) 6= 0,

λ0 ∈ {0, 1}, α ∈ Rd+, β ∈ Rk, 〈α,κ
(
x(t1)

)
〉 = 0.

(24)

Çäåñü L(x, µ) = λ0l(x) + 〈α,κ(x)〉 + 〈β, g(x)〉 � òåðìèíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ìíîæåñòâî òðîåê ôóíêöèé γ =
(
x(t), ψ(t), u(t)

)
, ñâÿçàí-

íûõ íà îòðåçêå T = [t0, t1] ñèñòåìîé óñëîâèé (22)�(24).
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Äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè S ∈ Fb îïðåäåëèì áèïîçèöèîííûé
ëàãðàíæèàí

KS [γ] = l
(
x(t1)

)
− S

(
t, x(t), ψ(t)

)∣∣∣t1
t0

+

+

∫
T

[
Ṡ
(
t, x(t), ψ(t), u(t)

)
+ F

(
t, x(t), u(t)

)]
dt, (25)

ãäå Ṡ(t, x, ψ, u) � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè S(t, x, ψ) â ñèëó êàíîíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû (22).

Ìíîæåñòâî D çàäà÷è (Pb) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â Γ è ïðè
ýòîì âëîæåíèè J [σ] = KS [γ], òàê ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

inf
D
J [σ] = inf

Γ
KS [γ]

(
∀S ∈ Fb

)
. (26)
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Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ (KS ,Γ):

KS [γ]→ inf, γ ∈ Γ. (27)

Ïîñêîëüêó ñèòóàöèÿ çäåñü âïîëíå àíàëîãè÷íà ïîçèöèîííîìó ôîðìàëèçìó
Êðîòîâà, òî çàäà÷ó ñðàâíåíèÿ (27) áóäåì ðåøàòü ïîçèöèîííî. Ïðàâäà, â
ýòîé çàäà÷å òðàåêòîðèè ñòàðòóþò ñ ðàçíûõ êîíöîâ îòðåçêà T , íî ñâÿçàííûå
ñ ýòèì òðóäíîñòè íåîáõîäèìî ïàðèðîâàòü óäà÷íûì âûáîðîì ôóíêöèè S.
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Ââåäåì H-ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå

UH(t, x, ψ) = Argmin
u∈U

H(t, x, ψ, u),

H(t, x, ψ, u) = ψ · f(t, x, u) + F (t, x, u)

è ìíîæåñòâî òðîåê ôóíêöèé ΓH ∈ Γ, óïðàâëåíèå â êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ìèíèìóìà

u(t) ∈ UH
(
t, x(t), ψ(t)

)
ï.â. íà T.

Ýëåìåíòû γ ∈ ΓH íàçûâàþò áèýêñòðåìàëÿìè çàäà÷è, ïàðû èõ êîìïîíåíò(
x(t), u(t)

)
∈ D � ýêñòðåìàëÿìè, à êîìïîíåíòû ψ(t) � êîýêñòðåìàëÿìè

çàäà÷è.
Â àâòîíîìíîé çàäà÷å ïîëåçíî äîïîëíèòü ýòè óñëîâèÿ ðàâåíñòâîì

H = c = const

âäîëü áèýêñòðåìàëè, êîòîðîå âåñüìà èíôîðìàòèâíî.
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Ââåäåì ôóíêöèè RS , GS , îáðàçóþùèå ëàãðàíæèàí KS (ñì. (25)):{
RS(t, x, ψ, u) = Ṡ(t, x, ψ, u) + F (t, x, u),
GS(q) = l(x1)− S(t1, x1, ψ1) + S(t0, x0, ψ),

(28)

ãäå q :=
(
x1 = x(t1), ψ0 = ψ(t0), ψ1 = ψ(t1)

)
� êîíöåâîé íàáîð ðåøåíèé

êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû; íàáîð q äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèþ q ∈ Q,
âêëþ÷àþùåìó âñå óñëîâèÿ íà êîìïîíåíòû q.

Ïîñðåäñòâîì ýòèõ ôóíêöèé çàäà÷à (27) íà min KS ïðè σ ∈ D ¾ðàñùåïëÿ-
åòñÿ¿ íà äâå ïîäçàäà÷è.
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Îïèøåì ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è (Pb) ïðè ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè S ∈
Fb.

1) Ââåäåì S-ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå (ñì. (25))

US(t, x, ψ) = Argmin
u∈U

RS(t, x, ψ, u) (29)

è ìíîæåñòâî WS åãî ñåëåêòîðîâ w(t, x, ψ) � áèïîçèöèîííûõ óïðàâëå-
íèé.

2) Âûáåðåì ñåëåêòîð w(t, x, ψ) ∈ WS è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå åìó
ïîøàãîâûå äâèæåíèÿ

(
x∆(t), ψ∆(t)

)
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Îïðåäåëèì

èõ ðàâíîìåðíûå ïðåäåëû � ïó÷îê äâèæåíèé Êðàñîâñêîãî-Ñóááîòèíà

Sol(w) =
{(
x(·), ψ(·)

)}
(30)

� ðåøåíèé îâûïóêëåííîé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû.
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Ýòîò øàã � ðåøåíèå çàäà÷è íà ìèíèìóì èíòåãðàëà â ëàãðàíæèàíå
KS .

3) Ïåðåõîäèì ê çàäà÷å íà ìèíèìóì òåðìèíàíòà â KS (ñì. (28)):

GS(q)→ min, q ∈ Q. (31)

Â.À. Äûõòà (ÈÄÑÒÓ ÑÎ ÐÀÍ) Ìåòîä îïîðíûõ ìàæîðàíò â çàäà÷àõ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè2024 50 / 77



4) Åñëè íà íåêîòîðîì äâèæåíèè
(
x̄(t), ψ̄(t)

)
∈ Sol(w) ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì

â äâóõ óêàçàííûõ çàäà÷àõ, òî x̄(·) � îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ çàäà÷è
(Pb) � â ñëó÷àå ãåíåðèðîâàíèÿ å¼ ¾îáû÷íûì¿ óïðàâëåíèåì ū(·), � èëè ðàñ-
øèðåííîé çàäà÷è (co Pb), ñ îáîáùåííûì óïðàâëåíèåì ν̄(dt) (òîãäà (x̄, ν̄) �
ñêîëüçÿùèé ðåæèì).
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5) Åñëè óñëîâèÿ øàãà 4) íå âûïîëíåíû, òî ïî äàííîé ñõåìå òåñòèðóþòñÿ
äðóãèå äâèæåíèÿ ïó÷êà Sol(w). Ïðè îòðèöàòåëüíîì èòîãå ýòîãî ïåðåáîðà
ìåíÿåòñÿ ñåëåêòîð w èç WS è âñ¼ ïîâòîðÿåòñÿ.

Êîíå÷íî, äàííàÿ áèïîçèöèîííàÿ ôóíêöèÿ S ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ðàçðåøà-
þùåé, è âîçíèêàåò äèëåììà � èñïûòàòü äðóãóþ S, èëè ñìåíèòü ïîäõîä ê
ìåòîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ î÷åíü ãðóáà è îñòàâëÿåò ìíîãî âîïðîñîâ. Íà-
ïðèìåð:

êàê ðåàëèçîâàòü îäíîâðåìåííîå ïîøàãîâîå äâèæåíèå äëÿ x, ψ? âåäü
ýòî ôàêòè÷åñêè äâóõòî÷å÷íàÿ çàäà÷à;

ìíîæåñòâî íàáîðîâ ìíîæèòåëåé µ â óñëîâèè òðàíñâåðñàëüíîñòè (24)
ñîîòâåòñòâóåò ôèêñèðîâàííîé ïàðå

(
x(·), u(·)

)
∈ D, êîòîðàÿ

íåèçâåñòíà è ïîäëåæèò ïîèñêó; ïîýòîìó øàãè 2), 3) ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ïðîáëåìàòè÷íûìè.

Â ïîëíîé îáùíîñòè îòâåòû íà ýòè âîïðîñû íåèçâåñòíû. Ïîýòîìó ïîêà îãðà-
íè÷èìñÿ êëàññàìè çàäà÷, â êîòîðûõ ïðîáëåìû íå âîçíèêàþò:
ýòî ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷è ñ ëèíåéíûìè
òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
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Äëÿ òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ áèëèíåéíûå è áèëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûå
ôóíêöèè âèäà

S1(x, ψ) = 〈ψ, x〉, S2(t, x, ψ) = 〈ψ, x〉+
1

2
x′Ψ(t)x (32)

ñîîòâåòñòâåííî.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè êàêàÿ-òî èç ýòèõ ôóíêöèé îêàçàëàñü ðàçðåøàþùåé
äëÿ íåêîòîðîé ïîëó÷åííîé îïòèìàëè (x̄, ū) ∈ D, òî ñóïåðïîçèöèÿ

ϕ
(
x, x̄(t)

)
= 〈ψ̄(t), x〉, èëè ϕ

(
t, x(t), ψ

)
= S2

(
t, x, ψ̄(t)

)
(33)

áóäåò ðàçðåøàþùåé â ñìûñëå Êðîòîâà äëÿ äàííîé ïàðû.
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Ïðèìåð 6

ẋ1 = u1, ẋ2 = u1u2x1, x(0) = (0, 0), x1(1) = 0, |ui| 6 1, i = 1, 2,
J = −x2(1)→ min.

Ýòî ïîëíîñòüþ ëèíåéíàÿ ïî ñîñòîÿíèþ çàäà÷à, òàê ÷òî äëÿ å¼ ðåøåíèÿ
âûáåðåì áèëèíåéíóþ S(x, ψ) = 〈ψ, x〉.
Çäåñü òåðìèíàëüíàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(x, λ0, λ) = −λ0x2 + λx1 = −x2 + λx1,

òàê êàê çàäà÷à íîðìàëüíà (λ0 = 1), H = ψ1u1 − u1u2x1,

ψ̇1 = u1u2, ψ1(1) = λ ∈ R, ψ2 ≡ −λ0 = −1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, S(x, ψ) = ψ1x1 − x2, Ṡ(x, ψ, u) = ψ1u1 è

KS =

∫
T

ψ1u1dt, (34)

ïðè÷åì âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ.

Ëàãðàíæèàí KS íå çàâèñèò îò ôàç (ò.å. äâóõòî÷å÷íóþ çàäà÷ó èñêëþ÷èëè), à
óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè èñïîëüçîâàíû â êîíñòðóêöèè S. Ò.î., òðóäíîñòè,
î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå ïðåîäîëåíû âûáîðîì S.

Èç (34) íàõîäèì min
|u|61

Ṡ = −|ψ1| è ýêñòðåìàëüíóþ êîïîçèöèîííóþ ñòðà-

òåãèþ

w1(ψ1) = −signψ1 =

 +1, ψ1 < 0,
−1, ψ1 > 0,
[−1, 1], ψ1 = 0

(35)

ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå óïðàâëåíèÿ, à ïî âòîðîé ïðèäåòñÿ ðàññìîòðåòü âàðè-
àíòû u2 = w2 = ±1 ∨ 0.
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Íàèáîëåå ïðîñò ïîñëåäíèé âàðèàíò: u2 ≡ 0 =⇒ x2 ≡ 0 =⇒ J = 0 ïðè
ëþáîì u1, ïðèâîäÿùåì x1(t) â öåëü x1(1) = 0. Ïîñëåäíåå âîçìîæíî ïðè
u1 ≡ 0, åñëè λ = 0, èëè íà ðåëåéíûõ óïðàâëåíèÿõ

u0
1(t) = χ[0,1/2) − χ[1/2,1], u∗1(t) = −u0(t),

êîòîðûå äà¼ò ñòðàòåãèÿ (35).

 

𝑡 

𝑥1
∗(𝑡) 

1 1
2ൗ  

𝑥1
0(𝑡) 

0 

𝑥1  

Ðèñ. 4

Â òîãå ýòèõ ðàññìîòðåíèé ïîëó÷åíû
òðè äîïóñòèìûå ïàðû:

σ̄ ñ ū1 = ū2 ≡ 0, x̄ ≡ 0;

σ0, σ∗ ñ u0
1(t), u∗1(t), u0

2 = u∗2 ≡ 0,
x0

2(t) = x∗2(t) ≡ 0

ñ ðàâíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà
J = 0. Ëåãêî ïîíÿòü èç
òåðìèíàëüíîé çàäà÷è (31), ÷òî âñå
ýòè ïàðû ãëîáàëüíî
îïòèìàëüíû.
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Òåïåðü íàäëåæèò ðàññìîòðåòü îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè w = ±1 ïðè λ > 0 è λ < 0.

Ïóñòü w2 = −1, λ > 0. Òîãäà ψ1(1) = λ > 0 =⇒ w1(ψ1) = −1
∣∣O−(1) =⇒

x1(t) = 1− t, ψ1(t) = t− 1 +λ â O−(1). Ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ψ1(t) ìîæåò
îáðàòèòüñÿ â íóëü ïðè τ = 1 − λ ∈ T , åñëè λ ∈ (0, 1). Â ýòîì âàðèàíòå ïðè
t < τ

w1 = +1, w2 = −1, ψ1(t) = −t+1−λ > 0 =⇒ áîëåå íåò ïåðåêëþ÷åíèé w1.
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Íî ÷òîáû âûïîëíèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå x1(0) = 0, ñëåäóåò ïðèíÿòü x1(t) = t,

à ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ τ = 1/2. Ïîëó÷èì óæå çíàêîìóþ ëîìàíóþ x0
1(t).

Ïîäñ÷åò x2-êîìïîíåíòû òðàåêòîðèè äà¼ò

x2(t) =

{
t2

2 , t ∈ [0, 1/2),

t− t2

2 −
1
2 , t ∈ [1/2, 1].

Ïîëó÷èëè ïàðó σ1 ∈ D ñ J [σ1] = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, σ1 � ãëîáàëüíàÿ
ìèíèìàëü íàðÿäó ñ σ̄, σ0, σ∗.
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Âàðèàíò w = 1, λ > 0 áóäåò îòëè÷åí îò ïðåäûäóùåãî òîëüêî êîìïîíåí-

òîé x2(t) = t2

2 −t+
1
2 ïðè t ∈ [1/2, 1]. Ïîëó÷èì ïàðó σ2 ∈ D ñ J [σ2] = 0 �

òîæå îïòèìàëüíóþ.

Ðàçáîð ñëó÷àÿ λ < 0 íå äàñò íîâûõ ýêñòðåìàëåé â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ñìåíû çíàêà âñåõ ïåðåìåííûõ.

Ïîçèöèîííàÿ âåðñèÿ ÏÌÏ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ïÿòü ýêñòðå-
ìàëåé è ïîëíîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé íåâûïóêëîé çàäà÷è.
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ñòàòüå [* ñì. âíèçó], èç êîòîðîé çàèìñòâîâàíà
óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ðàçîáðàííîãî ïðèìåðà, òðàåêòîðèÿ x̄(·) ≡ 0 èññëåäî-
âàëàñü íà ãðàíè÷íîñòü âî ìíîæåñòâå äîñòèæèìîñòè. Êëàññè÷åñêîå íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå ãðàíè÷íîñòè � óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè ÏÌÏ �
âûïîëíÿåòñÿ, îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî x̄(t) èäåò ïî âíóòðåííîñòè ìíîæå-
ñòâà äîñòèæèìîñòè èç x(0) = 0 ïðè âñåõ t > 0. Èäåíòèôèöèðîâàëîñü ýòî
ñâîéñòâî íàðóøåíèåì óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîñòè äàííîé òðàåêòîðèè â îâû-
ïóêëåííîé ñèñòåìå (îíî íåîáõîäèìî äëÿ ãðàíè÷íîñòè è â èñõîäíîé ñèñòåìå).
Òåì íå ìåíåå, êàê ìû óáåäèëèñü, ïðè ýëåìåíòàðíîì òåðìèíàëüíîì îãðàíè-
÷åíèè x̄ îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé.

* Ka�skosz B., Lojasiewicz S. On a nonconvex, nonsmooth control system //
Journal of Mathematical Analysis and Applications. � 1988. � Vol. 136, no. 1. �
Pp. 39�5.
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Ïðèìåð 7 Êðîòîâà 4

áóäåò ðåøåí, èñïîëüçóÿ áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ S(x, ψ) = 〈ψ, x〉 â
ïîçèöèîííîì ôîðìàëèçìå Ïîíòðÿãèíà.

Ïðåäâàðèòåëüíî îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ðåøåíèè ïðèìåðà 4 èñïîëüçîâà-
ëàñü ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Êðîòîâà, êîòðàåêòîðèÿ êîòîðîé ψ(t)
òàê è íå áûëà êîíêðåòèçèðîâàíà. Ïî ñóùåñòâó ýòî áûëà áèëèíåéíî-êâàäðà-
òè÷íàÿ S, è Kϕ = KS . Êàê ìû óáåäèìñÿ, äëÿ ðåøåíèÿ ¾õâàòàåò¿ áèëèíåé-
íîé S.
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Èç ÏÌÏ èìååì: H = ψu− tx2,

ψ̇ = 2tx, ψ(−1), ψ(1) ñâîáîäíû, (36)

RS = 2tx2 + ψu− 2tx2 = ψu,

min
|u|61

RS = −ψ (íå çàâèñèò îò x), w(ψ) = −signψ. (37)
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Õîòÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ w(ψ) êîïîçèöèîííàÿ, äâèæåíèÿ ñ íåþ â êà-
íîíè÷åñêîé ñèñòåìå íå ðàçäåëÿþòñÿ, êàê ýòî áûëî â ïðèìåðå 6, ïîñêîëüêó
ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå çàâèñèò îò x. Íî ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî íå ñîçäàåò.

Íà÷èíàåì ðåàëèçîâûâàòü ñòðàòåãèþ (37) ñïðàâà íàëåâî. ×òîáû âûïîëíèòü
îãðàíè÷åíèå x(1) = 0, â ïîëóîêðåñòíîñòè O−(1) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëî-
âèÿ

ψ(1) > 0, w(ψ) = −1 =⇒ x(t) = 1− t,

ñîãëàñîâàííûå ñ (37). Òîãäà èç (36) íàõîäèì

ψ(t) = ψ(1) + t2 − 2

3
t3 − 1

3
> 0, t ∈ O−(1).
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Íî â íåêîòîðûé ìîìåíò τ ′ íåîáõîäèìî ïåðåêëþ÷åíèå óïðàâëåíèÿ w(ψ), ÷òî-
áû ïðèäòè â òî÷êó x(τ) = 0 (íàïîìíèì, ÷òî âñå ýêñòðåìàëè èìåþò íà÷àëü-
íûé îòðåçîê âðåìåíè [−1, τ ] ñ x(t) = u(t) = 0 | [−1, τ ]). Ïîýòîìó

x(t) = t− τ, u(t) = +1 ïðè t > τ, à òî÷íåå � ïðè t ∈ [τ, τ ′]

äëÿ ñîïðÿæåíèÿ ñ äâèæåíèåì x(t) = 1− t â êîíöå ïåðèîäà óïðàâëåíèÿ.
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Ïîíÿòíî, ÷òî τ ′ = 1
2 (τ + 1), è â öåëîì ïîëó÷åíû äîïóñòèìûå ïàðû

σ0 = σ0(τ), çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà τ . Îïòèìàëüíûé ïðîöåññ σ00 = σ0(τ0)
ïîëó÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ìèíèìèçàöèåé ôóíêöèè I(τ) := J [σ0(τ)] ïðè
τ ∈ (−1, 0).

Â ñèëó ñèììåòðèè òàêæå îïòèìàëüíûì áóäåò ïðîöåññ σ∗ = −σ00. Âûâîäû
â öåëîì ñîâïàëè ñ ïîëó÷åííûìè â ïðèìåðå 4, íî â ïîñëåäíåì áûëî
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðîöåññîâ äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî.
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Ïðèìåð 8

Îáîáùåííàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à [ÀÒÔ] îá îáë¼òå íà ñàìîëåòå
ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè ñ âîçâðàùåíèåì íà àýðîäðîì ê çàäàííîìó âðåìåíè
T > 0.
Ïðè ôèêñàöèè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè (x0, y0)
ôîðìàëèçàöèÿ ýòîé çàäà÷è òàêîâà [ÀÒÔ, ñ. 108]:

S∗ =
1

2

T∫
0

(xv − yu)dt→ sup, (38)

ẋ = u, ẏ = v, x(0) = x0, y(0) = y0, x(T ) = x0, y(T ) = y0,

(u, v) ∈ A.

Çäåñü A � âûïóêëûé êîìïàêò â R2, ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò (äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ).
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Äëÿ ïîñëåäóþùåé èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèÿ îòìåòèì, ÷òî åñëè ââåñòè âåêòî-
ðû z = (x, y), η = (u, v), òî ôóíêöèîíàë S∗ (ïëîùàäü) çàïèøåòñÿ â âèäå

S∗ =
1

2

T∫
0

η′V zdt,

ãäå V � ìàòðèöà ïîâîðîòà ïëîñêîñòè íà óãîë π/2, ò.å. V =

(
0 1
−1 0

)
,

detV = 1 6= 0.
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Ïîëîæèì J = −S∗, ÷òîáû ïåðåéòè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè, à òàêæå

ψ = (ψx, ψy), S(ψ, z) = 〈ψ, z〉 = ψxx+ ψyy.

Òîãäà:  ψ̇x =
v

2
, ψx(0) = ψx(T ),

ψ̇y = −u
2
, ψy(0) = ψy(T ),

(39)

RS = Ṡ(ψ, z)− 1

2
η′V z = 〈ψ, η〉,

min
η∈A
〈ψ, η〉 = c = const, (40)

÷òî âûòåêàåò èç ÏÌÏ äëÿ àâòîíîìíîé çàäà÷è.
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Èíòåãðèðóÿ ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó (39), ïîëó÷àåì

ψx(t) =
1

2
y(t) + α, ψy(t) = −1

2
x(t) + β, α, β − const.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â óñëîâèå ìèíèìóìà (40), ïîëó÷èì â ðàçâåðíóòîé
ôîðìå ðàâåíñòâî

min
η∈A

((1

2
y(t) + α

)
u−

(1

2
x(t)− β

)
v
)

= c,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

min
η∈A

((
y(t) + a

)
u−

(
x(t)− b

)
v
)

= C, (41)

ãäå C = 2c, a = 2α, b = 2β.

Ðàâåíñòâî (41) õàðàêòåðèçóåò îïòèìàëüíóþ òðàåêòîðèþ îáë¼òà.
Äëÿ åãî èíòåðïðåòàöèè ââåäåì ôóíêöèþ

m(p | A) = min
η∈A
〈p, η〉

è ìíîæåñòâî B = V ′η =

(
−v
u

)
, η ∈ A (ïîâîðîò A íà óãîë π

2 ).
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Òîãäà ðàâåíñòâî (41) ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

min
η∈A
〈p(t), V ′η〉 = min

η∈A
〈V p(t), η〉 = m(p(t) | B) = C (42)

ïðè p(t) =
(
y(t) + a, −x(t) + b

)′
. Çäåñü ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïîÿñíÿåò

ïåðåõîä ê ôóíêöèè m ìíîæåñòâà B è å¼ ðàâåíñòâî C èç (41). Â èòîãå çà-
êëþ÷àåì, ÷òî îïòèìàëüíàÿ êðèâàÿ îáë¼òà � ýòî ñäâèíóòàÿ íà âåêòîð (a, b)
êðèâàÿ óðîâíÿ (¾âûñîòû¿ C) ôóíêöèè m ìíîæåñòâà B.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåííûå ïîäõîäû è èëëþñòðèðóþùèå ïðèìåðû íà ïóòè îáîáùåíèÿ
ïîçèöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷ ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ âïîëíå ðàáî÷èì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ, êîòîðûé
äîïóñêàåò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ.
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