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Ïðåäèñëîâèå

Â ñîâðåìåííûå ó÷åáíûå ïëàíû îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ ïî ìàòåìàòè÷å-
ñêèì, ýêîíîìè÷åñêèì è òåõíè÷åñêèì íàïðàâëåíèÿì è ñïåöèàëüíîñòÿì â
îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå âõîäÿò îïòèìèçàöèîííûå êóðñû, â êîòîðûõ èçó-
÷àþòñÿ òåîðèÿ è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðÿä äðóãèõ âåñüìà âàæíûõ äëÿ ãðà-
ìîòíîãî ñïåöèàëèñòà ðàçäåëîâ. Îñâîåíèå ýòèõ êóðñîâ íåâîçìîæíî áåç
ïðåäâàðèòåëüíîãî çíàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé
àëãåáðû, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ââåäåíèå, ñîäåðæà-
ùåå ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûé ìàòåðèàë äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðèè è ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ìàòåðèàë ðàçáèò íà òðè ãëàâû.

Â ïåðâîé ãëàâå â ñæàòîì âèäå äàåòñÿ îáçîð îáÿçàòåëüíûõ ïðè èçó-
÷åíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ çíàíèé ïî âåêòîðàì, ìàòðèöàì, âûïóêëûì
ìíîæåñòâàì è ôóíêöèÿì, äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðå-
ìåííûõ. Ðàññìîòðåíû îïðåäåëåíèÿ âûïóêëûõ è âîãíóòûõ ôóíêöèé, à
òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòåðèè.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ìàêñèìóìà è ìè-
íèìóìà, ñóïðåìóìà è èíôèìóìà, äàåòñÿ èçëîæåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ íà áåçóñëîâíûé è óñëîâíûé ýêñòðåìóì, îñíîâàííûõ íà ïðàâèëå ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ, òàê è îáùàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ, íåðàâåíñòâ è âêëþ÷åíèÿ.

Â òðåòüåé, çàêëþ÷èòåëüíîé, ãëàâå äàí êðàòêèé îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèé îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Äàí-
íûå ìåòîäû âåñüìà ñïåöèôè÷íû è îòëè÷àþòñÿ îò ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îá-
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ùèõ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåííî
îäíîìåðíàÿ îïòèìèçàöèÿ î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå âñïîìî-
ãàòåëüíîãî èíñòðóìåíòà ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè íå òîëüêî çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Óêàçàí-
íûì îáñòîÿòåëüñòâîì îáúÿñíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà â ââîäíûé
êóðñ ïî îïòèìèçàöèè.

Â êàæäîì ïàðàãðàôå êàæäîé ãëàâû äàåòñÿ ñæàòîå òåîðåòè÷åñêîå èç-
ëîæåíèå ñâåäåíèé, ñîäåðæàùåå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, óòâåðæäåíèÿ
è òåîðåìû. Ïîñëå ýòîãî ðàçáèðàþòñÿ ïðèìåðû è ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåí-
íîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ è óïðàæíåíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Çà-
äà÷è èìåþò ðàçëè÷íûé óðîâåíü ñëîæíîñòè.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè íè â êî-
åì ñëó÷àå íå îñâîáîæäàåò ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ îò ïîäðîáíîãî èçó÷å-
íèÿ ìàòåðèàëà, ïðåäóñìàòðèâàþùåãî íåîáõîäèìîñòü ïîíèìàíèÿ äîêàçà-
òåëüñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì è óòâåðæäåíèé. Ðåêîìåíäóåìûé ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ïðèâåäåí â êîíöå ïîñîáèÿ.

Â êíèãå èñïîëüçóåòñÿ àâòîíîìíàÿ äëÿ êàæäîé ãëàâû íóìåðàöèÿ ôîð-
ìóë, îïðåäåëåíèé, òåîðåì, ïðèìåðîâ, ðèñóíêîâ è çàäà÷. Ñèìâîë � â òåê-
ñòå îçíà÷àåò êîíåö ïðèìåðà.
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Ãëàâà 1

Ìíîæåñòâà è ôóíêöèè â n-ìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

� 1. Èñõîäíûå ïîíÿòèÿ

1. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ óïî-
ðÿäî÷åííûõ ñèñòåì n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåò-
ñÿ n�ìåðíûì âåùåñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Rn.
Ýëåìåíòû x = (x1, x2, . . . , xn) n�ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà
íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè èëè òî÷êàìè, à ÷èñëà x1, x2, . . . , xn � èõ êîìïî-
íåíòàìè èëè êîîðäèíàòàìè.

Ðàâåíñòâî âåêòîðîâ â n�ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ïîíèìà-
åòñÿ êàê ðàâåíñòâî èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò, ò. å. âåêòîð x =
= (x1, x2, . . . , xn) ðàâåí âåêòîðó y = (y1, y2, . . . , yn) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn = yn. Íóëåâîé âåêòîð, ñëîæåíèå âåêòîðîâ
è óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0 = (0, 0, . . . , 0),

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

λ(x1, x2, . . . , xn) = (λx1, λx2, . . . , λxn).

Ïóñòü α, β, . . . , γ - íåêîòîðûå ÷èñëà. Âåêòîð w íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ x, y, . . . , z, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå

w = αx+ βy + . . .+ γz. (1.1)
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×èñëà α, β, . . . , γ íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ëèíåéíîé êîìáèíà�
öèè (1.1). Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè âñå åå
êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, è íåòðèâèàëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âåêòîðû x, y, . . . , z íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâó-
åò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ íóëþ,
ò. å., åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà α, β, . . . , γ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü îòëè÷íûå
îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî

αx+ βy + . . .+ γz = 0. (1.2)

Åñëè ðàâåíñòâî (1.2) âîçìîæíî òîëüêî ïðè α = β = . . . = γ = 0, òî
âåêòîðû x, y, . . . , z íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

×èñëî

⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

xiyi (1.3)

íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . . , xn) è y =
= (y1, y2, . . . , yn). n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (1.3) íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Âñþäó íèæå ïðîñòðàíñòâî Rn ìû áóäåì ñ÷èòàòü åâêëèäîâûì.

Âåêòîðû x, y ∈ Rn íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè ⟨x, y⟩ = 0.

Äëèíîé èëè íîðìîé (åâêëèäîâîé íîðìîé) âåêòîðà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩ =

√√√√ n∑
i=1

x2i .

Ðàññòîÿíèå ρ(x, y) ìåæäó âåêòîðàìè x è y èç Rn îïðåäåëÿåòñÿ êàê
äëèíà âåêòîðà x− y, ò. å.

ρ(x, y) = ∥x− y∥ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íîðìû è
ðàññòîÿíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,
⟨x+ z, y⟩ = ⟨x, y⟩+ ⟨z, y⟩,
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⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩,
∥x∥ ≥ 0 ∀x ∈ Rn è ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0,

∥λx∥ = |λ| · ∥x∥,

ρ(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ Rn è ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y,

ρ(x, y) = ρ(y, x).

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ Rn ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥, (1.4)

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, (1.5)

∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥. (1.6)

Íåðàâåíñòâî (1.4) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, íåðà-
âåíñòâà (1.5) è (1.6) � íåðàâåíñòâàìè òðåóãîëüíèêà.

Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè x, y ∈ Rn íàçûâàåòñÿ óãîë φ, êîñèíóñ êîòî-
ðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

cosφ =
⟨x, y⟩

∥x∥ · ∥y∥
.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî | cosφ| ≤ 1.

Âåêòîð-ñòîëáöîì èëè ïðîñòî ñòîëáöîì ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà âèäà

x =


x1
x2
· · ·
xn

 . (1.7)

Ïîñêîëüêó ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíîæåíèå èõ íà ÷èñëî îïðåäåëÿþòñÿ
òî÷íî òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè, âåêòîðû
x ∈ Rn ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñî ñòîëáöàìè (1.7). Âñþäó íèæå âåêòîð
x ∈ Rn áóäåò ñ÷èòàòüñÿ âåêòîð-ñòîëáöîì, íî äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà, åñëè
íåîáõîäèìî óêàçàòü åãî êîìïîíåíòû, ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó çàïèñûâàòü
åãî â ñòðî÷êó êàê x = (x1, x2, . . . , xn). Çàïèñü æå [x1 x2 . . . xn] îçíà÷àåò,
÷òî ýòî � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé ñòðîêè (âåêòîð-ñòðîêà, èëè ïðî-
ñòî ñòðîêà), òàê ÷òî, åñëè (x1, x2, . . . , xn) = x, òî [x1 x2 . . . xn] = xT , ãäå
ñèìâîë "T"îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû (âåêòîðà).
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Ìàòðèöó

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


ìû áóäåì êðàòêî çàïèñûâàòü êàê [aij]

m,n
i,j=1. Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà

m × n áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Mm,n, à ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö
ïîðÿäêà n � ÷åðåç Mn.

Ïóñòü A = [aij]
n
i,j=1 � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n , x ∈ Rn.

Ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn

f(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj = ⟨Ax, x⟩

íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, à ÷èñëà aij �
åå êîýôôèöèåíòàìè. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû. Ìàòðèöà A (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ⟨Ax, x⟩) íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî (íåîòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ âñåõ x ̸= 0 âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå ⟨Ax, x⟩ > 0 (≥ 0). Åñëè ⟨Ax, x⟩ < 0 (≤ 0) äëÿ âñåõ
x ̸= 0, òî ìàòðèöà A (êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ⟨Ax, x⟩) íàçûâàåòñÿ îòðèöà-
òåëüíî (íåïîëîæèòåëüíî) îïðåäåëåííîé. Ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííûå ìàòðèöû (êâàäðàòè÷íûå ôîðìû) íàçûâàþòñÿ çíàêîîïðå-
äåëåííûìè, íåîòðèöàòåëüíî è íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå � ïîëóîïðå-
äåëåííûìè, à êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ïðèíèìàþùèå êàê ïîëîæèòåëüíûå,
òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàòðèöû)� çíàêî-
íåîïðåäåëåííûìè. ßñíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
(ïîëóîïðåäåëåíà), òî ìàòðèöà [−A] îïðåäåëåíà îòðèöàòåëüíî (íåïîëî-
æèòåëüíî).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

i. Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

⟨Ax, x⟩ ≥ µ∥x∥2 ∀x ∈ Rn ,

ãäå µ > 0 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A.

ii. (Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.) Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû.
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iii. Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå åå ãëàâíûå (íå òîëüêî óãëîâûå) ìèíîðû íåîòðèöàòåëüíû (íà-
ïîìíèì, ÷òî ãëàâíûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû A íàçûâàþòñÿ îïðåäåëèòåëè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâíûì ïîäìàòðèöàì ìàòðèöû A � òàêèì åå ïîäìàò-
ðèöàì, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ îòáðàñûâàíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî
ïîëîæèòåëüíî (à, çíà÷èò, è îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà íå âû-
ðîæäåíà.

Ï ð è ì å ð 1.1. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

f(x) = 2x21 + 2x22 + 2x23 − 2x1x2 − 2x2x3

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà - ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


(ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû) ïîëîæèòåëüíû:

det1 = 2, det2 =

∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 3, det3 = detA = 4.

Ï ð è ì å ð 1.2. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

f(x) = 2x21 + 2x22 + 2x23 − 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3. (1.8)

Ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ìàòðèöû

A =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2


ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2, 3 è 0. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà íå âûïîëíÿåòñÿ.
Âû÷èñëèì âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû A. Ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêà
îäèí

a11 = a22 = a33 = 2,

ãëàâíûå ìèíîðû ïîðÿäêà äâà∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 3,
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Ãëàâíûé ìèíîð ïîðÿäêà òðè, detA = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà (1.8) � ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ.

Ïóñòü x, y ∈ Rn. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìàòðèö

xTy = yTx =
n∑

i=1

xiyi.

Òî åñòü â òåðìèíàõ ìàòðèö ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨x, y⟩ = xTy, ∥x∥ =
=

√
xTx, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ⟨Ax, x⟩ = xTAx, à íåðàâåíñòâî Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî ïðèíèìàåò âèä:

|xTy| ≤ ∥x∥ · ∥y∥.

Ïðîèçâåäåíèå æå âåêòîð-ñòîëáöà x íà âåêòîð-ñòðîêó yT , ãäå x, y ∈ Rn,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óæå ìàòðèöó

xyT = [xiyj]
n
i,j=1 =


x1y1 x1y2 . . . x1yn
x2y1 x2y2 . . . x2yn
. . . . . . . . . . . .
xny1 xny2 . . . xnyn

 .
Ìàòðèöà xyT íàçûâàåòñÿ äèàäîé èëè âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ
x è y è îáîçíà÷àåòñÿ x⟩⟨y (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü âíóòðåííåìó ïðîèçâåäå-
íèþ, êàê èíîãäà íàçûâàþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ). Â îòëè÷èå
îò âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðîå èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ
îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî äëÿ ëþáûõ
âåêòîðîâ x, y. À èìåííî, åñëè x ∈ Rn, y ∈ Rm, òî xyT � ìàòðèöà ðàçìåð-
íîñòè n×m, à yxT � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m× n è (yxT )T = xyT .

2. Îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ Rn íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

B(a, r) = {x ∈ Rn : ∥x− a∥ < r}.
Ìíîæåñòâî

B[a, r] = {x ∈ Rn : ∥x− a∥ ≤ r}
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì. Îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì
â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ òàêæå ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a è îáîçíà÷àåòñÿ
O(a, ε).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå x ∈
∈ Rn(xk → x), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òà-
êîé, ÷òî ∥xk − x∥ < ε äëÿ âñåõ k ≥ N , ò. å., åñëè xk ∈ O(x, ε) äëÿ âñåõ
k ≥ N . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x,
åñëè lim

k→∞
∥xk − x∥ = 0. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {xk}, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê x = lim
k→∞

xk. ßñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x, òî è âñÿêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ ê òîé æå ñàìîé òî÷êå.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, åñ-
ëè ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùà-
ÿñÿ ê x. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → x èìååò, î÷åâèäíî, òî÷êó
x ñâîåé ïðåäåëüíîé òî÷êîé, à äðóãèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê óæå íå èìååò.
Íåñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò íå èìåòü ïðåäåëüíûõ òî÷åê, à
ìîæåò èõ èìåòü â ëþáîì êîëè÷åñòâå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿM > 0, òàêàÿ, ÷òî ∥xk∥ ≤M äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . . Èç ëþáîé
îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èçâëå÷ü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (òåîðåìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà).

3. Ìíîæåñòâî X ∈ Rn íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïî-
ñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî ∥x∥ ≤ M äëÿ âñåõ x ∈ X. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ X ðàññòîÿíèå ρ(x, y) = ∥x − y∥ îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé ôèêñèðî-
âàííîé ïîñòîÿííîé. Âåëè÷èíà D = sup

x,y∈X
∥x− y∥ íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì

(îãðàíè÷åííîãî) ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ diam X.

Òî÷êà x ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X ⊆ Rn åñ-
ëè ëþáàÿ åå ε-îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò òî÷êè èç X, îòëè÷íûå îò x. Äëÿ
òîãî ÷òîáû òî÷êà x áûëà ïðåäåëüíîé äëÿ ìíîæåñòâà X, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî ÷òîáû â X ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê, ñõîäÿùàÿñÿ ê x. Ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà X ìîãóò
ïðèíàäëåæàòü, à ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó X. Ìíîæåñòâî X
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Ïóñòîå ìíîæåñòâî, ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê è
âñå ïðîñòðàíñòâî Rn � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ
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êîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ∈ X èìååò õîòÿ áû
îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó x, ïðè÷åì x ∈ X.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè îíà âõî-
äèò â X âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé ε-îêðåñòíîñòüþ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ
âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî âíóòðåííîñòüþ è îáî-
çíà÷àåòñÿ intX. Ìíîæåñòâî, âñå òî÷êè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè,
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì. Ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî Rn � îò-
êðûòûå ìíîæåñòâà.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé åå
ε-îêðåñòíîñòè ñîäåðæàòñÿ òî÷êè, êàê ïðèíàäëåæàùèå, òàê è íå ïðèíàä-
ëåæàùèå ìíîæåñòâó X. Ãðàíè÷íûå òî÷êè ñàìè ìîãóò ïðèíàäëåæàòü, à
ìîãóò è íå ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó X. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàíè÷íûõ
òî÷åê ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ åãî ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂X.

Âñÿêàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäåëü-
íîé òî÷êîé. Îäíàêî íå âñÿêàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà áóäåò åãî
ïðåäåëüíîé òî÷êîé � èñêëþ÷åíèå çäåñü ñîñòàâëÿþò èçîëèðîâàííûå òî÷-
êè ìíîæåñòâà. (Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ýòîãî
ìíîæåñòâà, åñëè ñóùåñòâóåò ε � îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, íå ñîäåðæàùàÿ
íè îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà X, îòëè÷íîé îò x.)

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1.1. Äîêàçàòü, ÷òî

i. âåêòîðû x, y, . . . , z ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
õîòÿ áû îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ;

ii. åñëè âåêòîðû x, y, . . . , z ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âåêòîð w åñòü èõ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ,

w = αx+ βy + . . .+ γz, (1.9)

òî ïðåäñòàâëåíèå (1.9) åäèíñòâåííî (óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñòü
äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå w = α1x+ β1y+ . . .+ γ1z è âû÷åñòü ýòî ðàâåíñòâî
èç ðàâåíñòâà (1.9));

iii. åñëè ñðåäè âåêòîðîâ x, y, . . . , z èìååòñÿ íóëåâîé âåêòîð, òî ýòè âåê-
òîðû ëèíåéíî çàâèñèìû;
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iv. ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà, ëèíåé-
íî íåçàâèñèìà.

1.2. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ
âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

1.3. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî (óêàçàíèå: èññëåäî-
âàòü ∥x−λy∥2 êàê êâàäðàòíûé îòíîñèòåëüíî λ òðåõ÷ëåí). Ïîêàçàòü, ÷òî
ïðè x, y ̸= 0 ðàâåíñòâî |⟨x, y⟩| = ∥x∥ · ∥y∥ âîçìîæíî â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû x è y ëèíåéíî çàâèñèìû: x = λy, λ = const.

1.4. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà (1.5) è (1.6).

1.5. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

∥x− y∥ ≥ | ∥x∥ − ∥y∥ |.

1.6. Äîêàçàòü òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà:

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

1.7. Äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû x è y îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 (òåîðåìà Ïèôàãîðà).

1.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âåêòîðû x, y, z, . . . , w ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû,
òî

∥x+ y + z + . . .+ w∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + ∥z∥2 + . . .+ ∥w∥2.
Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?

1.9. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáûõ x, y, z, . . . , v, w ∈ Rn

∥x− w∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥+ . . .+ ∥v − w∥.

1.10. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

∥x− y∥+ ∥z − v∥ ≥ | ∥x− z∥ − ∥y − v∥ |

(óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì óïð. 1.8).

1.11. Ïóñòü x, y ∈ Rn, x, y ̸= 0. Äîêàçàòü, ÷òî

i. x = λy, λ > 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãîë ìåæäó x è y ðàâåí
íóëþ;

ii. x = λy, λ < 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óãîë ìåæäó x è y ðàâåí π.
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1.12. Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ âûÿñíèòü � ÿâëÿåòñÿ ëè òðåóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè x, y, z ïðÿìîóãîëüíûì?, ðàâíîáåäðåííûì?, ðàâíîñòîðîííèì?:

a) x = (1, 2,−3, 1), y = (0, 0,−4, 2), z = (2, 0,−6,−5);

b) x = (2, 1, 0, 1), y = (1, 0,−1, 2), z = (3, 0, 1, 0);

c) x = (2, 4, 2, 4, 2), y = (6, 4, 4, 4, 6), z = (5, 7, 5, 7, 2);

d) x = (3, 0, 4, 2), y = (4, 2, 5, 2), z = (2, 0, 5, 4).

1.13. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû è ìàòðèöû A2 = AA è A−1.

1.14. Äîêàçàòü, ÷òî èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèö A è B
ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû A+B.

1.15. Ïóñòü A è C � ìàòðèöû ïîðÿäêà n, ìàòðèöà C � íåâûðîæäåííàÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà B = CTAC ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà A.

1.16. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈Mm,n. Òîãäà ìàòðèöû AAT è ATA � íåîòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåííûå. Åñëè rankA = n, òî ìàòðèöà ATA ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåíà. Åñëè rankA = m, òî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà
AAT . (Äîêàçàòü.)

1.17. Âûâåñòè êðèòåðèè îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè è ïîëóîïðåäå-
ëåííîñòè ìàòðèö. (Çàìå÷àíèå: åñëè A � ìàòðèöà ïîðÿäêà k, òî det [−A] =
(−1)k detA.)

1.18. Èññëåäîâàòü íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû:

a) x21 + 2x22 + 3x23 + 2x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3;

b) x21 + x22 + x23 + 2x1x3;

c) −3x21 − x22 − 5x23 + 2x1x2 + 4x1x3 − 4x2x3;

d) 2x21 + x22 + 3x23 + 6x1x2 + 2x1x3 + 6x2x3;

e) −x21 − x22 − x23 + 2x1x2 + x1x3 + 2x2x3.

1.19. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû:
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a) 5x21 + x22 + λx23 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;

b) 2x21 + x22 + 3x23 + 2λx1x2 + 2x1x3;

c) x21 + x22 + 5x23 + 2λx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3.

1.20. Ïóñòü G ∈Mm,n. Ïîêàçàòü, ÷òî ⟨Gx, y⟩ = ⟨GTy, x⟩.

1.21. Äîêàçàòü, ÷òî rank xyT = 1 äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Rn, x, y ̸= 0.

1.22. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòèm×n, B � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè
n × r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a1, . . . , an ñòîëáöû ìàòðèöû A, ÷åðåç b1, . . . , bn

ñòîëáöû ìàòðèöû BT (ò. å. (b1)T , . . . , (bn)T � ñòðîêè ìàòðèöû B). Äîêà-

çàòü, ÷òî AB =
n∑

k=1

ak(bk)T .

1.23. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} èìååò ïðåäåë, òî
ýòîò ïðåäåë � åäèíñòâåííûé.

1.24. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x = lim
k→∞

xk, y = lim
k→∞

yk, òî

lim
k→∞

∥xk − yk∥ = ∥x− y∥

(ëåììà î íåïðåðûâíîñòè ðàññòîÿíèÿ).

1.25. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ∈ Rn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
x ∈ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xki → xi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

1.26. Äîêàçàòü, ÷òî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

1.27. Äîêàçàòü, ÷òî îòêðûòûé øàð � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, çàìêíóòûé
øàð � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

1.28. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî X íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê, òî
îíî çàìêíóòî.

1.29. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X ∈ Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî (óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ òåî-
ðåìîé Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà).
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� 2. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü x, y � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè â Rn.
Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà

λx+ (1− λ)y = y + λ(x− y), −∞ < λ < +∞ (2.1)

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè x è y.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó a ∈ Rn

ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì p ∈ Rn, íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê âèäà

a+ λp, −∞ < λ < +∞ . (2.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìûå (2.1) è (2.2) ñîâïàäàþò ïðè a = y è p = x − y
(ðèñ. 2.1).

Ðèñ. 2.1

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. Ëó÷îì, èñõîäÿùèì èç òî÷êè a ∈ Rn

â íàïðàâëåíèè p ∈ Rn, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

a+ λp, λ ≥ 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè x, y ∈ Rn,
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

[x, y] = {z ∈ Rn : z = λx+ (1− λ)y = y + λ(x− y), 0 ≤ λ ≤ 1}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5. Ìíîæåñòâî X ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì,
åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè ñâîèìè òî÷êàìè x è y îíî ñîäåðæèò è âåñü îòðåçîê
èõ ñîåäèíÿþùèé, ò. å., åñëè òî÷êà z = λx+(1−λ)y ïðèíàäëåæèò X ïðè
ëþáûõ x, y ∈ X è λ ∈ [0, 1].
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Íà ðèñ. 2.2 è 2.3 èçîáðàæåíû âûïóêëûå ìíîæåñòâà, íà ðèñ. 2.4 � íåâû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî.

Ðèñ. 2.2 Ðèñ. 2.3 Ðèñ. 2.4

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìàÿ, ëó÷,
âñå ïðîñòðàíñòâî Rn. Ïóñòîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé
òî÷êè, òàêæå ñ÷èòàþòñÿ âûïóêëûìè.

Ðàññìîòðèì äðóãèå ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Ï ð è ì å ð 2.1. n-ìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

Π = {x ∈ Rn : αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, . . . , n}

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Π è λ ∈ [0, 1]

αi = λαi + (1− λ)αi ≤ λxi + (1− λ)yi ≤

≤ λβi + (1− λ)βi = βi, i = 1, . . . , n.

Ï ð è ì å ð 2.2. Øàð B[a, r] ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z = λx + (1 − λ)y, ãäå òî÷êè x, y ∈ B[a, r] è
λ ∈ [0, 1], òî

∥z − a∥ = ∥λ(x− a) + (1− λ)(y − a)∥ ≤

≤ λ∥x− a∥+ (1− λ)∥y − a∥ ≤ λr + (1− λ)r = r.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.6. Ïóñòü X è x0 � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâî è
âåêòîð èç Rn, ñîîòâåòñòâåííî. Ñäâèãîì ìíîæåñòâà X íà âåêòîð x0 íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî

X + x0 = {z = x+ x0 : x ∈ X}.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñäâèã âûïóêëîãî ìíîæåñòâà íà ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð x0 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.7. Ïóñòü a � íåíóëåâîé âåêòîð èç Rn, β � ÷èñëî.
Ìíîæåñòâî

H = H(a, β) = {x ∈ Rn : ⟨a, x⟩ = β}
íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ. Âåêòîð a íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòî-
ðîì (âåêòîðîì íîðìàëè) ãèïåðïëîñêîñòè H.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð a è ÷èñëî β îïðåäåëÿþò ãèïåðïëîñêîñòü ñ òî÷-
íîñòüþ äî îáùåãî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðè n = 1 ãèïåðïëîñêîñòü �
ýòî òî÷êà, ïðè n = 2 � ïðÿìàÿ, ïðè n = 3 � ïëîñêîñòü.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x0 ∈ H(a, β). Ëþáîé âåêòîð x ∈ H(a, β)
ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = y + x0, ãäå y ïðèíàäëåæèò
ãèïåðïëîñêîñòè ⟨a, x⟩ = 0, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò:

⟨a, x⟩ = ⟨a, y⟩+ ⟨a, x0⟩ = β .

Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðïëîñêîñòü H(a, β) = H(a, 0)+x0, ò. å. ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñäâèã íà âåêòîð x0 ãèïåðïëîñêîñòè H(a, 0) (ìíîæåñòâà âåêòîðîâ,
îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó a) (ðèñ. 2.5). Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî
ãèïåðïëîñêîñòü îðòîãîíàëüíà ñâîåìó íîðìàëüíîìó âåêòîðó.

Ðèñ. 2.5

Ïóñòü òî÷êè x, y ∈ H(a, β). Òîãäà è âñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ýòè òî÷êè, ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè H:

⟨a, y + λ(x− y)⟩ = ⟨a, y⟩+ λ[⟨a, x⟩ − ⟨a, y⟩] = β + λ[β − β] = β.

Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð íîðìàëè ãèïåðïëîñêîñòè îðòîãîíàëåí
íàïðàâëÿþùåìó âåêòîðó p = x − y ëþáîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ëþáûå òî÷êè x, y ∈ H (ðèñ. 2.6).
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Ðèñ. 2.6

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.8. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðïëîñêîñòåé
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì (åñëè ýòî ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî).

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

⟨aj, x⟩ = aj1x1 + . . .+ ajnxn = bj , j = 1, . . . ,m,

èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå,
Ax = b ,

ãäå A = [aji]
m,n
j,i=1 , b = [bj]

m
j=1 .

Ïóñòü H(a, β) � íåêîòîðàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ãèïåð-
ïëîñêîñòü H(a, β) ïîðîæäàåò äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 2.7)

H+ = {x ∈ Rn : ⟨a, x⟩ ≥ β} ,
H− = {x ∈ Rn : ⟨a, x⟩ ≤ β} .

Ðèñ. 2.7

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.9. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðïëîñêî-
ñòåé è ïîëóïðîñòðàíñòâ (åñëè îíî íå ïóñòî) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ìíî-
ãîãðàííûì ìíîæåñòâîì èëè âûïóêëûì ïîëèýäðîì. Îãðàíè÷åííîå âû-
ïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì
èëè ïîëèòîïîì.
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Òî åñòü âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî � ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

⟨aj, x⟩ = aj1x1 + . . .+ ajnxn = bj , j = 1, . . . , r, (2.3)

⟨aj, x⟩ = aj1x1 + . . .+ ajnxn ≤ bj , j = r + 1, . . . ,m (2.4)

(ñëó÷àè r = 0 è r = m çäåñü íå èñêëþ÷àþòñÿ; â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âûïóê-
ëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî âûðîæäàåòñÿ â ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.10. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óñëîâèé âèäà (2.3), (2.4)
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {aj}. Ðàíãîì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óñëîâèé íàçû-
âàåòñÿ ðàíã ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç âåêòîðîâ aj, îòâå÷àþùèõ äàííîé
ñèñòåìå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.11. ÏóñòüX � âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî,
îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé (2.3), (2.4). Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé
èëè óãëîâîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè ñðåäè óñëîâèé (2.3), (2.4) íàé-
äóòñÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óñëîâèé, êîòîðûì ýòà òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò
êàê òî÷íûì ðàâåíñòâàì.

Òàêèì îáðàçîì, óãëîâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ íå ìåíåå
÷åì n èç m ãèïåðïëîñêîñòåé ⟨aj, x⟩ = bj. Åñëè ÷èñëî ãèïåðïëîñêîñòåé,
ïåðåñåêàþùèõñÿ â óãëîâîé òî÷êå, â òî÷íîñòè ðàâíî n, òî óãëîâàÿ òî÷êà
íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Åñëè æå â óãëîâîé òî÷êå ïåðåñåêàåòñÿ áîëåå
n ãèïåðïëîñêîñòåé, ò. å. ÷èñëî ñîîòíîøåíèé (2.3), (2.4), êîòîðûå ýòà òî÷êà
îáðàùàåò â ðàâåíñòâà, áîëüøå n, òî óãëîâàÿ òî÷êà � âûðîæäåííàÿ. Íà
ðèñ. 2.8 ìíîãîãðàííèê X èìååò ïÿòü óãëîâûõ òî÷åê � a, b, c, d, e, îäíà èç
êîòîðûõ, òî÷êà b, � âûðîæäåííàÿ.

Ðèñ. 2.8

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ðàíã ñèñòåìû óñëîâèé (2.3), (2.4) ìåíüøå n, òî âû-
ïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî íå èìååò óãëîâûõ òî÷åê. Åñëè æå âû-
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ïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî èìååò óãëîâûå òî÷êè, òî èõ ÷èñëî êî-
íå÷íî � èç ñèñòåìû (2.3), (2.4) ìîæíî ñîñòàâèòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì ïî n óðàâíåíèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.12. Ïóñòü X è Y � íåïóñòûå ìíîæåñòâà èç Rn.
Ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü H(a, β) ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà X è Y (èëè
îòäåëÿåò X îò Y ), åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

⟨a, x⟩ ≤ β ≤ ⟨a, y⟩ . (2.5)

Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X, y ∈ Y è íåêîòîðîãî ÷èñëà δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

⟨a, x⟩ + δ ≤ β ≤ ⟨a, y⟩ − δ, (2.6)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü H(a, β) ñèëüíî îòäåëÿåò ìíîæåñòâî X îò
ìíîæåñòâà Y .

Ãåîìåòðè÷åñêè íåðàâåíñòâà (2.5) è (2.6) îçíà÷àþò, ÷òî ìíîæåñòâà
X è Y ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâàõ, îïðåäåëÿåìûõ ãèïåðïëîñ-
êîñòüþ H (ðèñ. 2.9 � 2.11). Íà ðèñ. 2.9 ãèïåðïëîñêîñòü H ñèëüíî ðàç-
äåëÿåò ìíîæåñòâà X è Y . Ðèñ. 2.12 è 2.13 èëëþñòðèðóþò ñëó÷àè, êîãäà
ìíîæåñòâà X è Y íå ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íèêàêîé ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Ðèñ. 2.9 Ðèñ. 2.10 Ðèñ. 2.11

Ðèñ. 2.12 Ðèñ. 2.13
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Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü X è Y � íåïóñòûå ìíîæåñòâà èç Rn. Ýòè
ìíîæåñòâà ìîæíî ðàçäåëèòü íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòüþ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð a ̸= 0 òàêîé, ÷òî

⟨a, x⟩ ≤ ⟨a, y⟩ ∀x ∈ X, y ∈ Y.

Èõ ìîæíî ñèëüíî îòäåëèòü äðóã îò äðóãà íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòüþ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò âåêòîð a ̸= 0 è ÷èñëî ε > 0,
òàêèå, ÷òî

⟨a, x⟩ ≤ ⟨a, y⟩ − ε ∀x ∈ X, y ∈ Y.

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïóñòü X è Y � íåïóñòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà èç Rn,
ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç íèõ îãðàíè÷åíî. Åñëè çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâ X è
Y íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ñèëüíî îòäåëÿþùàÿ
X îò Y .

Îãðàíè÷åííîñòü õîòÿ áû îäíîãî èç ìíîæåñòâ â òåîðåìå 2.2 ñóùåñòâåí-
íà: ðèñ. 2.11 èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâà X è Y âûïóêëû,
çàìêíóòû è íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, íî íå ìîãóò áûòü ñèëüíî îòäåëåíû
äðóã îò äðóãà.

Ò å î ð å ì à 2.3. Ïóñòü X è Y � íåïóñòûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà èç
Rn, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäå-
ëÿþùàÿ ýòè ìíîæåñòâà.

Ò å î ð å ì à 2.4. Ïóñòü X è Y � âûïóêëûå ìíîæåñòâà èç Rn è
âíóòðåííîñòü îäíîãî èç íèõ, ñêàæåì Y , íå ïóñòà. Åñëè X∩ intY = Ø, òî
ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâà X è Y .

Ò å î ð å ì à 2.5. Ïóñòü X è Y � âûïóêëûå ìíîæåñòâà èç Rn, ïðè÷åì
intX ̸= Ø, intY ̸= Ø è intX∩ intY = Ø. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñ-
êîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâà X è Y .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.13. Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî èç Rn, òî÷êà
x0 ∈ ∂X . Ãèïåðïëîñêîñòü H = {x ∈ Rn : ⟨a, x − x0⟩ = 0} íàçûâàåòñÿ
îïîðíîé êî ìíîæåñòâó X â òî÷êå x0, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ⟨a, x⟩ ≤ ⟨a, x0⟩.

Ò å î ð å ì à 2.6. Âî âñÿêîé ãðàíè÷íîé òî÷êå íåïóñòîãî âûïóêëîãî
ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ ê íåìó ãèïåðïëîñêîñòü.

Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ îïðåäåëåíèÿ 2.13 è òåîðåìû 2.6 ïðèâåäåíà
íà ðèñ.2.14 è 2.15.
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Ðèñ. 2.14 Ðèñ. 2.15

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

2.1. Ïðîâåðèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà x ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè x è y? Åñëè ïðèíàäëåæèò, òî íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî
áëèæàéøåé òî÷êè îòðåçêà [x, y] :

a) x = (3,−4, 2,−1), y = (1,−2, 4, 0), x = (−3, 2, 8, 2);

b) x = (0,−4, 2, 3), y = (−4,−7, 5, 4), x = (8, 2,−4, 1);

c) x = (−4, 0, 4, 1,−1), y = (−3, 1, 3, 0, 0), x = (1, 5,−1,−4, 4);

d) x = (2, 1,−1, 0, 1), y = (−1, 4,−3, 10, 1), x = (−4, 7,−5, 3, 1);

e) x = (−3, 10, 4, 0,−8), y = (7, 0,−6, 10, 2), x = (5, 2,−4, 8, 0).

2.2. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè x1, y1

è x2, y2 :

a) x1 = (−3, 0, 7), y1 = (−2, 3, 11);

x2 = (−3, 4, 14), y2 = (1, 8, 16);

b) x1 = (7, 12, 4, 5), y1 = (2, 4, 2, 1);

x2 = (5, 4, 0, 4), y2 = (8, 4,−2, 7);

c) x1 = (−6,−2, 2, 6, 0), y1 = (−4, 4, 6,−2, 6);

x2 = (8, 6,−5, 5, 6), y2 = (9, 9,−3, 1, 9);

d) x1 = (3, 9,−5, 3, 1), y1 = (5, 6,−5, 3, 0);

x2 = (4, 0, 1, 12, 2), y2 = (5, 1,−1, 9, 1).

2.3. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëå-
íèþ 2.5: ¾Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè z = 1

2x + 1
2y ∈ X

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X¿.
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2.4. Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòî-
ðûõ ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì:

a) X = {x ∈ R2 : λ(x1 − x22) = 0, x1 + x2 = 1};

b) X = {x ∈ R2 : λ(x1 − x22) = 0, x1 + x2 = λ};

c) X = {x ∈ R2 : x21(λ
2 + 3λ+ 2)− x2 ≥ 0};

d) X = {x ∈ R2 : ex1(λ2 − 5λ+ 6)− x2(λ
2 + 2) ≤ 0}.

2.5. Äîêàçàòü, ÷òî âíóòðåííîñòü âûïóêëîãî ìíîæåñòâà âûïóêëà.

2.6. Äîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà âûïóêëî.

2.7. Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç Rn, X � çàìûêàíèå ìíîæåñò-
âà X. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè X âûïóêëî, òî X òàêæå âûïóêëî?

2.8. Ïóñòü X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ. Äî-
êàçàòü, ÷òî X = (intX). Ïðèâåñòè ïðèìåð íåâûïóêëîãî ìíîæåñòâà, äëÿ
êîòîðîãî ýòî ðàâåíñòâî íå èìååò ìåñòà.

2.9. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ îáúåäèíåíèÿ âû-
ïóêëûõ ìíîæåñòâ?

2.10. Äîêàçàòü, ÷òî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ X
è Y

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

2.11. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìíîæåñòâ X1, X2, . . . , Xk (ñ êîýôôèöè-
åíòàìè λ1, λ2, . . . , λk) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Z = λ1X1+λ2X2+. . .+λkXk,
ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê z, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå
z = λ1x

1 + λ2x
2 + . . . + λkx

k, xi ∈ Xi, i = 1, 2, . . . , k. Ïðè λ1 = λ2 =
= . . . = λk = 1 ìíîæåñòâî Z � ñóììà ìíîæåñòâ X1, X2, . . . , Xk, ïðè
k = 1 � ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâà íà ÷èñëî, ïðè k = 2 è λ1 = −λ2 = 1 �
ðàçíîñòü ìíîæåñòâ X1 è X2. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z = âûïóêëî,
åñëè âûïóêëû ìíîæåñòâà X1, X2, . . . , Xk.

2.12. Ïóñòü X1 = {x ∈ R2 : x1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ 1},

X2 = {x ∈ R2 : 0 ≤ x1 ≤ 1, x2 = 2}.

Îïèøèòå è èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà X1 +X2 è X1 −X2.
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2.13. Ïóñòü òî÷êè x1, . . . , xk ∈ Rn. Òî÷êà x =
k∑

i=1

λix
i, ãäå

k∑
i=1

λi = 1,

λi ≥ 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê
x1, . . . , xk. Ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé
òî÷åê x1, . . . , xk íàçûâàåòñÿ èõ âûïóêëîé îáîëî÷êîé è îáîçíà÷àåòñÿ
conv{x1, . . . , xk}. Òî åñòü

conv{x1, . . . , xk} =

= {x ∈ Rn : x =
k∑

i=1

λix
i,

k∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, . . . , k}.

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà äâóõ òî÷åê � ýòî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.
Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊂ Rn âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ñîäåðæèò âñå âûïóêëûå êîìáèíàöèè ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâîèõ
òî÷åê. (Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.)

2.14. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê a = (0, 0), b =
= (−1,−1), c = (−2, 1), d = (−2, 3), e = (1, 2), f = (3,−3), g =
= (−4,−2).

2.15. Ïóñòü X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ êðàé-
íåé èëè ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè ïðåäñòàâëåíèå x =
= λx1 + (1 − λ)x2 íåâîçìîæíî íè äëÿ êàêèõ x1, x2 ∈ X, x1 ̸= x2, è
λ ∈ (0, 1). Òî åñòü êðàéíÿÿ òî÷êà íå ìîæåò áûòü âíóòðåííåé òî÷êîé
íèêàêîãî îòðåçêà, èìåþùåãî ñâîèìè êîíöàìè òî÷êè èç X.

Ïîêàçàòü, ÷òî êðàéíÿÿ òî÷êà âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî ãðà-
íè÷íîé òî÷êîé. Âñÿêàÿ ëè ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî êðàé-
íåé òî÷êîé?

2.16. Äîêàçàòü, ÷òî óãëîâûå òî÷êè âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæå-
ñòâà ÿâëÿþòñÿ åãî êðàéíèìè òî÷êàìè, è, íàîáîðîò, êðàéíèå òî÷êè âû-
ïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ åãî óãëîâûìè òî÷êàìè.

2.17. Íàéòè âñå óãëîâûå òî÷êè ôóíäàìåíòàëüíîãî ñèìïëåêñà

S = {x ∈ Rn : x1 + x2 + . . .+ xn = 1 , xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n}.

2.18. Íàéòè âñå óãëîâûå òî÷êè ìíîæåñòâà

X = {x ∈ Rn : x1 + x2 + . . .+ xn ≤ 1 , xi ≥ 0 , i = 1, . . . , n}.
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2.19. Äëÿ ìíîæåñòâ, çàäàííûõ ñëåäóþùèìè ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ ðà-
âåíñòâ è íåðàâåíñòâ, íàéòè âñå óãëîâûå òî÷êè. Óêàçàòü âûðîæäåííûå è
íåâûðîæäåííûå óãëîâûå òî÷êè:

a) 2x1 + x2 ≤ 10,

x1 + 2x2 ≤ 14,

4x1 + x2 ≤ 16;

b) x1 + x2 ≤ 1,

3x1 + 5x2 ≤ 4,

x1 + 3x2 ≤ 7,

x1 − x2 ≤ 0;

c) x1 + 2x2 + x3 = 5,

−x1 − 2x3 ≤ 3,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

d) 4x1 + 3x2 + x3 = 4,

−x1 + 6x2 − x3 ≥ 2,

7x1 − x2 + 2x3 ≤ 5,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

e) x1 − x2 + x3 ≤ 1,

x1 + x2 + x3 ≤ 4,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

f) x1 − x2 + x3 ≥ 1,

x1 + x2 + x3 ≥ 4,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

g) x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = 13,

x1 − x2 + x3 − x4 = 2,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0;

h) 2x1 − x2 + 33 + 5x4 = 3,

3x1 − 2x2 + x3 − x4 ≤ 4,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x4 ≥ 0.

2.20. Âûâåñòè óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé âûïóêëûå ìíî-
æåñòâà X1 è X2:

a) X1 = {x ∈ R2 :
x21
4

+
x22
9

≤ 1}, X2 = {x ∈ R2 : x2 ≥
3

x1
, x1 > 0} ;

b) X1 = {x ∈ R2 : x2(x1 − 1) ≥ 3 , x1 < 1};

X2 = {x ∈ R2 : (x2 + 4)(x1 + 2) ≥ 3 , x1 > −2} ;

c) X1 = {x ∈ Rn : x21 + . . .+ x2n ≤ 1};

X2 = {x ∈ Rn : x21 + . . .+ x2n−1 + 1 ≤ xn}.

2.21. Âûâåñòè óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, îïîðíîé êî ìíîæåñòâó X â
òî÷êå x0 :

a) X = {x ∈ R2 : x2 ≥ ex1}, x0 = (0, 1) ;

b) X = {x ∈ R2 : x1x2 ≥ 1}, x0 = (1, 1) .
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� 3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ìíîãèõ

ïåðåìåííûõ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) : Rn → R1.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå
X ⊆ Rn, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîãî
÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ∥x− a∥ < δ, áóäåò |f(x)− f(a)| < ε.

Ïðèâåäåì òàêæå äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå, îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ïðè x = a,
åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} èç ìíîæåñòâà X, ñõîäÿùåéñÿ
ê òî÷êå a, áóäåò f(x) → f(a).

Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X, íàçûâàåòñÿ íå-
ïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X. Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
C(X).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæå-
ñòâå X ⊆ Rn, íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì ìíîæåñòâå,
åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî δ > 0, çàâè-
ñÿùåå òîëüêî îò ε, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
∥x− y∥ < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− f(y)| < ε.

Ò å î ð å ì à 3.1 (î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè). Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâ-
íàÿ íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêî-
òîðîé ε-îêðåñòíîñòè O(x, ε) òî÷êè x. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé â òî÷êå x, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð ∇f(x) ∈ Rn (÷èòàåòñÿ
¾íàáëà f(x)¿) òàêîé, ÷òî ïðèðàùåíèå ôóíêöèè △f(x) = f(y) − f(x),
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà △x = y−x, y ∈ O(x, ε) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(y)− f(x) = ⟨∇f(x), y − x⟩+ o(∥y − x∥), (3.1)

ãäå o(∥y−x∥) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ∥y−x∥ :
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o(∥y−x∥)/∥y−x∥ → 0ïðè∥y−x∥ → 0. Âåëè÷èíà df(x) = ⟨∇f(x), y− x ⟩
ïðåäñòàâëÿåò ãëàâíóþ ëèíåéíóþ îòíîñèòåëüíî △x ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ
(3.1) è íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x, à âåêòîð
∇f(x) � ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.5. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
íà ìíîæåñòâå X ⊆ Rn, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå
ýòîãî ìíîæåñòâà, è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé èëè ãëàäêîé íà ìíî-
æåñòâå X, ( f(x) ∈ C1(X) ) åñëè ∥∇f(y)−∇f(x)∥ → 0 ïðè ∥y−x∥ → 0,
y, x ∈ X.

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
â òî÷êå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
íà ìíîæåñòâå X íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòî ìíîæåñòâî áûëî îòêðûòî, ëè-
áî ÷òîáû ôóíêöèÿ áûëà îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå,
ñîäåðæàùåì ìíîæåñòâî X.

Óñëîâèå (3.1) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
x êàê âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ýòîé òî÷êå:
∇f(x) = (∇f(x)1, . . . ,∇f(x)n) = (∂f(x)/∂x1, . . . , ∂f(x)/∂xn). Â ñàìîì
äåëå, ïîëîæèì â (3.1) y = x+ λei, ãäå ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) � i-é îðò,
|λ| < ε. Òîãäà

f(x+ λei)− f(x) = ∇f(x)i · λ+ o(λ).

Äåëÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà λ ̸= 0 è óñòðåìëÿÿ çàòåì λ → 0,
ïîëó÷èì, ÷òî

∇f(x)i = lim
λ→0

f(x+ λei)− f(x)

λ
def
=

∂f(x)

∂xi
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå, èìååò â ýòîé
òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì àðãóìåíòàì. Îáðàòíîå, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íå âåðíî � ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü â òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
âñåì àðãóìåíòàì, íî íå áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå. Îäíàêî
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïî âñåì àðãóìåíòàì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x, ïðè÷åì âñå ýòè
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â ñàìîé òî÷êå x, òî ôóíêöèÿ f(x)
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x. Ïîëîæèì y = x +
+λp, ãäå p � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð (íàïðàâëåíèå) èç Rn , ∥p∥ = 1 ,
0 < λ < ε. Òîãäà èç (3.1) ïîëó÷èì, ÷òî

f(y)− f(x) = λ⟨∇f(x), p⟩+ o(λ) = λ

[
⟨∇f(x), p⟩+ o(λ)

λ

]
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà è çíàê ïðèðàùåíèÿ f(y) − f(x) îïðåäå-
ëÿþòñÿ (ïî êðàéíåé ìåðå, â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x) âåëè÷èíîé è
çíàêîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⟨∇f(x), p⟩. Ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå, â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, ìàêñèìàëüíî ïðè p =
= ∇f(x)/∥∇f(x)∥. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x
îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî (ëîêàëüíîãî) âîçðàñòàíèÿ ôóíê-
öèè f(x), èëè, êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íàèñêî-
ðåéøåãî ïîäúåìà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x. Ïîíÿòíî, ÷òî àíòèãðàäèåíò
[−∇f(x)] ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà
â íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè O(x, ε) òî÷êè x. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x, åñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà ∇2f(x) (÷èòàåòñÿ ¾íàáëà äâà f(x)¿) ïîðÿäêà n, òàêàÿ, ÷òî ïðè
ëþáîì y ∈ O(x, ε) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

∇f(y)−∇f(x) = ∇2f(x)(y − x) + o(∥y − x∥) , (3.2)

ãäå o(∥y−x∥) = (o1(∥y−x∥), . . . , on(∥y−x∥)), oi(∥y−x∥)/∥y−x∥ → 0 ïðè
∥y − x∥ → 0, i = 1, . . . , n.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.7. Ôóíêöèÿ f(x), äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ
â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X ⊆ Rn, íàçûâàåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðó-
åìîé íà ìíîæåñòâå X, à åñëè, êðîìå òîãî, ∥∇2f(y)−∇2f(x)∥ → 0 ïðè
∥y−x∥ → 0, y, x ∈ X, òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé èëè äâàæäû ãëàäêîé íà ìíîæåñòâå X.

Êëàññ äâàæäû ãëàäêèõ íà ìíîæåñòâå X ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
C2(X). ßñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x, òî åå ãðàäèåíò íåïðåðûâåí â ýòîé òî÷êå (ò. å. ∥∇f(y) −∇f(x)∥ → 0
ïðè ∥y − x∥ → 0, y ∈ O(x, ε)).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x (è, çíà÷èò,
äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè O(x, ε) ýòîé òî÷êè). Ïîëà-

30



ãàÿ â (3.2) y = x+ λej, |λ| < ε, ïîëó÷èì

∇f(x+ λej)i −∇f(x)i = ∇2f(x)ij · λ+ oi(λ), i = 1, . . . , n, (3.3)

ãäå∇2f(x)ij � (i, j)-é ýëåìåíò ìàòðèöû∇2f(x). Äåëÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
(3.3) íà λ ̸= 0 è óñòðåìëÿÿ çàòåì λ→ 0, ïîëó÷èì, ÷òî

∇2f(x)ij = lim
λ→0

∇f(x+ λej)i −∇f(x)i
λ

def
=

∂2f(x)

∂xi∂xj
.

Òî åñòü ìàòðèöà ∇2f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó âòîðûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x. Îíà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ãåññå
èëè ãåññèàíîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x. Òàêèì îáðàçîì, äâàæäû äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå è íåçàâèñè-
ìîñòü îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ åå âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
â ýòîé òî÷êå. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, âåðíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñ-
ëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 2-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) ñóùåñòâóþò â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x è íåïðåðûâíû â ñàìîé òî÷êå x.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòèO(x, ε)
òî÷êè x è äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â ñàìîé òî÷êå X, òî äëÿ ëþáîãî
y ∈ O(x, ε) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà

f(y) = f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2
⟨∇2f(x)(y − x), y − x⟩+ o(∥y − x∥2) ,

ãäå o(∥y−x∥2)/∥y−x∥2 → 0 ïðè ∥y−x∥ → 0. Âûðàæåíèå ⟨∇2f(x)(y−x),
y − x⟩ íàçûâàåòñÿ âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x è
îáîçíà÷àåòñÿ d2f(x).

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

3.1. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîé ôóíêöèè f(x) = ⟨c, x⟩ è ðàñ-
ñòîÿíèÿ f(x) = ρ(x, a) = ∥x− a∥.

3.2. Ìíîæåñòâîì Ëåáåãà ôóíêöèè f(x), îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå
X ⊆ Rn, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Xk = {x ∈ X : f(x) ≤ k = const}.

Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ëåáåãà ôóíêöèè f(x), íåïðåðûâíîé íà çàìêíó-
òîì ìíîæåñòâå X, çàìêíóòî.
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3.3. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå a ∈ Rn. Äîêàçàòü,
÷òî ôóíêöèè f(x) ± g(x), f(x) · g(x) è f(x)/g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå
a (÷àñòíîå ïðè óñëîâèè g(a) ̸= 0).

3.4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî
îíà è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

3.5. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) äèôôåðåíöèðóåìû (äâàæäû äèôôå-
ðåíöèðóåìû) â òî÷êå x. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè f(x) ± g(x), f(x) · g(x)
è f(x)/g(x)(ïðè g(x) ̸= 0) òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x, à èõ
¾ïðîèçâîäíûå¿ èìåþò âèä:

∇[f(x)± g(x)] = ∇f(x)±∇g(x) ;

∇2[f(x)± g(x)] = ∇2f(x)±∇2g(x) ;

∇[f(x) · g(x)] = f(x)∇g(x) + g(x)∇f(x) ;

∇2[f(x) · g(x)] = f(x)∇2g(x) + g(x)∇2f(x) +

+ [∇g(x)∇f(x)T +∇f(x)∇g(x)T ] ;

∇
[
f(x)

g(x)

]
=

1

g2(x)
[ g(x)∇f(x)− f(x)∇g(x)] ;

∇2

[
f(x)

g(x)

]
=

1

g3(x)
{g(x)[ g(x)∇2f(x)− f(x)∇2g(x)]−

− [∇g(x)∇f(x)T +∇f(x)∇g(x)T ] + 2f(x)∇g(x)∇g(x)T} .

3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x) : Rn → R1 äèôôåðåíöèðóåìà (äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìà) â òî÷êå x, à ôóíêöèÿ φ(h) : R1 → R1 äèôôåðåíöèðóå-
ìà (äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà) â òî÷êå h = h(x). Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà
ôóíêöèÿ f(x) = φ(h(x)) äèôôåðåíöèðóåìà (äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà)
â òî÷êå x è

∇f(x) = φ′(h(x))∇h(x),

∇2f(x) = φ′′(h(x))∇h(x)∇h(x)T + φ′(h(x))∇2h(x) .
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3.7. Ïóñòü φ(h) = h|h| � ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé h. Äîêàçàòü, ÷òî
φ′(h) = 2|h|.

3.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x) : Rn → R1. Ôóíêöèÿ h+(x) = max{ 0, h(x) }
íàçûâàåòñÿ ñðåçêîé ôóíêöèè h(x). Ïîëîæèì p(x) = [h+(x)]

2. Òîãäà, åñ-
ëè ôóíêöèÿ h(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî ôóíêöèÿ p(x) òàêæå
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è

∇p(x) = 2h+(x)∇h(x) .

(Óêàçàíèå: ïðåäñòàâèòü h+(x) â âèäå h+(x) =
1
2(h(x)+ |h(x)|) è âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè óïðàæíåíèé 3.6 è 3.7.)

3.9. Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò è ãåññèàí ôóíêöèé

f(x) = ⟨c, x⟩ ,

f(x) = 1
2∥x∥

2 ,

f(x) = 1
2⟨Gx, x⟩+ ⟨c, x⟩+ d ,

f(x) = 1
2∥Ax− b∥2 , A ∈Mm,n ,

f(x) = ∥x∥ , x ̸= 0 ,

f(x) = ∥Ax− b∥ , Ax ̸= b , A ∈Mm,n .

3.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x. Ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ p , ∥p ∥ = 1 , íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

∂f(x)

∂p
= lim

λ→0

f(x+ λp)− f(x)

λ

(åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò). Â ÷àñòíîñòè, åñëè p = ei, òî ïðîèçâîäíàÿ
ïî íàïðàâëåíèþ � ýòî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) ïî ïåðåìåí-
íîé xi. Äîêàçàòü, ÷òî

∂f(x)

∂p
= ⟨∇f(x), p⟩.

3.11. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X èç
Rn. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (ôèêñèðîâàííûõ) x, y ∈ X è λ ∈ [0, 1] ïîëîæèì
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g(λ) = f(x+λ[y−x]). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) ∈ Cr(X), r = 1, 2,
òî ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé g(λ) ∈ Cr([0, 1]) è

g′(λ) = ⟨∇f(x+ λ[y − x]), y − x⟩ ,

g′′(λ) = ⟨∇2f(x+ λ[y − x])(y − x), y − x⟩.

3.12. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X. Äî-
êàçàòü, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

f(y)− f(x) =
1∫
0

⟨∇f(x+ τ [y − x]), y − x⟩dτ,

f(y)− f(x) = ⟨∇f(x+ θ[y − x]), y − x⟩ , 0 < θ < 1,

f(y)− f(x) = ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2

⟨
∇2f(x+ θ[y − x])(y − x), y − x

⟩
,

0 < θ < 1,

∇f(y)−∇f(x) =
1∫
0

∇2f(x+ τ [y − x])(y − x)dτ,

⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ = ⟨∇2f(x+ θ[y − x])(y − x), y − x⟩,

0 < θ < 1.

(Óêàçàíèå: ïîëîæèòü g(λ) = f(x+λ[y−x]), 0 ≤ λ ≤ 1, è âîñïîëüçîâàòüñÿ
ðåçóëüòàòàìè óïðàæíåíèÿ 3.11.)

3.13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1(X). Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàäèåíò ýòîé ôóíê-
öèè, ∇f(x), óäîâëåòâîðÿåò íà X óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L > 0,
åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X

∥∇f(y)−∇f(x)∥ ≤ L∥y − x∥.

Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ C1,1(X).

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1,1(X), ãäå X � âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî, òî

f(y) ≤ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2
L∥y − x∥2 ∀x, y ∈ X .
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� 4. Âûïóêëûå ôóíêöèè

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå X ⊆ Rn, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà ýòîì ìíîæåñòâå, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X è ÷èñëà λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y). (4.1)

Åñëè ïðè ëþáûõ x, y ∈ X, x ̸= y è λ ∈ (0, 1) íåðàâåíñòâî (4.1) ñòðîãîå,
òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà ìíîæåñòâå X.

Ãðàôè÷åñêè âûïóêëîñòü ôóíêöèè f(x) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: ïðè ëþ-
áûõ x, y ∈ X ãðàôèê ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [x, y] ëåæèò íå âûøå õîð-
äû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (x, f(x)) è (y, f(y)) (ðèñ. 4.1).

Ðèñ. 4.1

Ç à ì å ÷ à í è å. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå
X, íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé íà ýòîì ìíîæåñòâå, åñëè

f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y) ∀x, y ∈ X,λ ∈ [0, 1] .

ßñíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà X, òî ôóíêöèÿ [−f(x)] âîãíó-
òà íà ýòîì ìíîæåñòâå, òàê ÷òî ñâîéñòâà âîãíóòûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü
ëåãêî ïîëó÷åíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè âûïóêëûõ ôóíêöèé (íà Rn) ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ⟨c, x⟩ è ðàññòîÿíèå f(x) = ∥x − a∥. Â ñàìîì
äåëå,

35



⟨c, λx+ (1− λ)y⟩ = λ⟨c, x⟩+ (1− λ)⟨c, y⟩ ,
∥λx+ (1− λ)y − a∥ = ∥λ(x− a) + (1− λ)(y − a)∥ ≤

≤ λ∥x− a∥+ (1− λ)∥y − a∥
ïðè 0 ≤ λ ≤ 1. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è âîãíóòîé
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ôóíêöèÿ f(x), âûïóêëàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå
X, íåïðåðûâíà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè X = Rn, òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Ò å î ð å ì à 4.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1(X). Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) f(x) âûïóêëà íà X;

2) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩;

3) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X

⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ ≥ 0.

Ò å î ð å ì à 4.3. Ôóíêöèÿ f(x) ∈ C2(X) âûïóêëà íà X òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X

⟨∇2f(x)(y − x), y − x⟩ ≥ 0. (4.2)

Åñëè X = Rn, òî óñëîâèå (4.2) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

⟨∇2f(x)p, p⟩ ≥ 0 ∀ x, p ∈ Rn,

ò. å. ãåññèàí ôóíêöèè f(x) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.2. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå X ⊆ Rn, íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé íà ýòîì ìíîæåñòâå,
åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî µ > 0 (êîíñòàíòà ñèëüíîé âûïóêëîñòè) òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X è λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− 1

2
µλ(1− λ)∥x− y∥2 .
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Ïðèìåðîì ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ f(x) =
= ∥x− a∥2. Äåéñòâèòåëüíî,

∥λx+ (1− λ)y − a∥2 =

= λ∥x− a∥2 + (1− λ)∥y − a∥2 − 1

2
· 2λ(1− λ)∥x− y∥2 ,

òàê ÷òî ∥x− a∥2 ñèëüíî âûïóêëà íà Rn ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëî-
ñòè µ = 2. Òîãäà, î÷åâèäíî, ñèëüíî âûïóêëîé ÿâëÿåòñÿ è ëþáàÿ ôóíêöèÿ
f(x) âèäà f(x) = h(x) + K∥x − a∥2, ãäå K > 0, à ôóíêöèÿ h(x) � âû-
ïóêëàÿ. Âîîáùå, ñóììà âûïóêëîé è ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèåé. ßñíî òàêæå, ÷òî ñèëüíî âûïóêëàÿ íà X
ôóíêöèÿ áóäåò âûïóêëîé è äàæå ñòðîãî âûïóêëîé íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ãðàôè÷åñêè ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèè f(x) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ëþ-
áûõ x, y ∈ X ãðàôèê ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [x, y] ëåæèò íå âûøå ïà-
ðàáîëû ϕ(λ) = λf(x) + (1 − λ)f(y) − 1

2µλ(1 − λ)∥x − y∥2, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè (x, f(x)) è (y, f(y)) (ðèñ. 4.2).

Ðèñ. 4.2

Ò å î ð å ì à 4.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ñèëüíî âûïóêëà è íåïðåðûâíà
íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå X ⊆ Rn (â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü
X = Rn). Òîãäà åå ìíîæåñòâî Ëåáåãà

Xk = {x ∈ X : f(x) ≤ k}

îãðàíè÷åíî ïðè ëþáîì k.

Ò å î ð å ì à 4.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1(X). Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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1) f(x) ñèëüíî âûïóêëà íà X ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ;

2) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X

f(y) ≥ f(x) + ⟨∇f(x), y − x⟩+ 1

2
µ∥y − x∥2 ;

3) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X

⟨∇f(y)−∇f(x), y − x⟩ ≥ µ∥y − x∥2 .

Ò å î ð å ì à 4.6. Ôóíêöèÿ f(x) ∈ C2(X) ñèëüíî âûïóêëà íà X ñ
êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè µ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ X

⟨∇2f(x)(y − x), y − x⟩ ≥ µ∥y − x∥2. (4.3)

Åñëè X = Rn, òî óñëîâèå (4.3) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

⟨∇2f(x)p, p⟩ ≥ µ∥p∥2 ∀ x, p ∈ Rn.

Ï ð è ì å ð 4.1. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

f(x) = ax21 ++bx1x2 + cx22 .

Ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x), ∇f(x) = (2ax1 + bx2, bx1 + 2cx2), ãåññèàí

∇2f(x) =

[
2a b
b 2c

]
.

Ãëàâíûå óãëîâûå ìèíîðû △1 = 2a, △2 = 4ac− b2. Ïðè a > 0 è 4ac > b2

èìååì △1 > 0, △2 > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà, ìàò-
ðèöà ∇2f(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x = (x1, x2). Áîëåå òîãî,
òàê êàê ìàòðèöà ∇2f(x) íå çàâèñèò îò x, òî

⟨∇2f(x)p, p⟩ ≥ µ∥p∥2 äëÿ ëþáûõ x = (x1, x2), p = (p1, p2) ,

ãäå µ � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû ∇2f(x). Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ f(x) ñèëüíî âûïóêëà íà Rn ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè
µ. Åñëè a ≥ 0, c ≥ 0 è 4ac ≥ b2, òî âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðè-
öû ∇2f(x) íåîòðèöàòåëüíû (ãëàâíûå ìèíîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíû 2c
è 2a). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ∇2f(x) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ
âñåõ x = (x1, x2) è ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà Rn.
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

4.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè fi(x), i = 1, . . . ,m âûïóêëû íà
âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, òî èõ íåîòðèöàòåëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

f(x) =
m∑
i=1

αifi(x) , αi ≥ 0 , i = 1, . . . ,m òàêæå âûïóêëà íà X. Â ÷àñò-

íîñòè, âûïóêëûìè ÿâëÿþòñÿ ñóììà ëþáîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ôóíêöèé
è ïðîèçâåäåíèå âûïóêëîé ôóíêöèè íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî i = k ôóíêöèÿ fk(x) ñèëüíî âûïóêëà è αk > 0, òî ôóíêöèÿ
f(x) ñèëüíî âûïóêëà.

4.2. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Èåíñåíà: Åñëè ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà
âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, òî

f

(
m∑
i=1

λixi

)
≤

m∑
i=1

λif(xi) ,

ãäå xi ∈ X ,λi ≥ 0 , i = 1, . . . ,m ,
m∑
i=1

λi = 1 .

4.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà Rn, òî ôóíêöèÿ
îäíîé ïåðåìåííîé g(λ) = f(x+ λp) âûïóêëà ïðè ëþáûõ x, p ∈ Rn .

4.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà è íåîòðèöàòåëüíà íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå X. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ φ(x) = f 2(x) òàêæå âû-
ïóêëà íà X. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî âûïóêëà, òî ñòðîãî âûïóêëà è
ôóíêöèÿ φ(x).

4.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) âîãíóòà è ïîëîæèòåëüíà íà âûïóêëîì ìíî-
æåñòâå X. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = [g(x)]−1 âûïóêëà íà X.

4.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ h(x) âûïóêëà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X. Òîãäà
å¼ ñðåçêà h+(x) = max{0, h(x)} òàêæå âûïóêëà íà X (äîêàçàòü).

4.7. Ïóñòü ôóíêöèè fi(x) , i = 1, . . . ,m, âûïóêëû íà ìíîæåñòâå X.
Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ φ(x) = max

i=1,...,m
fi(x) òàêæå âûïóêëà íà X.

4.8. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà âûïóêëîì ìíîæå-
ñòâå X, òî å¼ ìíîæåñòâî Ëåáåãà Xk = {x ∈ X : f(x) ≤ k} âûïóêëî ïðè
ëþáîì k.
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4.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà
âûïóêëîì ìíîæåñòâå X. Ïîêàçàòü, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü

Hk = {x ∈ Rn : ⟨∇f(xk), x− xk⟩ = 0}

ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé êî ìíîæåñòâó Ëåáåãà

Xk = {x ∈ X : f(x) ≤ f(xk)}

â òî÷êå xk.

4.10. Ïóñòü ôóíêöèè hi(x), i = 1, . . . ,m âûïóêëû íà âûïóêëîì ìíî-
æåñòâå X. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ìíîæåñòâî X0 = {x ∈ X : hi(x) ≤ 0, i =
= 1, . . . ,m} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

4.11. Ïóñòü ôóíêöèè gj(x), j = 1, . . . , r âîãíóòû íà âûïóêëîì ìíî-
æåñòâå X. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ìíîæåñòâî X0 = {x ∈ X : gj(x) ≥ 0 , j =
= 1, . . . , r} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

4.12. Âûâåñòè êðèòåðèè ñòðîãîé âûïóêëîñòè ãëàäêèõ è äâàæäû ãëàä-
êèõ ôóíêöèé.

4.13. Äîêàçàòü òåîðåìó 4.4 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà X.

4.14. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ñèëüíî âûïóêëà è äèôôåðåíöèðóåìà íà
âûïóêëîì ìíîæåñòâå X. Äîêàçàòü, ÷òî

∇f(x) ̸= ∇f(y) ïðè x ̸= y , x, y ∈ X .

4.15. Ïîêàçàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

f(x) =
1

2
⟨Gx, x⟩+ ⟨c, x⟩+ d

âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà G íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåíà è ñèëüíî âûïóêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöàG îïðåäåëåíà
ïîëîæèòåëüíî. Ìîæåò ëè îíà áûòü ñòðîãî âûïóêëîé?

4.16. Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèè âûïóêëîñòè, ñòðîãîé è ñèëüíîé âû-
ïóêëîñòè ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

4.17. Ôóíêöèÿ f(x) (Rn → R1) íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé, åñëè îíà
ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x) = f1(x1) + f2(x2) + . . .+ fn(xn).

40



Ñåïàðàáåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèè f(x) =< c, x > è f(x) =
= ∥x− a∥2. Äîêàçàòü, ÷òî ñåïàðàáåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïóêëû ôóíêöèè f1(x1), . . . , fn(xn).

4.18. Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ èññëåäîâàòü ôóíêöèè f(x) íà âûïóê-
ëîñòü (âîãíóòîñòü) íà çàäàííûõ ìíîæåñòâàõ X. Äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ
(âîãíóòûõ) ôóíêöèé âû÷èñëèòü êîíñòàíòó ñèëüíîé âûïóêëîñòè (âîãíó-
òîñòè).

a) f(x) = x61 + x22 + x23 + x24 + 10x1 + 5x2 − 3x4 − 20, X = R4;

b) f(x) = exp(2x1 + x2), X = R2;

c) f(x) = −x31 − x32 − x33 + 10x1 − x2 + 15x3 + 6,

X = R3
+ = {x ∈ R3 : x ≥ 0};

d) f(x) = x21 + x22 +
1
2x

2
3 + x1x2 − x3 + 10, X = R3;

e) f(x) = −x21 − x22 − 2x23 + x1x2 + x1x3 + x2x3 + 5x2, X = R3;

f) f(x) = x31+2x33+10x1+x2−5x3+6, X = R3
− = {x ∈ R3 : x ≤ 0};

g) f(x) = 5x41 + x62 + x23 − 13x1 + 7x3 − 8, R = E3;

h) f(x) = −1
2x

7
2 +

1
2x

4
3 + 2x2x3 + 11x1 + 6, X = R3

−;

i) f(x) = (x21 − x2)
2, X = R2;

j) f(x) = x1 exp(−x1 − x2), X = R2;

k) f(x) = 2x21 + x22 + 2x23 + x1x2 − 6x1x3, X = R3;

l) f(x) = 3x21 + x22 + 2x23 + x1x2 + 3x1x3 + x2x3 + 3x2, X = R3;

m) f(x) = 5x21 +
1
2x

2
2 + 4x23 + x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 + x3, X = R3;

n) f(x) = −2x21− 1
2x

2
2−5x23+

1
2x1x2+2x1x3+x2x3+3x1−2x2, X = R3;

o) f(x) =
√

1 + x21 + x22, X = R2;

p) f(x) = ln
n∑

i=1

exp(xi), X = Rn.
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Ãëàâà 2

Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé ìíîãèõ

ïåðåìåííûõ

� 1. Ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X ⊆ Rn.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé
ñíèçó íà ìíîæåñòâå X, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî α òàêîå, ÷òî α ≤ f(x)
äëÿ âñåõ x ∈ X. ×èñëî α íàçûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé ôóíêöèè f(x) íà
ìíîæåñòâå X.

ßñíî, ÷òî åñëè α ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé ôóíêöèè f(x) íà ìíîæå-
ñòâåX, òî ëþáîå ÷èñëî α′ < α òàêæå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé ôóíêöèè
f(x) íà ìíîæåñòâå X.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà ñíèçó íà
ìíîæåñòâå X. ×èñëî α íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöåé èëè íèæ-
íåé ãðàíüþ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X è îáîçíà÷àåòñÿ inf

x∈X
f(x), åñëè

îíî ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé, à ëþáîå ÷èñëî α′ > α íèæíåé ãðàíèöåé
óæå íå ÿâëÿåòñÿ. Òî åñòü ÷èñëî α � òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ôóíêöèè
f(x) íà ìíîæåñòâå X, åñëè α ≤ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X è äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
α′ > α íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî f(x) < α′.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà ñíèçó íà ìíîæå-
ñòâå X. Òîãäà åå íèæíÿÿ ãðàíü íà ýòîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò.

Åäèíñòâåííîñòü íèæíåé ãðàíè âûòåêàåò èç åå îïðåäåëåíèÿ.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íå îãðàíè÷åííîé
ñíèçó íà ìíîæåñòâåX, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ X
òàêîé, ÷òî f(x) < α.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå îãðàíè÷åíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå X, òî åå íèæ-
íÿÿ ãðàíü íà ýòîì ìíîæåñòâå ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé −∞ : inf

x∈X
f(x) = −∞.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Òî÷êà x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà,
à âåëè÷èíà f(x∗) � ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì, èëè ìèíèìóìîì ôóíêöèè
f(x) íà ìíîæåñòâå X, åñëè f(x∗) ≤ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X îáîçíà÷àåòñÿ êàê min
x∈X

f(x)

èëè ïðîñòî min
X

f(x). Òî÷êà ìèíèìóìà îáîçíà÷àåòñÿ êàê argmin
x∈X

f(x), à

ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâåX � argmin
x∈X

f(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò,
òî min

x∈X
f(x) = inf

x∈X
f(x), è â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äî-

ñòèãàåò ñâîåé íèæíåé ãðàíè íà ìíîæåñòâå X (â òî÷êå x∗ = argmin
x∈X

f(x)).

Ï ð è ì å ð 1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = ex, x ∈ R1. Òîãäà

inf
x≥0

f(x) = min
x≥0

f(x) = 1, argmin
x≥0

f(x) = 0, argmin
x≥0

f(x) = {0}.

Â òî æå âðåìÿ inf
R1
f(x) = 0 < f(x) äëÿ âñåõ x ∈ R1, ò. å. ìèíèìóì

ôóíêöèè f(x) íà R1 íå ñóùåñòâóåò: argmin
R1

f(x) = ∅.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó íà ìíîæåñòâå X, åñëè
ñóùåñòâóåò ÷èñëî β (âåðõíÿÿ ãðàíèöà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X)
òàêîå, ÷òî f(x) ≤ β äëÿ âñåõ x ∈ X. Åñëè, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî β′ < β
íàéäåòñÿ x ∈ X òàêîå, ÷òî f(x) > β′, òî β íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíèöåé èëè âåðõíåé ãðàíüþ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X. Âåðõíÿÿ
ãðàíü ôóíêöèè f(x), îãðàíè÷åííîé ñâåðõó íà ìíîæåñòâåX, ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà ìíîæåñòâå X,
ò. å. äëÿ ëþáîãî ÷èñëà β íàéäåòñÿ x ∈ X òàêîé, ÷òî f(x) > β, òî ôóíêöèÿ
f(x) íàçûâàåòñÿ íå îãðàíè÷åííîé ñâåðõó íà ìíîæåñòâå X, à åå âåðõíÿÿ
ãðàíü ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé +∞. Ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó è ñâåðõó
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Òî÷êà x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæå-
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ñòâå X, à âåëè÷èíà f(x∗) � ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì èëè ìàêñèìóìîì
ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X, åñëè f(x∗) ≥ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X.

Âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X îáîçíà÷àåòñÿ sup
x∈X

f(x),

à åå ìàêñèìóì íà ýòîì ìíîæåñòâå � max
x∈X

f(x).

Ò å î ð å ì à 1.2 (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíà íà çàìêíóòîì è îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X. Òîãäà îíà äîñòèãàåò
íà ýòîì ìíîæåñòâå ñâîèõ òî÷íûõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé.

Òî åñòü ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà êîìïàêòíîì
ìíîæåñòâå, ñóùåñòâóþò.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Òî÷êà x∗ ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà, à âåëè÷èíà f(x∗) � ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè f(x) íà
ìíîæåñòâå X, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî

f(x∗) ≤ f(x) ∀ x ∈ X ∩O(x∗, ε) . (1.1)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì ε > 0 ðàâåíñòâî â (1.1) âîçìîæíî ëèøü ïðè x = x∗,
òî x∗ � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à f(x∗) � ñòðîãèé ëî-
êàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X.

Ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X îáîçíà÷àþò êàê
locmin

x∈X
f(x). Â îòëè÷èå îò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ìèíèìóì â ñìûñëå îïðå-

äåëåíèÿ 1.4 íàçûâàþò òàêæå ãëîáàëüíûì èëè àáñîëþòíûì ìèíèìóìîì
ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåí-
íî î ãëîáàëüíîì ìèíèìóìå, åãî îáîçíà÷àþò òàêæå êàê absmin

x∈X
f(x). Ôóíê-

öèÿ f(x) ìîæåò èìåòü íà ìíîæåñòâåX ðàçëè÷íûå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû.
Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, åñëè îí ñóùåñòâóåò, � åäèíñòâåííûé. Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî âñÿêèé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ëî-
êàëüíûì, îáðàòíîå æå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Îäíàêî, åñëè ôóíêöèÿ
f(x) âûïóêëà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, òî âñÿêàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðè-
÷åì ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà X∗ = argmin

X
f(x) âûïóêëî. Åñëè f(x)

ñòðîãî âûïóêëà íà X, òî ìíîæåñòâî X∗ ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîé
òî÷êè. Íàêîíåö, åñëè f(x) íåïðåðûâíà è ñèëüíî âûïóêëà, à ìíîæåñòâî
X � âûïóêëî è çàìêíóòî (â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü X = Rn), òî òî÷êà
ìèíèìóìà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ëîêàëüíûé è ãëîáàëüíûé ìàêñèìóìû ôóíê-
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öèè f(x) íà ìíîæåñòâå X. Ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû è ìàêñè-
ìóìû íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè è ãëîáàëüíûìè, ñîîòâåòñòâåííî, ýêñòðå-
ìóìàìè ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X. Íà ðèñ. 1.1 òî÷êè x1, x3 è x5 �
òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî÷êè x2, x4 è x6 � òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b], ïðè÷åì òî÷êè x3 è x6 ÿâëÿþòñÿ
îäíîâðåìåííî è òî÷êàìè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ðèñ. 1.1

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1.1. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) îãðàíè÷åíû íà ìíîæåñòâåX. Äîêàçàòü
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

a) inf
X
f(x) = − sup

X
[−f(x)] ,

sup
X
f(x) = − inf

X
[−f(x)] ;

b) inf
X
λf(x) = λ inf

X
f(x) , λ > 0 ,

sup
X
λf(x) = λ sup

X
f(x) , λ > 0 ;

c) inf
X
λf(x) = λ sup

X
f(x) , λ < 0 ,

sup
X
λf(x) = λ inf

X
f(x) , λ < 0 ;

45



d) inf
X
[f(x) + c] = inf

X
f(x) + c ,

sup
X

[f(x) + c] = sup
X
f(x) + c ;

e) åñëè f(x) ≤ g(x) äëÿ âñåõ x ∈ X, òî

inf
X
f(x) ≤ inf

X
g(x) ,

sup
X
f(x) ≤ sup

X
g(x) ;

f) inf
X
[f(x) + g(x)] ≥ inf

X
f(x) + inf

X
g(x) ,

sup
X

[f(x) + g(x)] ≤ sup
X
f(x) + sup

X
g(x) ;

g) inf
X
[f(x)− g(x)] ≤ inf

X
f(x)− inf

X
g(x) ,

sup
X

[f(x)− g(x)] ≥ sup
X
f(x)− sup

X
g(x) ;

h) åñëè f(x) ≥ 0 è g(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ X, òî

inf
X
[f(x)g(x)] ≥ inf

X
f(x) · inf

X
g(x) ,

sup
X

[f(x)g(x)] ≤ sup
X
f(x) · sup

X
g(x) ;

i) inf
X

min{f(x), g(x)} = min{inf
X
f(x), inf

X
g(x)} ,

sup
X

max{f(x), g(x)} = max{sup
X
f(x), sup

X
g(x)} ;

j) inf
X

max{f(x), g(x)} ≥ max{inf
X
f(x), inf

X
g(x)} ,

sup
X

min{f(x), g(x)} ≤ min{sup
X
f(x), sup

X
g(x)} .

Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé a) � j) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíê-
öèè f(x) è (èëè) g(x) íå îãðàíè÷åíû ñíèçó (ñâåðõó) íà ìíîæåñòâå X.
Íàïîìíèì, ÷òî

(+∞) + a = +∞, åñëè a ̸= −∞ ; (+∞) · a = +∞, åñëè a > 0 ;

(−∞) + a = −∞, åñëè a ̸= +∞ ; (+∞) · a = −∞, åñëè a < 0 ;

(−∞) · a = −∞, åñëè a > 0 ; (−∞) · a = +∞, åñëè a < 0 ,

à äåéñòâèÿ (+∞) + (−∞), (+∞) · 0 è (−∞) · 0 ëèøåíû ñìûñëà.
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1.2. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà çàìê-
íóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X ∈ Rn, X1 = argmin

X
f(x), X2 =

= argmax
X

f(x). Äîêàçàòü, ÷òî

i. ìíîæåñòâà X1 è X2 çàìêíóòû;

ii. min
X

[f(x) + g(x)] ≤ min
X

f(x) + min
X1

g(x);

iii. max
X

[f(x) + g(x)] ≥ max
X

f(x) + max
X2

g(x).

1.3. Ïóñòü X ⊂ Rn � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, X � çàìûêàíèå X,
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà X. Äîêàçàòü, ÷òî

inf
X
f(x) = inf

X
f(x) , sup

X
f(x) = sup

X

f(x) .

1.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y) îïðåäåëåíà íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
ìíîæåñòâ X è Y . Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ìèíèìàêñîâ:

sup
X

inf
Y
F (X,Y ) ≤ inf

Y
sup
X
F (X, Y ) .

1.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y) îïðåäåëåíà íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
ìíîæåñòâ X è Y . Äîêàçàòü, ÷òî

inf
X×Y

F (x, y) = inf
X

inf
Y
F (x, y) = inf

Y
inf
X
F (x, y) .

1.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) � ñåïàðàáåëüíàÿ: f(x) = f1(x1)+ . . .+fn(xn) ,
x = (x1, . . . , xn) , xi ∈ Xi , i = 1, . . . , n , ìíîæåñòâî X = X1 × . . .×Xn .
Äîêàçàòü, ÷òîmin

X
f(x) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâó-

þò ýêñòðåìóìû min
Xi

fi(xi) , i = 1, . . . , n . Ïðè ýòîì

min
X

f(x) =
n∑

i=1

min
Xi

fi(xi) .

1.7. Ïóñòü h(x) : X → R1, f(x) � âîçðàñòàþùàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ íà îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè h(x). Äîêàçàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâà òî÷åê ãëîáàëüíûõ è ëîêàëüíûõ, ñòðîãèõ è íåñòðîãèõ ýêñòðåìó-
ìîâ ôóíêöèè f(h(x)) ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæåñòâàìè äëÿ
ôóíêöèè h(x), ïðè÷åì

min
X

f(h(x)) = f
(
min
X

h(x)
)
, max

X
f(h(x)) = f

(
max
X

h(x)
)
.
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Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè äàííîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà f � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ).

1.8. Ïîêàçàòü, ÷òî âñå ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1.2 ñóùåñòâåííû. (Óêà-
çàíèå: ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà íåâûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ
ïðåäïîëîæåíèé ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x) íà
ìíîæåñòâå X.)

1.9. Ïóñòü X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rn, ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà
è íåïðåðûâíà íà X è ñóùåñòâóåò òî÷êà xk ∈ X òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî
Ëåáåãà Xk = {x ∈ X : f(x) ≤ f(xk} îãðàíè÷åíî. Òîãäà ìíîæåñòâî
X∗ = argmin

X
f(x) íå ïóñòî. (Äîêàçàòü.)

1.10. Ïóñòü X � íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rn, ôóíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà X è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ∈ X

òàêîé, ÷òî ∥xk∥ → ∞ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

f(xk) = +∞ ( lim
k→∞

f(xk) = −∞).

Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) íà ìíîæå-
ñòâå X. (Äîêàçàòü.)

1.11. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è ñèëüíî âûïóêëà íà âûïóêëîì
è çàìêíóòîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rn (â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü X = Rn).
Òîãäà òî÷êà x∗ = argmin

X
f(x) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. (Äîêàçàòü.)

1.12. Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî èç Rn. Ðàññòîÿíèåì îò òî÷-
êè v ∈ Rn äî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ρ(v,X) = inf

x∈X
∥x − v∥.

Äîêàçàòü, ÷òî

|ρ(u,X)− ρ(v,X)| ≤ ρ(u, v) ∀u, v ∈ Rn.

1.13. Ïóñòü X � íåïóñòîå âûïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç Rn.
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ Rn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà π ∈ X

òàêàÿ, ÷òî ρ(v,X) = ∥π− v∥. Òî÷êà π íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè v íà
ìíîæåñòâî X è îáîçíà÷àåòñÿ êàê πX(v) èëè ïðîñòî π(v).

1.14. Ïóñòü X ⊂ Rn � çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, f(x) =
= ⟨c, x⟩ , c ̸= 0. Äîêàçàòü, ÷òî argmin

X
f(x) ⊂ ∂X, ò. å. ìèíèìóì ëèíåé-

íîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà X. Åñëè X � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, òî argmin

X
f(x) = ∅.
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1.15. Ïóñòü X ⊂ Rn � âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ôóíêöèÿ f(x)
âîãíóòà è íåïðåðûâíà íà X, f(x) ̸= const íà X. Äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìóì
ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ýòîãî ìíîæåñòâà.

1.16. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rn. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) > 0 äëÿ
âñåõ x ∈ X, òî

min
X

f(x) = [max
X

f−1(x)]−1 ; max
X

f(x) = [min
X

f−1(x)]−1 .

1.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà âûïóêëîì ìíîæå-
ñòâå X ⊂ Rn, òî âñÿêàÿ òî÷êà åå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (åñëè îíà ñóùå-
ñòâóåò) ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðè÷åì
ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìàX∗ = argmin

X
f(x) âûïóêëî. Åñëè f(x) ñòðîãî

âûïóêëà íà X, òî ìíîæåñòâî X∗ ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîé òî÷êè.

1.18. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {xk} ∈ X íàçûâàåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ ôóíêöèè f(x) íà
ìíîæåñòâå X, åñëè

lim
k→∞

f(xk) = inf
x∈X

f(x).

Äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåãäà ñóùåñòâóåò.

1.19. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó
X, åñëè ρ(xk, X) → 0 ïðè k → ∞. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå X ⊂ Rn, òî ëþ-
áàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå
X ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó X∗ = argmin

x∈X
f(x).

1.20. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ∈ X íàçûâàåòñÿ ðåëàêñàöèîííîé äëÿ
ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X, åñëè f(x1) ≥ f(x2) ≥ . . . . Âñÿêàÿ ëè
ðåëàêñàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé? Ìèíè-
ìèçèðóþùàÿ � ðåëàêñàöèîííîé?

1.21. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, ñõîäÿùàÿñÿ ê ìíîæåñòâó
X∗ = argmin

x∈X
f(x), íå îáÿçàòåëüíî ñõîäèòñÿ ê êàêîé-ëèáî òî÷êå ýòîãî

ìíîæåñòâà.
Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé f(x) = cos(x) è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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a. x2k = −π − 1

k
, x2k+1 = π − 1

k
, k = 1, 2, . . . ;

b. xk = π(2k + 1)− 1

k
, k = 1, 2, . . . .

Âûÿñíèòå, ìîæíî ëè èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê êîíêðåòíûì òî÷êàì èç X∗?

1.22. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f(x) =
x2

x6 + 2
.

ßâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk = 2k (k = 1, 2, . . .) ìèíèìèçèðóþùåé
äëÿ ôóíêöèè f(x)? Ñõîäÿùåéñÿ ê ìíîæåñòâó X∗ = argmin

x∈X
f(x)?

1.23. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìîâ, äàòü èõ õàðàêòåðèñòèêè è âû÷èñ-
ëèòü âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X:

a) f(x) =


x4, x ≤ −2,
1, −2 < x ≤ 0,
cosx, 0 < x ≤ π,
2, π < x ≤ 5,

2e(x−5), 5 < x < 10, X = {x ∈ R1 : x < 10};

b) f(x) =


x2, −1 ≤ x ≤ 1,
(x− 3)2 − 3, 1 ≤ x ≤ 4,
0, 4 < x ≤ 5, X = [−1, 5] ∈ R1;

c) f(x) =

{
| cosx|, x ≤ 0,
| sinx|, x > 0, X = R1.

ßâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk =
(−1)k

k
, k = 1, 2, . . . ìèíèìèçèðóþ-

ùåé äëÿ ôóíêöèè f(x) èç ñ)? Ñõîäÿùåéñÿ ê ìíîæåñòâó òî÷åê ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà)?

1.24. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f(x) = |||x2− 1| − 1| − 1| íà
îòðåçêå [a, b] ïðè ðàçëè÷íûõ a è b.
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� 2. Çàäà÷à íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì

Çàäà÷åé íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì íàçûâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìè-
íèìóìà èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) : Rn → R1 (è òî÷åê, â êîòîðûõ ýòè
ýêñòðåìóìû äîñòèãàþòñÿ) íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn. Êîðîòêî ýòó çàäà÷ó
áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) → min (max) ; x ∈ Rn . (2.1)

Çäåñü ¾→ min(max)¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíûé ñèìâîë è ÷èòàåòñÿ êàê
¾ìèíèìèçèðîâàòü, íàéòè ìèíèìóì (ìàêñèìèçèðîâàòü, íàéòè ìàêñè-
ìóì)¿, à çàïèñü x ∈ Rn îçíà÷àåò, ÷òî íà ïåðåìåííûå çàäà÷è íå íàëîæå-
íî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Ïîýòîìó çàäà÷ó (2.1) íàçûâàþò òàêæå çàäà÷åé
ìèíèìèçàöèè (ìàêñèìèçàöèè) áåç îãðàíè÷åíèé èëè ïðîñòî çàäà÷åé áåç-
óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè (ìàêñèìèçàöèè). Ôóíêöèÿ f(x) â çàäà÷å (2.1)
íàçûâàåòñÿ öåëåâîé ôóíêöèåé.

Ïîñêîëüêó

max
X

f(x) = −min
X

[−f(x)] , min
X

f(x) = −max
X

[−f(x)] ,

òî ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ íà ìèíèìóì è ìàêñèìóì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ëèøü îäíîé èç íèõ: çàäà÷à íà ìàêñèìóì ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ìèíèìóì,
à çàäà÷à íà ìèíèìóì � ê çàäà÷å íà ìàêñèìóì èçìåíåíèåì çíàêà öåëåâîé
ôóíêöèè. Ñëåäóÿ òðàäèöèè, ñëîæèâøåéñÿ â ëèòåðàòóðå ïî îïòèìèçàöèè,
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðàâèëî, çàäà÷ó íà ìèíèìóì.

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèÿõ.

Ò å î ð å ì à 2.1 (òåîðåìà Ôåðìà). Ïóñòü x∗ � òî÷êà ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x∗, òî

∇f(x∗) = 0 . (2.2)

Î á ñ ó æ ä å í è å

1. Òàê êàê âñÿêàÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåí-
íî è òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî óñëîâèå (2.2) ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåîá-
õîäèìûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà
âñåì ïðîñòðàíñòâå, òî óñëîâèå (2.2) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìûì,
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íî è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x). Ýòî
ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç êðèòåðèÿ âûïóêëîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé (òåîðåìà 1.4.2):

f(x) ≥ f(x∗) + ⟨∇f(x∗), x− x∗⟩ ∀ x ∈ Rn .

3. Óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (2.2) íàçûâàþò íåîáõîäèìûì óñëî-
âèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà (ïî ïîðÿäêó èñïîëüçóåìûõ â íåì ïðîèçâîäíûõ).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïóñòü x∗ = arglocmin
Rn

f(x). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äâà-

æäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x∗, òî åå ìàòðèöà Ãåññå íåîòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà â ýòîé òî÷êå:

⟨∇2f(x∗)p, p⟩ ≥ 0 ∀ p ∈ Rn . (2.3)

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé óñèëåíèå óñëîâèÿ (2.3).

Ò å î ð å ì à 2.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x∗. Åñëè â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.2) è ìàòðèöà âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî x∗ � òî÷êà
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x).

Óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) ëåãêî ïîëó÷èòü èç óñëîâèé ìèíè-
ìóìà, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îòìå÷åííîé âûøå ñâÿçüþ ìåæäó ìèíèìó-
ìàìè è ìàêñèìóìàìè. À èìåííî, íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x∗ ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ãðàäèåí-
òà è íåïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â
ýòîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (2.2) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (êàê ìèíèìóìà, òàê è ìàêñèìóìà). Åñ-
ëè ôóíêöèÿ f(x) âîãíóòà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå, òî óñëîâèå (2.2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x). Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x∗ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ
ãðàäèåíòà è îòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû Ãåññå â ýòîé òî÷êå.

Òî÷êè x∗, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (2.2), íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíû-
ìè òî÷êàìè. Ïîñêîëüêó òî÷êè ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
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f(x) ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî ñðåäè åå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, òî îòñþäà,
â ñèëó òåîðåì 2.1�2.3, âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé
íà ýêñòðåìóì.

1. Íàõîäÿòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x) ïî âñåì àðãóìåíòàì
è ðåøàåòñÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∂f(x1, . . . , xn)

∂x1
= 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . (2.4)

∂f(x1, . . . , xn)

∂xn
= 0 .

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.4) ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè. (Åñëè ñèñòåìà
(2.4) íå èìååò ðåøåíèé, òî ôóíêöèÿ f(x) íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê
è, ñòàëî áûòü, íå èìååò ýêñòðåìóìîâ.)

2. Â ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ èññëåäóåòñÿ íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü ìàò-
ðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. Òî÷êè, â êîòîðûõ ìàòðèöà ∇2f(x) ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíà, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à
òî÷êè, â êîòîðûõ ìàòðèöà ∇2f(x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà, � òî÷êàìè
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

3. Àíàëèçèðóþòñÿ ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, â êîòîðûõ ìàòðèöà âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî çíàêîîïðåäåëåííîé. Åñëè ìàòðèöà íåîò-
ðèöàòåëüíî (íåïîëîæèòåëüíî) îïðåäåëåíà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà ïî-
äîçðèòåëüíà íà ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì). Èíîãäà, íåïîñðåäñòâåí-
íî èçó÷àÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ïîäîçðèòåëüíîé òî÷êè, óäà-
åòñÿ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà òî÷êîé ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà. Íàêî-
íåö, åñëè â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íå ÿâëÿ-
åòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé, òî òàêàÿ òî÷êà çàâåäîìî íå ìîæåò áûòü òî÷êîé
ýêñòðåìóìà.

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì èññëåäóåìîé ôóíêöèè ñó-
ùåñòâóåò, òî òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ÿâëÿåòñÿ òà
ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå (íàè-
áîëüøåå) çíà÷åíèå. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ôàêòà ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî
ýêñòðåìóìà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì óòâåðæäåíèå èç óïðàæíåíèÿ 1.10:
åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå è lim

k→∞
f(xk) = +∞
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( lim
k→∞

f(xk) = −∞) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} òàêîé, ÷òî

∥xk∥ → ∞ , òî ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà (ìàêñèìó-
ìà) íà Rn. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî åñëè ìàòðèöà ∇2f(x) íåîòðèöàòåëüíî
(íåïîëîæèòåëüíî) îïðåäåëåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëîé (âîãíóòîé) è ëþáàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà áóäåò òî÷êîé
ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà).

Ç à ì å ÷ à í è å. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î
ïîâåäåíèè ôóíêöèè, åå ìèíèìóìàõ è ìàêñèìóìàõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç
ðàññìîòðåíèÿ åå ëèíèé óðîâíÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ëèíèåé óðîâíÿ ôóíêöèè
f(x) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) ñîõðàíÿåò
êàêîå-ëèáî ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå f(x) = k. Íàïðèìåð, ëèíèè óðîâíÿ ëè-
íåéíîé ôóíêöèè f(x) = c1x1 + . . .+ cnxn ñóòü ïàðàëëåëüíûå ãèïåðïëîñ-
êîñòè (äëÿ n = 3 � ïëîñêîñòè, äëÿ n = 2 � ïðÿìûå) c1x1+ . . .+ cnxn = k.
Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x) = λx21+µx

2
2 , λ, µ > 0, äëÿ k > 0 � êîíöåí-

òðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ x21/a
2+x22/b

2 = 1, ãäå a2 = k/λ, b2 = k/µ,
äëÿ k = 0 � íà÷àëî êîîðäèíàò, à äëÿ k < 0 � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ëèíèè
óðîâíÿ ôóíêöèè f(x) = max{0, x1 + x2} äëÿ k > 0 � ïàðàëëåëüíûå ïðÿ-
ìûå x1 + x2 = k, äëÿ k = 0 � ïîëóïëîñêîñòü x1 + x2 ≤ 0, äëÿ k < 0 �
ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ëèíèè óðîâíÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âèçóàëèçàöèè ôóíê-
öèé âî ìíîãèõ äèñöèïëèíàõ. Íàïðèìåð, íà ãåîãðàôè÷åñêèõ êàðòàõ ñ ïî-
ìîùüþ ëèíèé óðîâíÿ (èçîëèíèé) èçîáðàæàþò ðåëüåô ìåñòíîñòè (çåìíàÿ
ïîâåðõíîñòü â ýòîì ñëó÷àå åñòü ôóíêöèÿ îò ãåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò),
â òåîðèè ïîòðåáëåíèÿ ýòî êðèâûå áåçðàçëè÷èÿ � ìíîæåñòâî íàáîðîâ ïðî-
äóêòîâ, èìåþùèõ äëÿ ïîòðåáèòåëÿ îäèíàêîâóþ ïîëåçíîñòü, â õèìèè �
èçîáàðû è èçîòåðìû è ò. ä.

Ï ð è ì å ð 2.1. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

f(x) = x21 + 2x22 − x1x2 + x1 − x2 .

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x) è ïðèðàâíÿåì èõ íóëþ:

∂f(x)

∂x1
= 2x1 − x2 + 1 = 0 ,

∂f(x)

∂x2
= 4x2 − x1 − 1 = 0 .

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó x∗ = (−3/7, 1/7). Ìàò-
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ðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

∇2f(x) =

[
2 −1

−1 4

]
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâåR2. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíê-
öèÿ f(x) � ñèëüíî âûïóêëàÿ è òî÷êà x∗ � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà. Î÷åâèäíî, ÷òî sup

R2

f(x) = +∞. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x)

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.1. Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà íèõ ïðîñòàâëåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x).

Ðèñ. 2.1

Ï ð è ì å ð 2.2. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

f(x) = x21 + x22 − 2x1x2 + x1 − x2 .

Âû÷èñëÿÿ ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x) è ïðèðàâíèâàÿ åãî íóëþ, ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 2x2 + 1 = 0 ,
−2x1 + 2x2 − 1 = 0 .

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû � ëþáàÿ òî÷êà ïðÿìîé 2x1 − 2x2 = −1 . Ìàòðèöà
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

∇2f(x) =

[
2 −2

−2 2

]
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ïîëîæèòåëüíî ïîëóîðåäåëåíà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R2. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ f(x) � âûïóêëàÿ è äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà â ëþáîé òî÷êå
ïðÿìîé 2x1 − 2x2 = −1 . Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî sup

R2

f(x) = +∞. Ëèíèè

óðîâíÿ ôóíêöèè f(x) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.2. Ïðÿìàÿ X∗ íà ðèñ. 2.2 �
ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà 2x∗1 − 2x∗2 = −1.

Ðèñ. 2.2

Ï ð è ì å ð 2.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = x41 + x42 − (x1 + x2)
2.

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè f(x) : x1 = (0, 0), x2 = (−1,−1), x3 = (1, 1).
Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x1,

∇2f(x1) =

[
−2 −2
−2 −2

]
,

ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x1 ïî-
äîçðèòåëüíà íà ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Îäíàêî, ïîñêîëüêó f(λ,−λ) =
= 2λ4 > 0 = f(x1) äëÿ ëþáûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ λ ̸= 0, òî÷êà x1

íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Ìàòðèöû

∇2f(x2) = ∇2f(x3) =

[
10 −2
−2 10

]
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ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè x2 è x3 ÿâëÿþòñÿ òî÷-
êàìè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðè÷åì f(x2) = f(x3) = −2. Äà-
ëåå, lim

k→∞
f(xk) = +∞ äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} òàêîé, ÷òî

∥xk∥ → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, sup
R2

f(x) = +∞ è, ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà R2. Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè x2 è x3 � òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ïîñêîëüêó
äðóãèõ ïðåòåíäåíòîâ íåò. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x) èçîáðàæåíû íà
ðèñ. 2.3.

Ðèñ. 2.3

Ï ð è ì å ð 2.4. Ýòîò ïðèìåð èíòåðåñåí òåì, ÷òî, õîòÿ ó ðàññìàòðèâàå-
ìîé íèæå ôóíêöèè èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,
òî÷åê ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà íå ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = x21 + 4x32 − 2x1x2 .

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè: x1 = (0, 0), x2 = (1/6, 1/6). Ìàòðèöà âòîðûõ ïðî-
èçâîäíûõ â ïåðâîé èç íèõ,

∇2f(x1) =

[
2 −2

−2 0

]
,

ÿâëÿåòñÿ çíàêîíåîïðåäåëåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x1 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé ýêñòðåìóìà. Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x2,
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∇2f(x2) =

[
2 −2

−2 4

]
.

Ýòà ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, x2 � òî÷êà
ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Â òî æå âðåìÿ, íàïðèìåð, f(−2λ,−λ) =
= −4λ3 → −∞ ïðè λ→ +∞ , f(λ, 0) = λ2 → +∞ ïðè λ→ +∞. Ëèíèè
óðîâíÿ ôóíêöèè f(x) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.4.

Ðèñ. 2.4

Ï ð è ì å ð 2.5. Íà ðèñ. 2.5 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x) =
= x21 − x22. Åå åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, x∗ = (0, 0), íå ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ýêñòðåìóìà � ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ∇2f(x) � çíàêîíå-
îïðåäåëåííàÿ, sup

R2

f(x) = +∞, inf
R2
f(x) = −∞.

Ðèñ. 2.5
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Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) (ðèñ. 2.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü, ïî ôîð-
ìå ïîäîáíóþ ñåäëó, öåíòð (ñåäëîâèíà) êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â òî÷êå (â
R3) (0, 0, 0) = (f(x∗), x∗1, x

∗
2). Òî÷êà x

∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé (ñì.
óïðàæíåíèå 2.14) ôóíêöèè f(x). Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ
f(x) èìååò ìèíèìóì ïî ïåðåìåííîé x1 è ìàêñèìóì ïî ïåðåìåííîé x2 :
min
x1

f(x1, 0) = max
x2

f(0, x2) = f(x∗).

Ðèñ. 2.6

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X ⊂ Rn. Äîêàçàòü,
÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 2.1�2.3 (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
î äèôôåðåíöèðóåìîñòè) ñîõðàíÿþò ñèëó â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå ìíî-
æåñòâà X.

2.2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

a) f(x) = x21 + x22 + x23 − x1x2 + x1 − 2x3 ;

b) f(x) = −x21 − 4x22 + 2x1x2 + x1 ;
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c) f(x) = −x21 + x1
√
x2 − x2 + 6x1 + 10 ;

d) f(x) = 2x21 + 2x22 + x23 − 4x1x2 + x1 + cos x3 ;

e) f(x) = x31 + x22 + 2x23 − x2x3 − x2 ;

f) f(x) = x21 − 2x22 − 2x1x2 + x1 ;

g) f(x) = 2x21 + x32 + x23 − x1x2 + 2x1x3 − x2 ;

h) f(x) = x41 + x42 − 2(x1 − x2)
2 ;

i) f(x) = x1x2 + 20/x1 + 50/x2 ;

j) f(x) = e−x2
1+x2

2+2x1x2−x2 ;

k) f(x) = e−2x2
1−5x2

2+x1x2 ;

l) f(x) = (4− x1)
2 + (x1 − x22)

2 ;

m) f(x) = x21 − x22 + 2e−x2
1 ;

n) f(x) = e−x2
1−x2

2 ;

o) f(x) = ex
2
1+x2

2+2x1x2+2 ;

p) f(x) = (x31 − 1)4 + (x2 − x1)
2 − 2 ;

q) f(x) = x1x
2
2(1− x1 − x2) ;

r) f(x) = (x1 + x2 − 1)e−x2
1−x1x2+x2

2 ;

s) f(x) = x1x
2
2x

2
3(1− x1 − 2x2 − 3x3) ;

t) f(x) = 2x
2/3
1 + x

2/3
2 + 4x

2/3
3 ;

u) f(x) = (x1 − 1)3 + (x32 − x1)
2 ;

v) f(x) = x1x2 ln(x
2
1 + x22) ;

w) f(x) = ae−x1 + be−x2 + ln(ex1 + ex2) , a, b > 0 ;

x) f(x) = (x1 + x2)(x1 − a)(x2 − b) ;

y) f(x) = x21 − 2x1x
2
2 + x42 − x52 ;

z) f(x) = x1e
x1 − (1 + ex1) cos x2 .
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2.3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f(x1, x2), çàäàííóþ íåÿâíî:

a) x21 + x22 + f 2 − 2x1 + 2x2 − 4f − 10 = 0 ;

b) x21 + x22 + f 2 − x1f − x2f + 2x1 + 2x2 + 2f = 2 .

2.4. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b, ïðè êîòîðûõ òî÷êà (0, 1)
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà äëÿ ôóíêöèè

f(x) = 2x21 + a3ex1 + bx1x2 +
1

2
b3x22 + ax2 .

2.5. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b è c, ïðè êîòîðûõ òî÷êà (1,−4)
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ ôóíêöèè

f(x) = ax21 + bx1x2 + x22 + 6x1 + cx2 .

2.6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

f(x1, x2) = x1e
x1 − (1 + ex1) cos x2

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è íè îäíîé òî÷êè
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

2.7. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = (x1 − x22)(2x1 − x22) äîñòèãàåò ìè-
íèìóìà â òî÷êå x∗ = (0, 0) âäîëü êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x∗,
íî x∗ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ýòîé ôóíêöèè.

2.8. Â ïðîñòðàíñòâå Rn íàéòè òî÷êó, ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò
êîòîðîé äî k çàäàííûõ òî÷åê vi, i = 1, 2, . . . , k ìèíèìàëüíà.

2.9. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f(x) = 1
2∥Ax − b∥2 , ãäå

A ∈Mm,n .

2.10. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

f(x) =
1

2
< Gx, x > + < c, x > +d ,

ãäå G � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.

2.11. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è

f(x) = ∥x∥ − ⟨c, x⟩ → min; x ∈ Rn.
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2.12. Íàéòè âñå òî÷êè ýêñòðåìóìà, äàòü èõ õàðàêòåðèñòèêè è âû÷èñ-
ëèòü âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè ôóíêöèè

f(x) = exp[ (x21 − 1)2 + |x2|+ x43 ].

2.13. Ïîñòðîèòü ëèíèè óðîâíÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé (R2 → R1) :

a) f(x) = ∥x− a∥;

b) f(x) = ∥x− a∥2;

c) f(x) = [1 + ∥x− a∥2]−1;

d) f(x) = exp(∥x− a∥);

e) f(x) = ln(1 + ∥x− a∥);

f) f(x) = w1(x1 − a1)
2 + w2(x2 − a2)

2, w1, w2 > 0;

g) f(x) = w1|x1 − a1|+ w2|x2 − a2|, w1, w2 > 0;

h) f(x) = max{w1|x1 − a1|, w2|x2 − a2|}, w1, w2 > 0;

i) f(x) = exp(c1x1 + c2x2);

j) f(x) = x1x2;

k) f(x) = x21 + x22 − 2x1x2;

l) f(x) = x41 + x22 − 2x21x2;

m) f(x) = max{x1, x2};

n) f(x) = max{0,−∥x∥2};

o) f(x) = min{0, x1};

p) f(x) = x21 + 2x22 − 4x1 + 2x2;

q) f(x) = x21 − 2x22 − 4x1 + 2x2.

2.14. Òî÷êà (x∗, y∗) íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x, y), åñëè
f(x∗, y∗) = min

x
f(x, y∗) = max

y
f(x∗, y), èëè f(x∗, y∗) = max

x
f(x, y∗) =

= min
y
f(x∗, y). Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà (x0, y0) ñåäëîâîé òî÷êîé

(èëè òî÷êîé ýêñòðåìóìà) ôóíêöèè f(x, y):

f(x, y) = −1 + 4(ex − x)− 5x sin y + 6y2, (x0, y0) = (0, 0);

f(x, y) = (x2 − 2x) cos y, (x0, y0) = (1, π).

62



� 3. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì

Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì íàçûâàåòñÿ çàäà÷à íà-
õîæäåíèÿ ìèíèìóìà (èëè ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f(x) : Rn → R1 íà ìíî-
æåñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

g1(x1, . . . , xn) = 0 ,

g2(x1, . . . , xn) = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

gm(x1, . . . , xn) = 0 .

Êîðîòêî ýòó çàäà÷ó áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) → min (max); gj(x) = 0, j = 1, . . . ,m (3.1)

èëè
f(x) → min (max); x ∈ X ,

ãäå X = {x ∈ Rn : gj(x) = 0, j = 1, . . . ,m}. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ
äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì, à òî÷êè x ∈ X � äîïóñòèìûìè òî÷êàìè.

Çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì íàçûâàþò òàêæå çàäà÷åé (ìèíèìè-
çàöèè èëè ìàêñèìèçàöèè) ñ îãðàíè÷åíèÿìè-ðàâåíñòâàìè, à óðàâíåíèÿ
gj(x) = 0, çàäàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå, � óðàâíåíèÿìè ñâÿ-
çåé, èëè, ïðîñòî, ñâÿçÿìè çàäà÷è.

Ðèñ. 3.1. k∗ < k1 < k2 < k3 < k∗∗
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Íà ðèñ. 3.1 ïðèâåäåíà ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ çàäà÷è (3.1): òî÷êà
ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà êðèâîé g(x) = 0 � ýòî òî÷êà x∗, ïðèíàäëå-
æàùàÿ ëèíèè óðîâíÿ f(x) = k∗, ãäå k∗ � íàèìåíüøåå ñðåäè âñåõ k, ïðè
êîòîðûõ êðèâûå f(x) = k è g(x) = 0 èìåþò îáùèå òî÷êè. Àíàëîãè÷íî,
òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) íà êðèâîé g(x) = 0 � ýòî òî÷êà x∗∗, ïðè-
íàäëåæàùàÿ ëèíèè óðîâíÿ f(x) = k∗∗, ãäå k∗∗ � íàèáîëüøåå ñðåäè âñåõ
k, ïðè êîòîðûõ êðèâûå f(x) = k è g(x) = 0 èìåþò îáùèå òî÷êè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) óäàåòñÿ ïðèìåíèòü
ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ. Äîïóñòèì, ÷òî m < n è èç îãðàíè÷å-
íèé çàäà÷è ìîæíî âûðàçèòü m êàêèõ-ëèáî êîìïîíåíò âåêòîðà x ÷åðåç
îñòàëüíûå n−m êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,

x1 = φ1(xm+1, xm+2, . . . , xn),

x2 = φ2(xm+1, xm+2, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm = φm(xm+1, xm+2, . . . , xn).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â öåëåâóþ ôóíêöèþ, ïðèõîäèì ê çàäà÷å íà
áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè n − m ïåðåìåííûõ ψ(xm+1, . . . , xn) =
= f(φ1(xm+1, . . . , xn), . . . , φm(xm+1, . . . , xn), xm+1, . . . , xn).

Ï ð è ì å ð 3.1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

f(x) = (x1 − 1)2 + 2x32 + x33 + (x4 + 1)2 → extr; (3.2)

x1 + 2x2 + x3 = 1; (3.3)

x2 − 2x3 + x4 = 1. (3.4)

Çàïèñü ¾→ extr¿ îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ìè-
íèìóì è íà ìàêñèìóì. Èç óðàâíåíèé ñâÿçåé èìååì

x1 = 1− 2x2 − x3, x4 = 1− x2 + 2x3. (3.5)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â öåëåâóþ ôóíêöèþ, ïðèõîäèì ê çàäà÷å íà
áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ:

ψ(x2, x3) = (2x2 + x3)
2 + 2x32 + x33 + (2− x2 + 2x3)

2 → extr. (3.6)

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ψ(x2, x3) èìåþò âèä:

∂ψ(x2, x3)

∂x2
= 6x22 + 10x2 − 4;

∂ψ(x2, x3)

∂x3
= 3x23 + 10x3 + 8.
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Ïðèðàâíèâàÿ èõ íóëþ è ðåøàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, íàõîäèì ÷åòû-
ðå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè â çàäà÷å (3.6): (1/3,−2), (1/3,−4/3), (−2,−2),
(−2,−4/3). Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

∇2ψ(x2, x3) =

[
12x2 + 10 0

0 6x3 + 10

]
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â òî÷êå(1/3,−4/3), îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà
â òî÷êå (−2,−2) è ÿâëÿåòñÿ çíàêîíåîïðåäåëåííîé â òî÷êàõ (1/3,−2) è
(−2,−4/3). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (1/3,−4/3) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, à òî÷êà (−2,−2) � òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìàêñèìóìà ôóíêöèè ψ(x2, x3). Òî÷êè (1/3,−2) è (−2,−4/3) íå ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ψ(x2, x3). Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû òî÷åê
ýêñòðåìóìà â (3.5), íàõîäèì äâå òî÷êè:

x1 = (5/3, 1/3,−4/3,−2), x2 = (7,−2,−2,−1).

Ïåðâàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, âòîðàÿ �
òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â çàäà÷å (3.2)�(3.4). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî sup

X
f(x) = sup

R2

ψ(x2, x3) = +∞, inf
X
f(x) = inf

R2
ψ(x2, x3) =

= −∞.

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å (3.1). Äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à (3.1) � çàäà÷à íà ìèíèìóì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè g1(x), . . . , gm(x) äèôôå-
ðåíöèðóåìû â òî÷êå x ∈ X. Ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå x âûïîëíåíî óñëîâèå
ðåãóëÿðíîñòè, åñëè ãðàäèåíòû ∇g1(x), . . . ,∇gm(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ò å î ð å ì à 3.1 (ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Ïóñòü x∗ � òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (3.1). Åñëè ôóíêöèè f(x), g1(x), . . . , gm(x)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗, à â
ñàìîé òî÷êå x∗ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà
λ∗1, . . . , λ

∗
m, òàêèå, ÷òî

∇f(x∗) +
m∑
j=1

λ∗j∇gj(x∗) = 0. (3.7)

×èñëà λ∗1, . . . , λ
∗
m â (3.7) íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà, îòâå-

÷àþùèìè òî÷êå x∗. Óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îáåñïå÷èâàåò íå òîëüêî ñóùå-
ñòâîâàíèå, íî è åäèíñòâåííîñòü ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Â ñàìîì äåëå,
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åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà µ∗1, . . . , µ
∗
m òàêèå, ÷òî µ∗j ̸= λ∗j

õîòÿ áû äëÿ îäíîãî íîìåðà j è

∇f(x∗) +
m∑
j=1

µ∗j∇gj(x∗) = 0, (3.8)

òî, âû÷èòàÿ (3.7) èç (3.8), ïîëó÷èì, ÷òî

m∑
j=1

(µ∗j − λ∗j)∇gj(x∗) = 0.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
îáùèì, íî íå åäèíñòâåííûì óñëîâèåì, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ñóùå-
ñòâóþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Íàïðèìåð, åñëè ∇f(x∗) = 0, òî óñëîâèå
(3.7) âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî: λ∗1 = . . . = λ∗m = 0. Åñëè ïðè ýòîì ìàò-
ðèöà ∇2f(x∗) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî x∗ � òî÷êà áåçóñëîâíîãî, à,
çíà÷èò, è óñëîâíîãî, ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x). Äðóãîé, íåòðè-
âèàëüíûé, ïðèìåð � ýòî çàäà÷è ñ ëèíåéíûìè ñâÿçÿìè

gj(x) = ⟨aj, x⟩ − bj = 0, j = 1, . . . ,m. (3.9)

Åñëè óñëîâèÿ (3.9) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò. å.

rank[∇g1(x) . . . gm(x)] = rank[a1 . . . am] = m,

òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 3.1. Åñëè æå ñðåäè óñëîâèé (3.9) èìåþòñÿ ëè-
íåéíî çàâèñèìûå óñëîâèÿ (íî ñèñòåìà (3.9) ñîâìåñòíà), òî ýòè ëèíåéíî
çàâèñèìûå óñëîâèÿ ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû áåç óùåðáà äëÿ ìíî-
æåñòâà åå ðåøåíèé. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëå èñ-
êëþ÷åíèÿ â ñèñòåìå îñòàëèñü ïåðâûå r < m óðàâíåíèé. Òîãäà, åñëè x∗ �
òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî, â ñèëó òåîðåìû 3.1, ñóùåñòâóþò ÷èñëà
λ∗1, . . . , λ

∗
r, òàêèå, ÷òî

∇f(x∗) +
r∑

j=1

λ∗j∇gj(x∗) = 0.

Ïîëàãàÿ λ∗r+1 = . . . = λ∗m = 0, îòñþäà ïîëó÷èì (3.7). Î÷åâèäíî, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå ìíîæèòåëè Ëàãðàãæà ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî.
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è èìåþò âèä (3.9), òî ìíî-
æåñòâî X = {x ∈ Rn : gj(x) = 0, j = 1, . . . ,m} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà íà ìíîæåñòâå X, òî çàäà÷ó
(3.1) áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî-âûïóêëîé çàäà÷åé íà óñëîâíûé ýêñòðå-
ìóì. Â ëèíåéíî-âûïóêëîé çàäà÷å âñÿêàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, à ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà � íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà.

Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = f(x) + ⟨λ, g(x)⟩ = f(x) +
m∑
j=1

λjgj(x),

ãäå λ = (λ1, . . . , λm), g(x) = (g1(x), . . . , gm(x)). Òîãäà óñëîâèå (3.7) ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå:

Lx(x
∗, λ∗) = 0, (3.10)

ãäå Lx(x, λ) � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè
Ëàãðàíæà ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xn:

Lx(x, λ) = ∇f(x) +
m∑
j=1

λj∇gj(x).

Ìàòðèöó âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî ïåðåìåí-
íûì x1, . . . , xn îáîçíà÷èì ÷åðåç Lxx(x, λ):

Lxx(x, λ) = ∇2f(x) +
m∑
j=1

λj∇2gj(x).

Ò å î ð å ì à 3.2 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü x∗ �
òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (3.1). Åñëè ôóíêöèè f(x), g1(x), . . . ,
gm(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x∗, à â ñàìîé òî÷êå x∗ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, òî

⟨Lxx(x
∗, λ∗)p, p⟩ ≥ 0 (3.11)

äëÿ âñåõ p ̸= 0 òàêèõ, ÷òî

⟨∇gj(x∗), p⟩ = 0, j = 1, . . . ,m. (3.12)

Çäåñü λ∗ � âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

67



Ò å î ð å ì à 3.3 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âòîðîãî ïîðÿäêà). Ïóñòü ôóíê-
öèè f(x), g1(x), . . . , gm(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗ ∈ X è ñóùåñòâóþò ÷èñëà λ∗1, . . . , λ

∗
m òàêèå,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèå (3.10) è óñëîâèå

⟨Lxx(x
∗, λ∗)p, p⟩ > 0 (3.13)

äëÿ âñåõ p ̸= 0 , óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.12). Òîãäà x∗ � òî÷êà ñòðîãîãî ëî-
êàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (3.1).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òåîðåìà 3.3 íå òðåáóåò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
ðåãóëÿðíîñòè â òî÷êå x∗ � äîñòàòî÷íî ëèøü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (3.10)
è (3.13) äëÿ íåêîòîðûõ λ∗1, . . . , λ

∗
m.

Óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâåX íåìåä-
ëåííî ñëåäóþò èç óñëîâèé (3.10), (3.11) è (3.13), åñëè çàäà÷ó íà ìàêñèìóì
çàïèñàòü â âèäå

−f(x) → min; −g(x) = 0.

À èìåííî, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä (3.10) è, òà-
êèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.10) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñ-
òðåìóìà (êàê ìèíèìóìà, òàê è ìàêñèìóìà), à â óñëîâèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà
íóæíî ïðîñòî ïîìåíÿòü çíàêè íåðàâåíñòâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Äîïóñòèìàÿ òî÷êà x∗, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè íåêîòîðîì íàáîðå ìíî-
æèòåëåé λ∗1, . . . , λ

∗
m óñëîâèþ (3.10), íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé â

çàäà÷å (3.1). Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè, ïîäîçðèòåëüíûìè
íà ýêñòðåìóì. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ íóæíî ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ëàãðàí-
æà L(x, λ), âû÷èñëèòü åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x1, . . . , xn è ðåøèòü
ñèñòåìó n+m óðàâíåíèé

Lx(x, λ) = 0 (n óðàâíåíèé), (3.14)

g(x) = 0 (m óðàâíåíèé) (3.15)

ñ n+m íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm. Óðàâíåíèÿ (3.14) � ýòî íåîá-
õîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà (3.10), óðàâíåíèÿ (3.15) � îãðàíè÷åíèÿ çàäà-
÷è (¾óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè¿ òî÷êè x). Íàéäåííûå èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(3.14), (3.15) ñòàöèîíàðíûå òî÷êè èññëåäóþòñÿ íà ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ
óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
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Ç à ì å ÷ à í è å. Ïîñêîëüêó ∂L(x, λ)/∂λj = gj(x), òî ãðàäèåíò ôóíêöèè
Ëàãðàíæà ∇L(x, λ) = (Lx(x, λ), g(x)). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (3.14),
(3.15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

∇L(x, λ) = 0. (3.16)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, òî÷êà (x∗, λ∗), ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé
ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Óñëîâèÿ (3.14), (3.15), èëè, ÷òî � òî æå ñàìîå, óñëî-
âèå (3.16) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ñòàöèîíàðíîñòè.

Ï ð è ì å ð 3.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èç ïðèìåðà 3.1:

f(x) = (x1 − 1)2 + 2x32 + x33 + (x4 + 1)2 → extr;

x1 + 2x2 + x3 = 1,

x2 − 2x3 + x4 = 1.

Îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è � ëèíåéíûå, ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå. Ñëåäîâàòåëüíî,
âî âñåõ äîïóñòèìûõ òî÷êàõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = (x1 − 1)2 + 2x32 + x33 + (x4 + 1)2 +

+ λ1(x1 + 2x2 + x3 − 1) + λ2(x2 − 2x3 + x4 − 1).

Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè:

Lx1
(x, λ) = 2x1 − 2 + λ1 = 0,

Lx2
(x, λ) = 6x22 + 2λ1 + λ2 = 0,

Lx3
(x, λ) = 3x23 + λ1 − 2λ2 = 0,

Lx4
(x, λ) = 2x4 + 2 + λ2 = 0,

g1(x) = x1 + 2x2 + x3 = 1,

g2(x) = x2 − 2x3 + x4 = 1.

Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ:

(x1, λ1) = (7/3, 1/3,−2,−10/3,−8/3, 14/3),

(x2, λ2) = (5/3, 1/3,−4/3,−2,−4/3, 2),

(x3, λ3) = (7,−2,−2,−1,−12, 0),

(x4, λ4) = (19/3,−2,−4/3, 1/3,−32/3,−8/3).
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Ñëåäîâàòåëüíî, â èñõîäíîé çàäà÷å èìååòñÿ ÷åòûðå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè:

x1 = (7/3, 1/3,−2,−10/3), x2 = (5/3, 1/3,−4/3,−2),

x3 = (7,−2,−2,−1), x4 = (19/3,−2,−4/3, 1/3).

Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

Lxx(x, λ) =


2 0 0 0
0 12x2 0 0
0 0 6x3 0
0 0 0 2

 .

Áåç ó÷åòà óñëîâèé (3.12) ýòà ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé íè
â îäíîé èç ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Óñëîâèÿ (3.12) (îäíè è òå æå äëÿ âñåõ
òî÷åê) èìåþò âèä:

⟨∇g1(x), p⟩ = p1 + 2p2 + p3 = 0,

⟨∇g2(x), p⟩ = p2 − 2p3 + p4 = 0.

Îòñþäà
p1 = −2p2 − p3, p4 = −p2 + 2p3. (3.17)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

⟨Lxx(x
1, λ1)p, p⟩ = 2p21 + 4p22 − 12p23 + 2p24 =

= 2(2p2 + p3)
2 + 4p22 − 12p23 + 2(p2 − 2p3)

2 = 14p22 − 2p23. (3.18)

Àíàëîãè÷íî,

⟨Lxx(x
2, λ2)p, p⟩ = 2p21 + 4p22 − 8p23 + 2p24 = 14p22 + 2p23, (3.19)

⟨Lxx(x
3, λ3)p, p⟩ = 2p21 − 24p22 − 12p23 + 2p24 = −14p22 − 2p23, (3.20)

⟨Lxx(x
4, λ4)p, p⟩ = 2p21 − 24p22 − 8p23 + 2p24 = −14p22 + 2p23. (3.21)

Òàê êàê p ̸= 0, òî, â ñèëó (3.17), êîìïîíåíòû p2 è p3 âåêòîðà p íå ìî-
ãóò îäíîâðåìåííî ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
(3.19) îïðåäåëåíà ïîëîæèòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (3.20) îïðåäåëåíà
îòðèöàòåëüíî, à êâàäðàòè÷íûå ôîðìû (3.18) è (3.21) ÿâëÿþòñÿ çíàêîíå-
îïðåäåëåííûìè äëÿ âñåõ p, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3.12). Îòñþäà,
â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà x2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà, òî÷êà x3 � òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, à
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ñòàöèîíàðíûå òî÷êè x1 è x4 íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìîâ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å.

Ï ð è ì å ð 3.3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

f(x) = (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 + x23 → min; (3.22)

x1 + x2 − x3 = 1, (3.23)

2x1 − x2 + 2x3 = 3, (3.24)

3x1 + x3 = 4. (3.25)

Îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è � ëèíåéíûå, ôóíêöèÿ f(x) � ñèëüíî âûïóêëàÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, à óñëîâèÿ ñòàöè-
îíàðíîñòè ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñòðå-
ìóìà.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàäà÷è (3.22)�(3.25) èìååò âèä

L(x, λ) = (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 + x23 + λ1(x1 + x2 − x3 − 1) +

+ λ2(2x1 − x2 + 2x3 − 3) + λ3(3x1 + x3 − 4).

Óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

Lx1
(x, λ) = 2(x1 − 1) + λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0, (3.26)

Lx2
(x, λ) = 2(x2 − 1) + λ1 − λ2 = 0, (3.27)

Lx3
(x, λ) = 2x3 − λ1 + 2λ2 + λ3 = 0, (3.28)

g1(x) = x1 + x2 − x3 − 1 = 0, (3.29)

g2(x) = 2x1 − x2 + 2x3 − 3 = 0, (3.30)

g3(x) = 3x1 + x3 − 4 = 0. (3.31)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.26)�(3.31):

x∗ = (29/26, 14/26, 17/26) (ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è),

λ∗ = (−α+ 7/13,−α− 5/13, α), −∞ < α < +∞.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ (3.23)�(3.25) � ëèíåéíî-çàâèñèìûå. Ðàíã ñè-
ñòåìû îãðàíè÷åíèé ðàâåí äâóì.

Â ãëàäêèõ çàäà÷àõ íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì ðåøåíèå çàäà÷è íàõî-
äèòñÿ ñðåäè åå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Â çàäà÷å íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì
ýòî, ê ñîæàëåíèþ, íå âñåãäà òàê. Íàïðèìåð, ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ R2
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îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì g(x) = x31 − x22 = 0, ôóíêöèÿ f(x) = x1. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
x∗ = (0, 0). Îäíàêî

∇f(x∗) + λ∇g(x∗) =
[
1
0

]
+ λ

[
0
0

]
̸= 0

íè ïðè êàêîì λ. Ïðè÷èíà � â òî÷êå x∗ íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿð-
íîñòè: ãðàäèåíò îãðàíè÷åíèÿ ∇g(x∗) = 0.

Òî÷êè x ∈ X, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè, íàçû-
âàþòñÿ àíîðìàëüíûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà X. Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà â
àíîðìàëüíîé òî÷êå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, êàê, ñêàæåì, â ïðèìåðå 3.3, ãäå
âñå äîïóñòèìûå òî÷êè � àíîðìàëüíûå, à ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü, êàê â
òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå. Äëÿ âûÿñíåíèÿ òîãî, ñóùåñòâóåò ëè
â àíîðìàëüíîé òî÷êå êàêîé-ëèáî ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì, íóæíî ïðî-
âåñòè äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè.

Àíîðìàëüíûå òî÷êè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ÿâëÿþòñÿ, ïî îïðåäåëå-
íèþ, ðåøåíèÿìè ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

n∑
j=1

λj∇gj(x) = 0, (3.32)

g(x) = 0 (3.33)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè λ ̸= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû
(3.32), (3.33) íååäèíñòâåííî � åñëè (λ∗, x∗) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3.32),
(3.33), òî (µ∗, x∗), ãäå µ∗ = αλ∗, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòå-
ìû ïðè ëþáîì α ̸= 0.

Ôîðìàëüíî ðàçûñêàíèå àíîðìàëüíûõ íåñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ìîæíî
¾ïðèñîåäèíèòü¿ ê ìåòîäó íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ââåäÿ
òàê íàçûâàåìóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ̄) = λ0f(x) +
m∑
j=1

λjgj(x),

ãäå λ̄ = (λ0, λ1, . . . , λm), à ìíîæèòåëü λ0 ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ � 0
èëè 1. Ïðè λ0 = 1 îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñîâïàäàåò ñ êëàññè-
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÷åñêîé: L(x, λ̄) = L(x, λ). Òàê êàê

Lx(x, λ̄) = λ0∇f(x) +
m∑
j=1

λj∇gj(x),

òî óñëîâèÿ (3.14), (3.15) è (3.33), (3.34) âìåñòå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Lx(x, λ̄) = 0, (3.35)

g(x) = 0, (3.36)

ãäå λ0 = 1 èëè 0, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ òî÷åê, ïîäî-
çðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì, íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó (3.35), (3.36) ñíà÷àëà
ñ λ0 = 1, à çàòåì ñ λ0 = 0 (èëè íàîáîðîò). Ðàçóìååòñÿ, åñëè àïðèîðè
èçâåñòíî, ÷òî àíîðìàëüíûõ íåñòàöèîíàðíûõ òî÷åê íå ñóùåñòâóåò (íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñâÿçåé), òî ðåøåíèå ñèñòåìû (3.35), (3.36) ñ
λ0 = 0 ñòàíîâèòñÿ èçëèøíèì.

Ï ð è ì å ð 3.4. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f(x) = x2 íà
ìíîæåñòâå X = {x ∈ R2 : x31 + x32 − 3ax1x2 = 0, a > 0}.

Ñîñòàâèì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ̄) = λ0x2 + λ(x31 + x32 − 3ax1x2). (3.37)

Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè (3.37) ïî x1, x2, ïðèðàâíÿåì
èõ íóëþ è äîáàâèì ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå óðàâíåíèå ñâÿçè:

Lx1
(x, λ̄) = 3λ(x21 − ax2) = 0, (3.38)

Lx2
(x, λ̄) = λ0 + 3λ(x22 − ax1) = 0, (3.39)

g(x) = x31 + x32 − 3ax1x2 = 0. (3.40)

Ïîëîæèì λ0 = 1. Òîãäà ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.38)�(3.40) áóäóò ñòàöèî-
íàðíàÿ òî÷êà x∗ = (a 3

√
2, a 3

√
4) è ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ∗ = −(3a2 3

√
2)−1.

Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ëàãðàíæà â òî÷êå (x∗, λ∗)

Lxx(x
∗, λ∗) =

[
6λ∗x∗1 −3aλ∗

−3aλ∗ 6λ∗x∗2

]
= 3aλ∗

[
2 3
√
2 −1

−1 2 3
√
4

]
ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ � òî÷êà ñòðîãî-
ãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, f(x∗) = a 3

√
4.
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Ïîëîæèì òåïåðü λ0 = 0. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (3.38)�(3.40) � òî÷êà
x = (0, 0) è ïðîèçâîëüíîå λ ̸= 0. Òî÷êà (0, 0) � àíîðìàëüíàÿ. Ïîêàæåì,
÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì x2 = tx1
è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (3.40). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé x31 + x32 − 3ax1x2 = 0:

x1 =
3at

1 + t3
, x2 =

3at2

1 + t3
, −∞ < t < +∞, t ̸= −1. (3.41)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî òî÷êà (0, 0) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà � â ëþáîé
ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ f(x) = x2 ïðèíè-
ìàåò (ïðè t → ±∞) çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Èç (3.41) ñëåäóåò òàêæå,
÷òî x2 → +∞ ïðè t → −1 + 0 è x2 → −∞ ïðè t → −1 − 0. Òî åñòü
ôóíêöèÿ f(x) íå îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå X. Êðèâàÿ (3.41) èçîáðàæåíà
íà ðèñ. 3.2. Îíà íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâ ëèñò. Òî÷êà (0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà
ýòîé êðèâîé.

Ðèñ. 3.2

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî çàäà÷è, â êîòîðûõ ñðåäè îãðàíè÷åíèé íà
ïåðåìåííûå èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ âèäà gj(x) = gj(x1, . . . , xn) ≤ 0 (îãðà-
íè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâ) ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê çàäà÷àì íà óñëîâíûé
ýêñòðåìóì ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ: gj(x) + x2n+j = 0.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîñòîé

Ï ð è ì å ð 3.5. Íàéòè ìèíèìóì ôóíêöèè

f(x) = 3x22 − 11x1 − 3x2 − x3

íà ìíîæåñòâå

X = {x ∈ R3 : x1 − 7x2 + 3x3 ≤ −7, 5x1 + 2x2 − x3 ≤ 2}.
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Ïðèáàâëÿÿ ê ëåâîé ÷àñòè ïåðâîãî è âòîðîãî îãðàíè÷åíèé x24 è x
2
5, ñî-

îòâåòñòâåííî, ïðèõîäèì ê çàäà÷å

f(x) = 3x22 − 11x1 − 3x2 − x3 → min; (3.42)

x1 − 7x2 + 3x3 + x24 = −7, (3.43)

5x1 + 2x2 − x3 + x25 = 2. (3.44)

Çàäà÷ó (3.42)�(3.44) ìîæíî ðåøèòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ. Èç
(3.43) è (3.44) èìååì

x1 =
1

16
(x2 − x24 − 3x25 − 1), (3.45)

x3 =
1

16
(37x2 − 5x24 + x25 − 37). (3.46)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â öåëåâóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì çàäà÷ó íà áåç-
óñëîâíûé ìèíèìóì

3x22 − 6x2 + x24 + 2x25 + 3 → min .

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è î÷åâèäíî: x∗2 = 1, x∗4 = x∗5 = 0. Îòñþäà, â ñèëó (3.45)
è (3.46), ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è x∗ = (x∗1, x

∗
2, x

∗
3) = (0, 1, 0)

(òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà).

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

3.1. Ïîêàæèòå, ÷òî â çàäà÷å

f(x) → min; Ax = b, A ∈Mm,n

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà èìåþò âèä:

∇f(x∗) + ATλ∗ = 0, ⟨∇2f(x∗)p, p⟩ ≥ 0 ∀p : Ap = 0.

3.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà â ëèíåéíî-âûïóêëîé çàäà÷å
íà óñëîâíûé ìèíèìóì.

3.3. Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøèòü ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ñ
ïîìîùüþ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.
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a) f(x) = x1x2 → extr; 3x1 + x2 = 6;

b) f(x) = ex1x2 → extr; x1 + x2 = 1;

c) f(x) = 2x21 + x22 → extr; 2x1 + x2 = 1;

d) f(x) = x1 + x2 + x23 → extr; −x1 + x3 = 1, −x1x3 + x2 = 1;

e) f(x) = x1x2 + x1x3 + x2x3 → extr; x1 + x2 + x3 = 3;

f) f(x) = x21+x
2
2+x

2
3+x

2
4 → extr; x1+x2−x4 = 6, x1+x3+x4 = 9;

g) f(x) = (x1 − 3)2 + (x2 − 2)2 → extr; x1 + x2 = a,

ãäå a � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî;

h) f(x) = x21 − x22 → extr; x1 − x2 = 10;

i) f(x) = x21 + 2x22 + 3x23 → min; x1 + x2 = 1, x1 − x3 = 2;

j) f(x) = 2x21 + x22 + x23 → min; x1 + x2 = 4, x2 + x3 = 3;

k) f(x) = 3x21+2x22+x
2
3 → min; x1+x2+x3 = 3, x1−2x2 = −1;

l) f(x) = 4x21+x
2
2+2x23 → min; x1− 2x2+x3 = 1, x1−x3 = −1;

m) f(x) = x21+x
2
2+x

2
3 → min; x1+2x2+3x3 = 7, 2x1+2x2+x3 = 9/2;

n) f(x) = x21+2x22+(x3−2)2 → min; x1+x2+x3 = 1, x1−x2+x3 = 1;

o) f(x) = x21x
3
2x

4
3 → extr; x1 + x2 + x3 = 18;

p) f(x) = x1x2 + x2x3 → extr; x1 + x2 = 4, x2 + x3 = 4;

q) f(x) = x21 + x22 + . . .+ x2n → min; x1 + 2x2 + . . .+ nxn = 1;

r) f(x) = x1 + x2 + x3 + x4 → extr; x1x2x3x4 = c4;

s) f(x) = a2x21 + b2x22 + c2x23 − (ax21 + bx22 + cx23)
2 → extr;

x21 + x22 + x23 = 1 (a > b > c > 0).

3.4. Ðåøèòü çàäà÷è:

a) f(x) = x21 + 3x22 + 3 → extr; x31 + x32 = 1;

b) f(x) = 2x1 → extr; x31 + x32 − 3x1x2 = 0;
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c) f(x) = 4x1x2 → extr; x21 + x22 = 9;

d) f(x) = 2x31 + 2x32 + 3x1 + 3x2 → extr; x21 + x22 = 1;

e) f(x) = x1 + x2 + x3 → min;
1

x1
+

1

x2
+

1

x3
= 1;

f) f(x) = x1 + x2 + x3 → extr; x21 + x22 + x23 = 1;

g) f(x) = x1x2x3 → min; x21 + x22 + x23 = 1, x1 + x2 + x3 = 1;

h) f(x) = x1x2 + x2x3 → max; x21 + x22 = 2, x2 + x3 = 2;

i) f(x) = x21 + 12x1x2 + 2x22 → extr; 4x21 + x22 = 25;

j) f(x) = x1 → min; 9x31 − x32 = 0;

k) f(x) =
n∑

i=1

xi → min; ∥x∥ = 1;

l) f(x) = ∥x∥ → min;
n∑

i=1

xi = 1;

m) f(x) =
n∑

i=1

x2i → min;
n∑

i=1

x4i = 1;

n) f(x) = ⟨Gx, x⟩ → min; ∥x∥ = 1,

ãäå G � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ èçâåñòíûìè ñîá-

ñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µn > 0;

o) f(x) = ∥x∥ → min; ⟨Gx, x⟩ = 1;

p) f(x) =
1

2
< Gx, x > + < c, x > + d→ min; Ax = b,

G � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n,

A ∈Mm,n, rankA = m;

q) f(x) = ∥Gx− c∥2 → min; Ax = b,

G ∈Mk,n, rankG = n, A ∈Mm,n, rankA = m;

r) f(x) = ⟨c, x⟩ → extr; ∥x− a∥ ≤ r;

s) f(x) = x1 → extr; xp1 + xq2 = 0, p è q− íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
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3.5. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà x = (1, 1, 1) òî÷êîé ýêñòðåìóìà â
çàäà÷å

x1x2 + x1x3 + x2x3 → extr; 2x31x
2
2x3 + 4x21 + 5x22 + 6x23 = 17.

3.6. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f = f(x1, x2, x3), çàäàííóþ
íåÿâíî:

x21 + x22 + f 2 − x1f − x2f + 2x1 + 4x2 + 2x3 + 2f − 1 = 0

ïðè óñëîâèè x2 + x3 = 0.

3.7. Ðåøèòü çàäà÷è:

a) 2x21 + 2x1 + 4x2 − 3x3 → min;

8x1 − 5x2 + 4x3 ≤ 40, −2x1 + x2 − x3 = 0;

b) −x21 − x22 − x23 → max;

x1 + x2 + x3 = 3, x1 − x2 + 2x3 ≤ 5;

c) x1 → min; x21 + x22 ≤ 1, x31 + x32 = 1;

d) x1x2x3 → min; x21 + x22 + x23 = 1, x1 + x2 + x3 ≤ 0;

e)
n∑

i=1

x4i → max;
n∑

i=1

x2i ≤ 1.

3.8. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a = (1, 2) íà ïëîñêîñòè äî ïðÿìîé
2x+3y = 1 (îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà ñì. â óïðàæ-
íåíèè 2.1.12).

3.9. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó íà÷àëîì êîîðäèíàò è êðèâîé y = x−2.

3.10. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
ρ(X, Y ) = inf

x∈X,y∈Y
∥x− y∥. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàáîëîé y = x2 è

ïðÿìîé x− y = 2.

3.11. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè v ∈ Rn íà ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

a) ãèïåðïëîñêîñòü ⟨a, x⟩ = β; b) ïîëóïðîñòðàíñòâî ⟨a, x⟩ ≤ β;

c) øàð ∥x− a∥ ≤ r; d) îòðåçîê [x, y];

e) ïðÿìóþ x = a+ tp, −∞ < t < +∞

(îïðåäåëåíèå ïðîåêöèè òî÷êè íà ìíîæåñòâî ñì. â óïðàæíåíèè 2.1.13).
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3.12. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè v ∈ Rn íà ìíîæåñòâî

X = {x ∈ Rn : ⟨a1, x⟩ ≤ b1, ⟨a2, x⟩ ≤ b2}.

3.13. Ïóñòü A � (m×n) � ìàòðèöà, rankA =m. Äîêàçàòü,÷òî ïðîåêöèÿ
òî÷êè v ∈ Rn íà ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå X = {x ∈ Rn : Ax = b}
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

πX(v) = v − AT (AAT )−1(Av − b).

3.14. Ñðåäè âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ñóììà ðåáåð êî-
òîðûõ èìååò çàäàííóþ äëèíó l, íàéòè ïàðàëëåëåïèïåä íàèáîëüøåãî îáú-
åìà.

3.15. Äàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû n ïî-
ëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ òàê, ÷òîáû ñóììà èõ êâàäðàòîâ áûëà íàèìåíü-
øåé.

3.16. Îïðåäåëèòü ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîãî áàññåéíà äàííîãî îáúåìà
V , ïðè êîòîðûõ íà îáëèöîâêó áîêîâîé ïîâåðõíîñòè è äíà ïîòðåáóåòñÿ
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà.

3.17. Ñðåäè âñåõ âïèñàííûõ â äàííûé êðóã ðàäèóñà R òðåóãîëüíèêîâ
íàéòè òîò, ïëîùàäü êîòîðîãî íàèáîëüøàÿ. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþ-
ñòðàöèþ.

3.18. Ñðåäè òðåóãîëüíûõ ïèðàìèä ñ çàäàííûìè îñíîâàíèåì è âûñîòîé
íàéòè òó, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøóþ ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

3.19. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

⟨c, x⟩ → min; Ax = b,

ãäå A ∈ Mm,n. Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî ýòà çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, ëèáî
ëþáàÿ äîïóñòèìàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, ïðè÷åì ïîñëåäíåå èìååò
ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âåêòîð c åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ñòðîê ìàòðèöû A, ò. å. ñóùåñòâóåò âåêòîð λ, òàêîé, ÷òî c = ATλ.
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� 4. Çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ è

íåðàâåíñòâ

Ðàññìîòðèì ñõåìó ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ
áîëåå îáùèõ çàäà÷ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì:

f(x) → min, (4.1)

x ∈ X = {x ∈ Ω : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , r;
gi(x) = 0, i = r + 1, r + 2, . . . ,m, m− r < n},Ω ⊂ Rn.

(4.2)

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü x∗ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà-
÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (4.1)�(4.2), ôóíêöèè f , g1, . . . , gr
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x∗, ôóíêöèè gr+1, gr+2, . . . , gm íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x∗, Ω � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ∗0 è âåêòîð λ∗ ∈ Rm òàêèå, ÷òî âû-
ïîëíÿþòñÿ:

1) óñëîâèå íåòðèâèàëüíîñòè: λ∗0
2 + ∥λ∗∥2 > 0, ò. å. õîòÿ áû îäèí èç

ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ0, λ1, . . . , λm îòëè÷åí îò íóëÿ;

2) óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè: λ∗0 ≥ 0, λ∗i ≥ 0, i = 1, 2, . . . , r, ò. å.
ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, îòâå÷àþùèå öåëåâîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèÿì-
íåðàâåíñòâàì, íåîòðèöàòåëüíû;

3) óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè:

λ∗i gi(x
∗) = 0, i = 1, 2, . . . , r;

4) óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè

<
∂L(x∗, λ∗0, λ

∗)

∂x
, x− x∗ > ≥ 0 (4.3)

äëÿ âñåõ x ∈ Ω. Çäåñü L(x, λ0, λ) = λ0f(x) +
∑n

i=1 λig(x) � ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà, ∂L(x,λ0,λ)
∂x ñîñòàâëåíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ëàãðàí-

æà ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðà x.

80



Íàèáîëåå ïðîñòûìè äëÿ ïðîâåðêè äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ðåãóëÿð-
íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ãàðàíòèðóþùèìè ñóùåñòâîâàíèå íàáîðà
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñ λ∗0 = 1, ÿâëÿåòñÿ (â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì
òåîðåìû 4.1):

1) âûïóêëîñòü ôóíêöèé gi, i = 1, 2, . . . , r, îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé-
ðàâåíñòâ (m = r) è ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè x̄ ∈ Ω òàêîé, ÷òî gi(x̄) < 0 äëÿ
âñåõ i = 1, 2, . . . , r (óñëîâèå Ñëåéòåðà)
èëè

2) ëèíåéíîñòü âñåõ ôóíêöèé gi, i = r + 1, r + 2, . . . ,m ïðè äîïîëíè-
òåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Ω � ïîëèýäð, ò. å. ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ
ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ âèäà

< aj, x > ≤ γj, a
j ∈ Rn.

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè ïðè
ïðîâåðêå. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè ôóíêöèè f , g1, . . . , gm äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x∗, ñóùåñòâóåò íàáîð {λ∗0, λ∗}, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ 1)�4) òåîðåìû 4.1, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

<
∂2L(x∗, λ∗0, λ

∗)

∂x2
h, h >

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà Rn, òîãäà x∗ � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X.

Óêàæåì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà [16].

Ò å î ð å ì à 4.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å (4.1)�(4.2) ìíîæåñòâî
Ω âûïóêëî, ôóíêöèè f , g1, . . . , gr âûïóêëû íà Ω è äèôôåðåíöèðóåìû â
òî÷êå x∗ ∈ X, à ôóíêöèè gr+1, gr+2, . . . , gm ëèíåéíû. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî
íàáîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà {λ∗0, λ∗}, λ∗0 = 1 ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ
1)�4) òåîðåìû 4.1, òî x∗ � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ðàññìàòðèâàåìîé
öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå (4.2).

Èòàê, îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âûãëÿäèò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì.

1. Ñîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà.
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2. Âûïèñûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, ñôîðìóëèðîâàí-
íûå â óòâåðæäåíèÿõ 1)�4) òåîðåìû 4.1. Ê ýòèì óñëîâèÿì äîáàâëÿþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿ, çàäàþùèå ìíîæåñòâî (4.2). Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà ïîäîçðèòåëü-
íûõ íà ýêñòðåìóì òî÷åê. Òàê æå êàê è äëÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè-
ðàâåíñòâàìè öåëåñîîáðàçíî ïðîàíàëèçèðîâàòü îòäåëüíî ñëó÷àé λ0 = 0 è
λ0 = 1 (èëè λ0 � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî). Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè, òî âàðèàíò λ0 = 0 ðàññìàòðèâàòü íå íàäî.

3. Ñðåäè íàéäåííûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê îòûñêèâàþòñÿ òî÷êè ìèíè-
ìóìà è ïðîâîäèòñÿ àíàëèç íà ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì (åñëè ýòî âîçìîæ-
íî).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ω îáû÷íî òàêæå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îãðà-
íè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà. Îäíàêî äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëü-
íûõ òèïîâ ìíîæåñòâ èíîãäà èìååò ñìûñë íå âêëþ÷àòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ
â îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ � ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (4.2).

Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñëó÷àÿ.

à) Ω = Rn.

Íåðàâåíñòâî (4.3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ x ∈ Rn â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà (ïðîâåðüòå!)

∂L(x∗, λ∗0, λ
∗)

∂xj
= 0, j = 1, 2, . . . , n. (4.4)

Ï ð è ì å ð 4.1.

Ðåøèòü çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

f(x) = 3x22 − 11x1 − 3x2 − x3 → min,

x ∈ X = {x ∈ R3 : x1 − 7x2 + 3x3 ≤ −1, x3 + 2 ≥ 5x1 + 2x2}.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, ïî-
ñêîëüêó îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà îòñóòñòâóþò, à îãðàíè÷åíèÿ�íåðàâåíñòâà
çàäàþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Ïîýòîìó ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ðàññìîò-
ðèì ñðàçó â íîðìàëüíîì âèäå (λ0 = 1):

L(x, λ) = 3x22 − 11x1 − 3x2 − x3 + λ1(x1 − 7x2 + 3x3 + 7)+

+λ2(5x1 + 2x2 − x3 − 2).
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Óðàâíåíèÿ (4.4):
λ1 + 5λ2 = 11,

6x2 − 7λ1 + 2λ2 = 3,

3λ1 − λ2 = 1.

Óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà è äîïîëíÿþùåé
íåæåñòêîñòè:

λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0,

λ1(x1 − 7x2 + 3x3 + 7) = 0,

λ2(5x1 + 2x2 − x3 − 2) = 0.

Îòñþäà λ∗1 = 1, λ∗2 = 2, x∗ = (0, 1, 0). Ïîñêîëüêó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è
ôóíêöèè, çàäàþùèå îãðàíè÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.2,
òî x∗ � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, à min

x∈X
f(x) = f(x∗) = 0.

á) Ω = {x ∈ Rn : αj ≤ xj ≤ βj, j = 1, 2, . . . , n}.

Íåðàâåíñòâî (4.3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ Ω òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà (ïðîâåðüòå!)

∂L(x∗, λ∗0, λ
∗)

∂xj
(xj − x∗j) ≥ 0 ∀xj : αj ≤ xj ≤ βj, j = 1, 2, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂L(x∗, λ∗0, λ
∗)

∂xj


= 0, åñëè αj < x∗j < βj,

≥ 0, åñëè x∗j = αj,

≤ 0, åñëè x∗j = βj.

(4.5)

Ï ð è ì å ð 4.2.

Ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

f(x) = x21 − x2 → min,

x1 + x2 = 2, Ω = {x ∈ R2 : 0 ≤ x1 ≤ 5, 0 ≤ x2 ≤ 1}.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè):

L(x, λ) = x21 − x2 + λ(x1 + x2 − 2).
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Óñëîâèÿ (4.5):

2x1 + λ


= 0, åñëè 0 < x1 < 5,
≥ 0, åñëè x1 = 0,
≤ 0, åñëè x1 = 5;

− 1 + λ


= 0, åñëè 0 < x2 < 1,
≥ 0, åñëè x2 = 0,
≤ 0, åñëè x2 = 1.

Âàðèàíòû x1 = 0 è x1 = 5 íåâîçìîæíû, òàê êàê ïðè ýòîì òî÷êè,
óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèþ-ðàâåíñòâó, íå ïðèíàäëåæàò Ω. Ñëåäîâà-
òåëüíî, x1 = −λ

2 . Îòñþäà ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ ïîäîçðèòåëüíóþ íà
ýêñòðåìóì òî÷êó x∗ = (1, 1), λ∗ = −2. Â ñèëó òåîðåìû 4.2 x∗ � òî÷êà
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ïðè÷åì min

X
f(x) = 0.

Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò îäíîâðå-
ìåííî ðåøàòü òàêæå è çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè, åñëè èñêëþ÷èòü óñëîâèå
λ0 ≥ 0. Ïðè ýòîì, ñëó÷àþ λ0 ≤ 0 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êè, ïîäî-
çðèòåëüíûå íà ìàêñèìóì (ïåðåôîðìóëèðóéòå ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì
òåîðåìó 4.2). Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ óäàåòñÿ ïðèìåíèòü ìåòîä
èñêëþ÷åíèÿ (ñì. ïðèìåð 4.2; âûðàçèòü x1 = 2− x2). Íàêîíåö, íåêîòîðûå
çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå R2 ìîæíî ðåøèòü ãåîìåòðè÷åñêè, ïîñòðîèâ ëèíèè
óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè è ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíèé.

Ï ð è ì å ð 4.3.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ïîâåäåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ íà ðûíêå òîâàðîâ è óñëóã.
Ïóñòü âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn) õàðàêòåðèçóåò îáúåì ïîòðåáëÿåìûõ òî-
âàðîâ èëè óñëóã, ò. å. xi � êîëè÷åñòâî åäèíèö ïîòðåáëÿåìîãî òîâàðà èëè
óñëóãè i-ãî âèäà, xi ≥ 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ôóíêöèÿ u(x) = u(x1, x2, . . . , xn), õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ öåííîñòü äëÿ ïîòðåáèòåëÿ ïðèîáðåòàåìîãî íàáîðà òîâàðîâ è
óñëóã íàçûâàåòñÿ èíäèâèäóàëüíîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè ïîòðåáèòåëÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ äëÿ
íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò âåêòîðà x. Åñëè íàáîð x̄ ïðåäïî-
÷òèòåëüíåå äëÿ ïîòðåáèòåëÿ, ÷åì íàáîð ¯̄x, òî u(x̄) > u(¯̄x).

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.2. Ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòüþ òîâàðà i íàçûâàåòñÿ
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïî ïåðåìåííîé xi :

Miu(x) =
∂u(x)

∂xi
.

84



Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ïîëåçíîñòè îáû÷íî ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå
îñíîâíûå ãèïîòåçû:

1) Ôóíêöèÿ u(x) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî êàæäîìó èç ñâîèõ
àðãóìåíòîâ, ò. å., åñëè x̄ = (x̄1, . . . , x̄i, . . . , x̄n),
¯̄x = (x̄1, . . . , x̄i−1, ¯̄xi, x̄i+1, . . . , x̄n), x̄i > ¯̄xi, òî u(x̄) > u(¯̄x).

2) Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé ïðè x > 0.

Ãèïîòåçà ñòðîãîé âîãíóòîñòè, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò îòðèöàòåëüíîñòü
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂2u(x)

∂x2i
=

∂

∂xi

[
Mui(x)

]
< 0,

ïðè xi > 0, i = 1, 2, . . . , n. Ýòî îçíà÷àåò óáûâàíèå ïðåäåëüíûõ ïîëåçíî-
ñòåé ñ ðîñòîì îáúåìà ïîòðåáëåíèÿ.

Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ äîïóñêàåòñÿ çàìåíà óñëîâèé 1)�2) áîëåå ñëà-
áûìè òðåáîâàíèÿìè íåóáûâàíèÿ è âîãíóòîñòè.

Ïóñòü D � áþäæåò ïîòðåáèòåëÿ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

u(x) → max,

n∑
j=1

pjxj ≤ D, xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

Ïåðåéäÿ ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè−u(x), çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàí-
æà â íîðìàëüíîì âèäå:

L(x, λ) = −u(x) + λ(< p, x > −D).

∂L

∂xj
= −Mj(x) + λpj,

ãäå Mj(x) = ∂u
∂xj

� ïðåäåëüíàÿ ïîëåçíîñòü j-ãî òîâàðà. Óñëîâèÿ (4.5) â
äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

−Mj(x) + λpj

{
≥ 0, xj = 0,
= 0, xj > 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â îïòèìàëüíîì íàáîðå x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) ïðèîá-

ðåòàåìûõ òîâàðîâ èëè óñëóã x∗j > 0 (òîâàð ïîêóïàåòñÿ), òî
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λ∗ =
Mj(x

∗)
pj . Òî åñòü îòíîøåíèå ïðåäåëüíîé ïîëåçíîñòè ê öåíå êàæäîãî

ïðèîáðåòàåìîãî òîâàðà ïðè îïòèìàëüíîì ïëàíå ïîêóïîê ÿâëÿåòñÿ îäíîé
è òîé æå êîíñòàíòîé, ðàâíîé ìíîæèòåëþ Ëàãðàíæà.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

4.1. Ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (4.3) â ïðàâèëå ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (4.4),
åñëè x∗ � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Ω.

4.2. Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå (4.5), åñëè

Ω = {x ∈ Rn : xj ≥ 0, j ∈ J ⊂ {1, 2, . . . , n}}.

4.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà, Ω = {x ∈ Rn : ∥x−r∥2 ≤ a2}, à òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà x∗ ëåæèò
íà ãðàíèöå Ω, ò. å. ∥x∗ − r∥2 = a2, òî

x∗ = r − a
Lx(x

∗, λ∗0, λ
∗)

∥Lx(x∗, λ∗0, λ
∗)∥

.

4.4. Ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Ðåçóëüòàò
ïðîâåðèòü òåîðåòè÷åñêè, ïîñòðîèâ ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé è ëèíèè óðîâ-
íÿ öåëåâûõ ôóíêöèé:

à) f(x) = x21 − 6x1 − x2 → extr,

x1 + 2x2 ≤ 15,

2x1 + 3x2 ≤ 24,

3x1 + 2x2 ≤ 24, 0 ≤ x2 ≤ 2;

b) f(x) = (x1 − 7)(x2 − 1) → extr,

x1 + 2x2 ≤ 19,

x1 + x2 ≤ 9,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

c) f(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 3)2 → extr,
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x1 + x2 ≤ 9,

x1 + 2x2 ≤ 12,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

d) f(x) = x21 − x1 − x2 → min,

x21 + 3x22 + 2x1 ≤ 3,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

e) f(x) = 3x1 + 4x2 → max,

x21 + x22 ≤ 25,

x1x2 ≥ 4,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

4.5. Ïðèìåíèòü ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ê ðåøåíèþ ñëåäóþ-
ùèõ çàäà÷:

à) 2x21 + 2x1 + 4x2 − 3x3 → min,

8x1 − 5x2 + 4x3 ≤ 40,

−2x1 + x2 − x3 = 0;

b) 2x21 + 2x22 − x1x2 − x1 − 4x2 → min,

x1 + 2x2 ≤ 12,

x1 ≥ 0;

c) x21 + x22 + x23 → max,

x1 + x2 + x3 ≤ 15,

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3;

d) −x21 − x22 − x23 → max,

x1 + x2 + x3 = 3,

x1 − x2 + 2x3 ≤ 5;

e) x21 + x22 + x23 − 2x1 − 2x2 − 2x3 + 10 → min,

x21 + x22 + x23 ≤ 4,

x3 ≥ 0;

87



f) x1 → min,

x21 + x22 ≤ 1,

x31 + x32 = 1;

g) x1x2x3 → min,

x21 + x22 + x23 = 1,

x1 + x2 + x3 ≤ 0;

h)
n∑

i=1

x4i → max,

n∑
i=1

x2i ≤ 1.

Ïðèìå÷àíèå: âî âñåõ ïðèìåðàõ äîñòàòî÷íî ïðîñòî óäàåòñÿ íàéòè òî÷êè
ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

4.6. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè y äî ìíîæåñòâà X:

à) y = (2, 1, 0, 1), X = {x ∈ R4 : 2x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 1};

b) y = (0, 1, 0, 1), X = {x ∈ R4 : 2x1 + x2 + x3 − x4 ≥ 2, x4 ≥ 0}.

4.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(x) =
√
x1x2, âåêòîð öåí p = (3, 1),

áþäæåò ïîòðåáèòåëÿ ðàâåí 6 åä. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé íàáîð ïðèîá-
ðåòàåìûõ òîâàðîâ. Âû÷èñëèòü ïðåäåëüíûå ïîëåçíîñòè êàæäîãî òîâàðà
ïðè îïòèìàëüíîì ïëàíå ïîêóïîê.
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� 5. Ýêñòðåìóì ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé

íà ïðîñòûõ ìíîæåñòâàõ

Ïîèñê òî÷åê ýêñòðåìóìà ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, èñïîëüçó-
åìûõ â ïðàâèëå ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïðåäñòàâëÿåò âåñüìà ñåðüåçíóþ
çàäà÷ó. Îäíàêî äëÿ ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ öåëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî
ëåãêî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà ìíîæå-
ñòâàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â äàëüíåéøåì òàêèå ìíîæåñòâà áóäåì íàçû-
âàòü ïðîñòûìè. Ðàññìîòðèì äâà òèïà ïîäîáíûõ çàäà÷.

5.1. Ìèíèìèçàöèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì, çàìêíóòîì è
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

f(x) =< c, x >=
n∑

i=1

cixi → min, x ∈ X. (5.1)

Çäåñü c � çàäàííûé âåêòîð, c ∈ Rn, c ̸= 0; ìíîæåñòâî X � âûïóêëî,
çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Îñòàíîâèìñÿ íà âàæíåéøèõ ñâîéñòâàõ çàäà÷è (5.1).

Ó ò â å ð æ ä å í è å 5.1. Ðåøåíèå çàäà÷è (5.1) ñóùåñòâóåò. Ëþáàÿ
òî÷êà ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàñ-
ñà è òîãî ôàêòà, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî âûïóê-
ëîé è âîãíóòîé.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 5.2. Ýêñòðåìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèøü íà ãðàíèöå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî óäàåòñÿ íàéòè ýêñòðåìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè íà
ìíîãîìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå, øàðå, ýëëèïñîèäå, à òàêæå íåêîòîðûõ
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äðóãèõ ïðîñòåéøèõ ìíîæåñòâàõ (ñì. óïðàæíåíèÿ).

5.2. Çàäà÷à ïðîåöèðîâàíèÿ íà âûïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïðîåêöèåé òî÷êè y ∈ Rn íà ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ
òàêàÿ òî÷êà p ∈ X, ÷òî

∥p− y∥ = min
x∈X

∥x− y∥.

Áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå p = PX(y). Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèÿ òî÷-
êè y � ýòî òî÷êà p, ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé îò òî÷êè y ðàâíî ðàññòîÿíèþ
îò òî÷êè y äî ìíîæåñòâà X.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîåêöèè [5, 7].

Ó ò â å ð æ ä å í è å 5.3. Åñëè X ⊂ Rn � íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî, òî ïðîåêöèÿ íà íåãî ëþáîé òî÷êè y ∈ Rn ñóùåñòâóåò. Ïðîåêöèÿ
ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà X, åñëè y /∈ intX.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 5.4. Åñëè ìíîæåñòâî X ⊂ Rn � íåïóñòîå,
çàìêíóòîå è âûïóêëîå, òî ïðîåêöèÿ íà íåå ëþáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííà.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 5.5. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
òîãî, ÷òîáû òî÷êà p ÿâëÿëàñü ïðîåêöèåé y íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî X
ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

< p− y, x− p > ≥ 0 ∀x ∈ X. (5.2)

Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîåöèðîâàíèÿ òî÷êè íà ìíîæåñòâî
âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïðîåêöèé ãðàäèåíòà
äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà ïðîåêöèè òî÷êè y íà ìíîæåñòâî X íåîá-
õîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó

∥x− y∥ → min, x ∈ X. (5.3)
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïðîåöèðîâàíèÿ îáû÷íî (5.3) çàìåíÿåòñÿ íà ýêâèâà-
ëåíòíóþ çàäà÷ó

1

2
∥x− y∥2 → min, x ∈ X. (5.4)

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â (5.4) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé è âñþäó äèôôåðåíöè-
ðóåìîé.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Íàéòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè
f(x) =< c, x >, c ∈ Rn, c ̸= 0 äëÿ ñëåäóþùèõ âèäîâ ìíîæåñòâà X :

5.1. X � n-ìåðíûé êóá

X = {x ∈ Rn : |xi| ≤ l, i = 1, 2, . . . , n, l > 0};

5.2. X � n-ìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

X = {x ∈ Rn : αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, 2, . . . , n};

5.3. X � n-ìåðíûé øàð

X = {x ∈ Rn : ∥x− r∥ ≤ l, l > 0},

r � çàäàííûé âåêòîð èç Rn;

5.4. X � n-ìåðíûé ýëëèïñîèä

X = {x ∈ Rn :
n∑

i=1

α2
ix

2
i ≤ l, l > 0};

×èñëà αi çàäàíû, íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

5.5. X � n-ìåðíûé ôóíäàìåíòàëüíûé ñèìïëåêñ

X = {x ∈ Rn :
n∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n};

5.6. X � ïðîñòåéøèé ïîëèýäð

X = {x ∈ Rn : < a, x >≤ b, x ≥ 0},
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âåêòîð a ∈ Rn, a > 0 è ÷èñëî b > 0 çàäàíû.

5.7. X � ìíîæåñòâî Ëåáåãà êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

X = {x ∈ Rn :
1

2
< Ax, x > + < b, x > ≤ r2},

A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

5.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýêñòðåìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ âî
âíóòðåííåé òî÷êå ìíîæåñòâà X. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí,
ò. å. çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ìîæíî óëó÷øèòü. (Òåì ñàìûì áóäåò äî-
êàçàíî óòâåðæäåíèå 5.2.)

Ðåøèòü çàäà÷è ïðîåöèðîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y ∈ Rn íà ñëåäó-
þùèå ìíîæåñòâà X.

5.9. X � n-ìåðíûé êóá

X = {x ∈ Rn : |xi| ≤ l, i = 1, 2, . . . , n, l > 0};

5.10. X � n-ìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

X = {x ∈ Rn : αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, 2, . . . , n};

5.11. X � íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò

X = {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . n};

5.12. X � n-ìåðíûé øàð

X = {x ∈ Rn : ∥x− r∥ ≤ l, l > 0},

r � çàäàííûé âåêòîð èç Rn;

5.13. X � n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ¾âûêîëîòûì¿ øàðîì

X = {x ∈ Rn : ∥x− r∥ ≥ l, l > 0},

r � çàäàííûé âåêòîð èç Rn;

5.14. X � ãèïåðïëîñêîñòü.

X = {x ∈ Rn : < b, x >= γ}
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âåêòîð b ∈ Rn è ÷èñëî γ çàäàíû;

5.15. X � ïîëóïðîñòðàíñòâî

X = {x ∈ Rn : < b, x > ≤ γ};

5.16. X � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå

X = {x ∈ Rn : Ax = b},

A � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè m × n (m < n) ñ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè ñòðîêàìè, b ∈ Rn � çàäàííûé âåêòîð.

5.17. Ìíîæåñòâî X ∈ Rn íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îíî âìåñòå ñ
ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè öåëèêîì ñîäåðæèò ñîåäèíÿþùóþ ýòè
ýëåìåíòû ïðÿìóþ, ò. å., åñëè x, y ∈ X, òî αx + (1 − α)y ∈ X äëÿ âñåõ
÷èñåë α ∈ R1. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ àôôèííîãî ìíîæåñòâà óñëîâèå (5.2)
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: < p−y, x−p >= 0 äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïðîâåðèòü
ñ ïîìîùüþ ýòîãî êðèòåðèÿ ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ óïðàæíåíèÿ 5.14.
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Ãëàâà 3

×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷

îäíîìåðíîé îïòèìèçàöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

f(x) → min; x ∈ [a, b]. (1.1)

Ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗. ×åðåç f∗ áóäåì îáîçíà÷àòü
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b]:

f∗ = f(x∗) = min
[a,b]

f(x).

Ðàçóìååòñÿ, çàäà÷à (1.1) â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü ðåøåíà êëàññè-
÷åñêèì ìåòîäîì, èçâåñòíûì åùå èç êóðñà ñðåäíåé øêîëû. Íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðèðàâíÿòü åå íóëþ, íàéòè êîðíè ñî-
îòâåòñòâóþùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èññëåäîâàòü â êðèòè÷åñêèõ
òî÷êàõ âòîðûå ïðîèçâîäíûå èëè ïîñìîòðåòü íà èçìåíåíèå çíàêà ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé. Ïðè ýòîì íóæíî íå çàáûòü òàêæå ïðî êîíöû îòðåçêà è òî÷-
êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò. Ñðàçó æå âèäíû âîçìîæíûå
òðóäíîñòè ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêîé ñõåìû. Âî-ïåðâûõ, öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ ìîæåò áûòü âîîáùå íåäèôôåðåíöèðóåìîé. Âî-âòîðûõ, íóæíî íå ïðî-
ñòî îïðåäåëèòü òî÷êó, â êîòîðîé ðàâíà íóëþ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, à íàéòè
âñå òàêèå òî÷êè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè âñå êîðíè, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåëèíåéíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. À âåäü ýòî ñàìîñòîÿ-
òåëüíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ÷àñòî ïî ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå ñëîæ-
íîé, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à íà ýêñòðåìóì. È äàæå íàéäÿ âñå êðèòè÷åñêèå
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òî÷êè, ìû åùå íå ðåøèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó - íóæíû äîïîëíèòåëü-
íûå èññëåäîâàíèÿ. Íàêîíåö, î÷åíü ÷àñòî çàäà÷è îäíîìåðíîé îïòèìèçà-
öèè âîçíèêàþò â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ íà èòåðàöèÿõ ðåøåíèÿ áîëåå
ñëîæíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé
íåëüçÿ çàïèñàòü â âèäå àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ â ÿâíîì âèäå. Ïåðå-
÷èñëåííûå âûøå îáñòîÿòåëüñòâà óêàçûâàþò íà âàæíîñòü ýôôåêòèâíûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îäíîìåðíîãî ïîèñêà. Êðàòêèé îáçîð
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ïðèâåäåí â ýòîì ðàçäåëå.

1. Ìåòîäû ïåðåáîðà. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.1) î÷åâèäåí è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Îòðåçîê [a, b] ðàçáèâàåòñÿ
íà n ÷àñòåé òî÷êàìè a = x0 < x1 < . . . < xN = b; â ýòèõ òî÷êàõ âû-
÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) è ñðåäè íèõ âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíîå.
Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà ýòîãî ìåòîäà.

Ìåòîä ðàâíîìåðíîãî ïåðåáîðà. Òàê íàçûâàåòñÿ ìåòîä, èñïîëüçóþùèé
ðàâíîîòñòîÿùèå óçëû x0, x1, . . . , xN . Ôîðìàëüíî åãî ìîæíî îïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

xk+1 = xk + h, k = 0, . . . , N − 1,

x0 = a, h =
b− a

N
; (1.2)

x̂ = arg min
k=0,N

f(xk). (1.3)

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå [a, b] óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé L, ò. å.

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, ∀x, y ∈ [a, b], (1.4)

òî ïðè h ≤ 2ε/L
f(x̂)− f∗ ≤ ε. (1.5)

Ìåòîä àäàïòèâíîãî ïåðåáîðà.Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (1.4), ε > 0 � çàäàíî. Ïîëîæèì h = 2ε/L è ñåòêó x0, . . . , xN ïîñòðîèì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xk+1 = xk + h+ hk, k = 0, . . . , N − 2,

x0 = a, xN = b.
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Çäåñü ÷èñëî óçëîâ N íå ôèêñèðóåòñÿ çàðàíåå, à îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå
âû÷èñëåíèé èç óñëîâèÿ xN−1 < b ≤ xN−1 + h + hk; øàã hk âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

hk =
f(xk)− Fk

L
,

ãäå Fk = min
i=0,k

f(xi). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), òî÷êà x̂, îïðå-

äåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â ìåòîäå ðàâíîìåðíîãî ïåðåáîðà,
x̂ = arg min

k=0,N
f(xk), è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.5).

2. Ìåòîä ëîìàíûõ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(1.4). Ìåòîä ëîìàíûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê � âñïîìîãàòåëüíîé {x̄0, x̄1, . . .} è îñíîâ-
íîé {x0, x1, . . .} ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

x0 ∈ [a, b]− ïðîèçâîëüíà; (1.6)

x̄k = argmin
[a,b]

fk(x), k = 1, 2, . . . ; (1.7)

fk(x) = max
i=0,...,k−1

[f(x̄i)− L|x− x̄i|]; (1.8)

xk = arg min
i=0,k

f(x̄i), k = 0, 1, . . . . (1.9)

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà ëîìàíûõ ñòðîèòñÿ ôóíê-
öèÿ fk(x), íàõîäèòñÿ òî÷êà åå ìèíèìóìà x̄k è çàòåì ïî ïðàâèëó (1.9)
âû÷èñëÿåòñÿ î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1). Óñëîâèåì
îñòàíîâêè ìåòîäà (1.6)�(1.9) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

f(xk)− fk(x̄k) ≤ ε, (1.10)

ãäå ε > 0 � çàäàííàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1). Ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ (1.10) f(xk) îòëè÷àåòñÿ îò f∗ íå áîëåå ÷åì íà ε. Íàçâàíèå ìåòîäà
ñâÿçàíî ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé � ôóíêöèÿ fk(x) ÿâëÿåòñÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíîé, à åå ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ëîìà-
íóþ ëèíèþ, ñîñòîÿùóþ èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ ñ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè
+L èëè −L. Òî÷êà x̄k ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íèæíèõ âåðøèí ëîìàíîé fk(x)
è ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíà ïðîñòûì ïåðåáîðîì ýòèõ âåðøèí.

3. Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Â îñíîâå ýòèõ ìå-
òîäîâ ëåæèò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî âûïóêëûõ ôóíêöèé: åñëè òî÷êè x, y ∈
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[a, b], a < x < y < b, òî

x∗ ∈
{

[a, y] , åñëè f(x) ≤ f(y)
[x, b] , åñëè f(x) ≥ f(y).

(1.11)

(Ñòðîãî ãîâîðÿ, èç (1.11) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f(x) = f(y), òî x∗ ∈ [x, y],
îäíàêî ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ òî÷íîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êðàéíå
ðåäêî, ïîýòîìó ìû íå áóäåì âûäåëÿòü äàííûé ñëó÷àé è îãðàíè÷èìñÿ
âêëþ÷åíèåì (1.11).)

Îòðåçîê, ñîäåðæàùèé òî÷êó ìèíèìóìà, íàçûâàåòñÿ åå îòðåçêîì ëî-
êàëèçàöèè. Èç (1.11) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óìåíüøåíèÿ îòðåçêà ëîêàëèçàöèè
âûïóêëîé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ìåæäó ñîáîé åå çíà÷åíèÿ â äâóõ
âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî îòðåçêà. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñæàòèÿ îòðåçêà ëîêàëèçàöèè: ïîëîæèì [a0, b0] = [a, b]
è äëÿ k = 0, 1, . . . ïîñòðîèì îòðåçêè [ak+1, bk+1] ïî ïðàâèëó

[ak+1, bk+1] =

{
[ak, yk] , åñëè f(xk) < f(yk)
[xk, bk] , åñëè f(xk) ≥ f(yk).

Çäåñü xk < yk � âíóòðåííèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûå òî÷êè îòðåç-
êà [ak, bk]. Ïðîöåäóðó ñæàòèÿ îòðåçêà ëîêàëèçàöèè ìîæíî îáîðâàòü ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ bk − ak ≤ ε, ãäå ε > 0 � çàäàííàÿ òî÷íîñòü ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1.1), à â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âçÿòü
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x̂ ïîñëåäíåãî îòðåçêà ëîêàëèçàöèè. Ðàññìîòðèì äâà
âàðèàíòà îïèñàííîãî àëãîðèòìà.

Ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì. Â ýòîì ìåòîäå

xk =
1

2
[ak + bk − δ], yk = xk + δ,

ãäå δ > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, îãðàíè÷åííîå ñíèçó ïîãðåøíîñòüþ
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþòåðå, à ñâåðõó - çàäàííîé òî÷íîñòüþ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (1.1). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè xk è yk îòñòîÿò îò ñåðåäèíû
îòðåçêà íà âåëè÷èíó δ/2, à ñàì îòðåçîê ëîêàëèçàöèè íà êàæäîé èòåðàöèè
óìåíüøàåòñÿ ïî÷òè â äâà ðàçà:

bk+1 − ak+1 =
1

2
(bk − ak) +

δ

2
.

Ìåòîä çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Çäåñü â êà÷åñòâå òî÷åê xk è yk íà êàæäîé
èòåðàöèè âûáèðàþòñÿ òî÷êè, çàäàþùèå çîëîòîå ñå÷åíèå îòðåçêà [ak, bk].

97



Íàïîìíèì, ÷òî çîëîòûì ñå÷åíèåì îòðåçêà íàçûâàåòñÿ äåëåíèå åãî íà
äâå íåðàâíûå ÷àñòè òàê, ÷òî îòíîøåíèå äëèíû âñåãî îòðåçêà ê äëèíå
áîëüøåé ÷àñòè ðàâíî îòíîøåíèþ äëèíû áîëüøåé ÷àñòè ê äëèíå ìåíüøåé:

xk = ak +
3−

√
5

2
(bk − ak) ≃ ak + 0, 382(bk − ak), (1.12)

yk = ak +

√
5− 1

2
(bk − ak) ≃ ak + 0, 618(bk − ak). (1.13)

Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì çîëîòîãî ñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òî÷êà xk
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òî÷åê çîëîòîãî ñå÷åíèÿ îòðåçêà [ak, yk], à òî÷êà yk �
îäíîé èç òî÷åê çîëîòîãî ñå÷åíèÿ îòðåçêà [xk, bk]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îò-
ðåçêå [ak+1, bk+1] óæå èìååòñÿ îäíà èç òî÷åê çîëîòîãî ñå÷åíèÿ ñ âû÷èñëåí-
íûì â íåé çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, íà âñåõ èòåðàöèÿõ,
êðîìå íà÷àëüíîé, äëÿ ñæàòèÿ îòðåçêà ëîêàëèçàöèè äîñòàòî÷íî òîëüêî
îäíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

4. Ìèíèìèçàöèÿ âûïóêëûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b].
Òîãäà (ñì. óïðàæíåíèå 1.14) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ [a, b]

x∗ ∈
{

[a, x] , åñëè f ′(x) ≥ 0
[x, b] , åñëè f ′ ≤ 0.

Ñëó÷àè x = a è x = b çäåñü íå èñêëþ÷àþòñÿ. Òî åñòü, åñëè f ′(a) ≥ 0,
òî x∗ = a, à åñëè f ′(b) ≤ 0, òî x∗ = b. Íó è, êîíå÷íî, åñëè f ′(x) = 0, òî
x∗ = x. Îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ñæàòèÿ
îòðåçêà ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè f(x) :

1) åñëè f ′(a) ≥ 0, òî îñòàíîâèòüñÿ: x∗ = a;

2) åñëè f ′(b) ≤ 0, òî îñòàíîâèòüñÿ: x∗ = b;

3) åñëè f ′(a) < 0 è f ′(b) > 0, òî ïîëîæèòü [a0, b0] = [a, b];

4) äëÿ k = 0, 1, . . . âûáðàòü òî÷êó xk ∈ int[ak, bk] è ïðîâåðèòü óñëîâèå
f ′(xk) = 0; åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî îñòàíîâèòñÿ: x∗ = xk, èíà÷å
ïîëîæèòü

[ak+1, bk+1] =

{
[ak, xk] , åñëè f ′(xk) > 0
[xk, bk] , åñëè f ′(xk) < 0.
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Íà êàæäîé èòåðàöèè ýòîãî àëãîðèòìà íåîáõîäèìî òàêæå ïðîâåðÿòü
óñëîâèå bk − ak ≤ ε, ãäå ε > 0 � çàäàííàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1).
Âïðî÷åì, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ è îäíèì óñëîâèåì îñòàíîâêè: |f ′(xk)| ≤
eps (òî÷íîñòè ε è eps íå îáÿçàíû áûòü ðàâíû).

Â êà÷åñòâå òî÷êè xk íà êàæäîé èòåðàöèè óäîáíî âûáèðàòü ñåðåäèíó
îòðåçêà [ak, bk] (ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì ñ âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîä-
íîé) èëè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ ak è
bk (ìåòîä êàñàòåëüíûõ). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ìåòîäå êàñàòåëüíûõ

xk = ak +
f(ak)− f(bk) + f ′(bk)[bk − ak]

f ′(bk)− f ′(ak)
. (1.14)

Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåòîä êàñàòåëüíûõ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñõî-
äèòñÿ çíà÷èòåëüíî áûñòðåé ìåòîäà äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì, íî âåñüìà
÷óâñòâèòåëåí ê ïîãðåøíîñòÿì â âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé f ′(x). Ïîýòîìó
ìåòîä êàñàòåëüíûõ ìîæíî ïðèìåíÿòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðî-
èçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî, èíà÷å ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ìåòîä äåëåíèÿ
îòðåçêà ïîïîëàì, äëÿ êîòîðîãî òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íå ñó-
ùåñòâåííà � âàæåí ëèøü èõ çíàê.

5. Ìåòîäû ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè. Â îñíîâå ìåòîäîâ,
ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîì ïóíêòå, ëåæèò ïðîñòàÿ èäåÿ � àïïðîêñèìèðî-
âàòü ôóíêöèþ f(x) íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì, íàéòè åãî ìèíèìóì íà îò-
ðåçêå [a, b] è òî÷êó ìèíèìóìà âçÿòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ
çàäà÷è (1.1). Òàê êàê íàõîæäåíèå ìèíèìóìà ìíîãî÷ëåíà íå ñîñòàâëÿåò
òðóäà â òîì ñëó÷àå, êîãäà åãî ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò òðåõ, òî â êà÷å-
ñòâå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà âûáèðàþò ïîëèíîì âòîðîé èëè òðå-
òüåé ñòåïåíè. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò áëèçîñòè
òî÷åê, ïî êîòîðûì ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãî÷ëåí, ïîýòîìó ìå-
òîäû ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè îáû÷íî ïðèìåíÿþòñÿ íà çàêëþ÷è-
òåëüíîì ýòàïå ïîèñêà ìèíèìóìà � ïîñëå òîãî, êàê êàêèì-íèáóäü äðóãèì
ìåòîäîì íàéäåí äîñòàòî÷íî ìàëûé îòðåçîê ëîêàëèçàöèè.

Ìåòîä êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè (ìåòîä ïàðàáîë). Ôîðìàëüíî
ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) â òî÷-
êàõ x1 < x2 < x3 èç îòðåçêà [a, b] ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, f1, f2, f3. ×åðåç
òî÷êè ïëîñêîñòè (x1, f1), (x2, f2) è (x3, f3) ïðîâåäåì ïàðàáîëó ψ(x) =
= c0(x − x2)

2 + c1(x − x2)
2 + c2. Êîýôôèöèåíòû c0, c1 è c2 ëåãêî îïðå-
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äåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé ψ(x1) = f1, ψ(x2) = f2, ψ(x3) = f3. Òî÷êó
ìèíèìóìà ïàðàáîëû ψ(x) îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄. Ýòó òî÷êó ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ëèáî â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1), ëèáî äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ, íàïðèìåð, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëå-
äóþùèì ïðàâèëîì.

Ïóñòü
fmin = min{f1, f2, f3},

xmin = argmin{f1, f2, f3}.
Åñëè ðàçíîñòè fmin − f(x̄) è xmin − x̄ äîñòàòî÷íî ìàëû, òî â êà÷åñòâå
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) âûáèðàåòñÿ òà èç òî÷åê xmin èëè x̄,
â êîòîðîé ìåíüøå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áåðåòñÿ
íàèëó÷øàÿ èç òî÷åê xmin èëè x̄ è äâå òî÷êè ïî îáå ñòîðîíû îò íåå. ×åðåç
ýòè òðè òî÷êè ïðîâîäèòñÿ íîâàÿ ïàðàáîëà, íàõîäèòñÿ åå ìèíèìóì è ò. ä.

Ìåòîä êóáè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
âûïóêëà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], f ′(a) < 0,
f ′(b) > 0. Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ f(x) ìíîãî÷ëåíîì òðåòüåé ñòåïåíè

ψ(x) = c0(x− a)3 + c1(x− a)2 + c2(x− a) + c3,

ãäå êîýôôèöèåíòû c0, c1, c2 è c3 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

ψ(a) = f(a), ψ(b) = f(b), ψ′(a) = f ′(a), ψ′(b) = f ′(b).

Íàéäåì òî÷êó x̄ = argmin
[a,b]

ψ(x). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

x̄ = a+ α(b− a),

ãäå

α =
z + ω − f ′(a)

f ′(b)− f ′(a) + 2ω
, z = 3

f(a)− f(b)

b− a
+ f ′(a) + f ′(b),

ω =
√
z2 − f ′(a) · f ′(b).

Òî÷êà x̄ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñæàòèÿ îòðåçêà ëîêàëèçàöèè, òàêæå êàê è
â ìåòîäå äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì ñ âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîäíîé: åñëè
f ′(x̄) < 0, òî íîâûì îòðåçêîì ëîêàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [x, b], åñ-
ëè f ′(x̄) > 0 � îòðåçîê [a, x].
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ∈ C1[a, b]. Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îíà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà [a, b] ñ êîíñòàíòîé L = max

t∈[a,b]
|f ′(x)| .

1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà
îòðåçêå [a, b]. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
íà [a, b] ñ êîíñòàíòîé L = max{|f ′(a)|, |f ′(b)|}.

1.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = h(x) + g(x), ãäå ôóíêöèè h(x) è g(x)
óäîâëåòâîðÿþò íà îòðåçêå [a, b] óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòàìè Lh è Lg,
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà f(x) óäîâëåòâîðÿåò íà [a, b] óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L ≤ Lh + Lg.

1.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0 � ìíîãî÷ëåí
n-îé ñòåïåíè. Îáîçíà÷èì

g(x) =
∑
0≤i≤n:

ai>0

aix
i, h(x) =

∑
0≤i≤n:

ai<0

|ai|xi.

Î÷åâèäíî, ÷òî f(x) = g(x) − h(x). Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëåâàÿ ãðàíèöà
îòðåçêà [a, b], a ≥ 0, òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò íà [a, b] óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé

L ≤ max{|g′(b)− h′(a)|, |g′(a)− h′(b)|}.

1.5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â ìåòîäå ðàâíîìåðíîãî ïåðåáîðà øàã h ≤ 2ε/L,
ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà èç (1.14), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà (1.5).

1.6. Äîêàçàòü îöåíêó (1.5) äëÿ ìåòîäà àäàïòèâíîãî ïåðåáîðà.

1.7. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ðàâíîìåðíîãî è àäàïòèâíîãî ïåðåáîðà ðåøèòü
ñëåäóþùèå çàäà÷è:

f(x) = e−x → min, x ∈ [0, 3];

f(x) = −x4 + 1

3
x3 + x2 + x→ min, x ∈ [0, 2];

f(x) = max {sinx, cosx} → min, x ∈ [0, 2π].

Òî÷íîñòü ε âçÿòü ðàâíîé 10−2. Â êàæäîì ñëó÷àå ïîäñ÷èòàòü ïîòðåáîâàâ-
øååñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè
(óçëîâ ñåòêè). Îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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1.8. Ñäåëàéòå ãðàôè÷åñêè 5�6 èòåðàöèé ìåòîäà ëîìàíûõ â çàäà÷å

f(x) = min {sinx, cosx} → min, x ∈ [0, 2π].

1.9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âûïóêëûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé âûïîëíÿ-
åòñÿ âêëþ÷åíèå (1.11).

1.10. Âûâåäèòå ôîðìóëû (1.12) è (1.13). Ïîêàæèòå, ÷òî â ìåòîäå çî-
ëîòîãî ñå÷åíèÿ äëèíà îòðåçêà ëîêàëèçàöèè bk − ak = (b − a)/pk, ãäå

p = 1 +
√
5

2 .

1.11. Ðåøèòå çàäà÷ó

f(x) = x3 − 2x− 5 → min, x ∈ [0, 1]

ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì è çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Òî÷-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ε âçÿòü ðàâíîé 10−2, 10−3, 10−4. Â êàæäîì ñëó÷àå
ïîäñ÷èòàéòå ïîòðåáîâàâøååñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîëè÷åñòâî âû÷èñëå-
íèé çíà÷åíèé ôóíêöèè.

1.12. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ óíèìîäàëüíîé íà îòðåçêå [a, b], åñëè
îíà íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå è ñóùåñòâóþò ÷èñëà α, β,
a ≤ α ≤ β ≤ b òàêèå, ÷òî:

a) f(x) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè a ≤ x ≤ α (åñëè a < α);

b) f(x) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè β ≤ x ≤ b (åñëè β < b);

c) f(x) = f∗ = min
[a,b]

f(x) ïðè α ≤ x ≤ β, òàê ÷òî

[α, β] = argmin
[a,b]

f(x).

Ñëó÷àè, êîãäà îäèí èëè äâà èç îòðåçêîâ [a, α], [α, β], [β, b] âûðîæäàþòñÿ
â òî÷êó, çäåñü íå èñêëþ÷àþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè α = β, òî f(x) íàçûâà-
åòñÿ ñòðîãî óíèìîäàëüíîé íà îòðåçêå [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ
f(x) óíèìîäàëüíà íà îòðåçêå [a, b], òî÷êè x, y ∈ [a, b], a < x < y < b, òî

x∗ ∈
{

[a, y] , åñëè f(x) ≤ f(y),
[x, b] , åñëè f(x) ≥ f(y).

1.13. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ
f(x) óíèìîäàëüíà íà ýòîì îòðåçêå. Ñòðîãî âûïóêëàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ
ñòðîãî óíèìîäàëüíà íà [a, b].
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1.14. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ïðè ëþáîì x ∈ [a, b]

x∗ ∈
{

[a, x] , åñëè f ′(x) ≥ 0,
[x, b] , åñëè f ′(x) ≤ 0.

Äîêàæèòå.

1.15. Âûâåäèòå ôîðìóëó (1.14). Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà
xk ∈ int[ak, bk].

1.16. Ðàññìîòðèòå ìåòîä ïàðàáîë. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ òî÷êà ìèíèìóìà ïàðàáîëû ψ(x) ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [x1, x3].

1.17. Ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è:

a) f(x) = min{|x2 − 2|, 1− x/4} → min, x ∈ [−2, 2];

b) f(x) = max{|x2 − 2|, 1− x/4} → min, x ∈ [−2, 2];

c) f(x) = 3x4 + (x− 1)2 → min, x ∈ [0, 4];

d) f(x) = 4x sinx→ min, x ∈ [0, 2π];

e) f(x) = 2(x− 3)2 + e0,5x
2 → min, x ∈ [0, 3].

1.18. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ ñâå-
äåíèå ýòîé çàäà÷è ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè φ(x) = f 2(x). ßñíî,
÷òî åñëè x∗ � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè φ(x), òî, åñëè φ(x∗) = 0, x∗ �
êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå f(x) = 0 êîðíåé
íå èìååò. Èñïîëüçóÿ ýòîò ïðèåì, ðåøèòå óðàâíåíèÿ

4x3 − 3x2 + 2x+ ex/2 = 0,

3000− 100x2 − 4x5 − 6x6 = 0,

sinx− ex + 1 = 0.
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