Интегро-дифференциальные уравнения с вырождением 

в банаховых пространствах
М. В. Фалалеев
Для математического моделирования физических и технологических процессов, на текущее состояние которых усредненно влияет вся предыстория наблюдений, применяется аппарат начально-краевых задач для интегро-дифференциальных уравнений в частных производных. В этом типе уравнений выделяется класс уравнений неразрешенных относительно старшей по времени производной. В наиболее общей постановке такие задачи можно исследовать путем их редукции к дифференциальным уравнениям в банаховых пространствах. Данная работа посвящена исследованию задачи Коши для уравнения вида
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 – замкнутые линейные операторы с плотными областями определения действующие из банахова пространства 
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 Случай, когда оператор 
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 фредгольмов исследован в работе [1], случаи когда 
[image: image8.wmf](

)

,

0

º

t

b

 а оператор 
[image: image9.wmf]B

 фредгольмов, нетеров или операторный пучок 
[image: image10.wmf](

)

A

B

l

-

 является спектрально ограниченным исследовались в цикле работ [2, 3, 4], соответственно случаи 
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 спектрально ограничен исследовались в работах [5, 6]. В докладе представлены результаты исследования случая когда 
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 – оператор конечного индекса [7].
Постановка задачи. Рассматривается задача Коши для уравнения
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с начальными условиями

[image: image17.wmf](

)

(

)

(

)

,

,

,

0

,

0

1

1

1

0

-

-

=

=

=

N

N

u

u

u

u

u

u

K

&

                           (2)

где 
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 – нетеров [7], т.е. 
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Ведем обозначения 
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 соответствующие этим базисам биортогональные системы элементов [7]. Построим проекторы 
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 в этих предположениях, как показано в монографии [8], существует ограниченный оператор 
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 Для псевдообратного оператора 
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 существует сопря-женный к нему ограниченный оператор 
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Далее будем предполагать, что

А) оператор 
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 имеет полный 
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-жорданов набор [9], т.е. существуют системы элементов 
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Присоединенные элементы 
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 можно восстанавливать по формулам 
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В работах [9, 10, 3] показано, что базисы 
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Более подробно с перестроениями базисов можно ознакомиться по работе [11] и библиографии к ней, основные формулы можно найти также в [10] и [3].
Далее будем использовать обозначения:
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 – функция Хевисайда [12]; 

под степенью обобщенной функции 
[image: image85.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

k

t

t

R

t

q

d

+

 или 
[image: image86.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

k

N

t

t

t

q

b

d

-

 будем понимать ее 
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-кратную свертку с собой [12], причем нулевая степень обобщенной функции есть 
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через 
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 обозначаются проекторы, прямая сумма которых составляет 
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причем если 
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 – произвольные функционалы;
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определение свертки обобщенных функций см. [12].
Теоремы о фундаментальных оператор-функциях. Поскольку задача Коши (1)—(2) с нетеровым оператором 
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 разрешима в классе 
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где

[image: image104.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

1

0

2

1

2

1

t

Bu

t

Bu

t

Bu

t

Bu

t

t

f

t

g

N

N

N

N

-

-

-

-

+

+

+

¢

+

+

=

d

d

d

d

q

L


Фундаментальной оператор-функцией для интегро-дифференциаль-ного оператора 
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 называется обобщенная оператор-функция 
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Из равенства (4) следует, что функция 
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 действительно является решением уравнения (3), а равенство (5) означает, что оно единственное в классе 
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При доказательстве теоремы 2 в работе [3] были доказаны нужные для дальнейшего операторные равенства, которые приведем здесь (без доказательства) в виде вспомогательной леммы

Теорема 1. Если для нетерова оператора 
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 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

,

1

1

0

1

1

å

å

å

=

-

=

-

=

-

+

-

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

þ

ý

ü

î

í

ì

×

=

n

i

p

k

k

N

k

p

j

j

k

p

i

j

i

i

i

i

t

t

t

t

H

q

b

d

j

f


Теорема 2. Если для нетерова оператора 
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 выполнено условие А) и 
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 EMBED Equation.3  [image: image123.wmf](
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Замечание 1. Если в условиях теорем 1 и 2 
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 т.е. оператор 
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 окажется фредгольмовым, то представление (6) для фундаментальной оператор-функции 
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 сохранит свой вид с заменой псевдообратного оператора 
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 на оператор Треногина-Шмидта 
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 [7], при этом ни каких свободных функционалов в представлении функции 
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 не будет. Таким образом во фредгольмовском случае (
[image: image130.wmf]n

m

=

) результат теорем 1 и 2 этой заметки трансформируется в основное утверждение работы [5].
Замечание 2. Очевидно наиболее простой вид представление (6) для фундаментальной оператор-функции примет при 
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Соответственно в этом случае единственным решением задачи Коши (1)—(2) в классе 
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 (или единственным решением уравнения (3)) является регулярная обобщенная функция 
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 Непосредственно вычисляя (см. [5]) находим
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и в силу линейной независимости элементов базиса 
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 получаем следующее утверждение [5]
Теорема 3. Если для фредгольмова оператора 
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) в условиях А) длины всех 
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-жордановых цепочек равны 1, то исходная задача Коши (1)—(2) имеет единственное решение класса 
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 тогда и только тогда, когда выполнены условия 
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Приложения. Проиллюстрируем доказанные теоремы на следующем примере. Рассмотрим начально-краевую задачу из теории вязкоупругих процессов [13]:
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здесь 
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 – оператор Лапласа, 
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 – ограниченная область с границей 
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 класса 
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 Задачу Коши-Дирихле (7)—(8) можно редуцировать к задаче Коши (1)—(2) если положить 
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 – пространство Соболева. В этом случае оператор 
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 фредгольмов, ядро которого состоит из семейства (конечного) линейно независимых решений однородной задачи Дирихле для оператора Лапласа 
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 тогда длины всех 
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-жордановых цепочек равны 1. В соответствии с теоремой 3 справедливо следующее утверждение
Теорема 4. Пусть для задачи Коши-Дирихле (7)—(8) пространства 
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 и 
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 операторы 
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 и 
[image: image163.wmf]A

 выбраны как в (9), тогда существует единственное решение 
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 задачи (7)—(8) если начально-краевые условия (8) удовлетворяют соотношениям:
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Заключение. Теоремы 1 и 2 данной заметки обобщают результаты работы [5] и дополняют результаты статьи [6], тем самым задача Коши (1)—(2) в данной постановке исследована во всех основных случаях сингулярности операторного пучка 
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 а именно, фредгольмовости, нетеровости, спектральной, секториальной и радиальной ограниченности.
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