ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ нестационарных ВЫРОЖДЕННЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ И ПРИЛОЖЕНИЯ
Фалалеев М.В.
При исследовании вязкоупругих колебательных процессов эффективным является применение интегро-дифференциальных уравнений в частных производных, которые в наиболее общей постановке можно решать редукцией к дифференциальным уравнениям в банаховых пространствах. В докладе  исследуется задача Коши 
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 – замкнутые линейные операторы с плотными областями определения, действующие из одного банахова пространства 
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Уравнение (1) при различных соотношениях между оператор-функцией 
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 исследовалось ранее в ряде работ. Так, в работе [1] исследовался случай когда 
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 и т.д. В докладе представлен случай, когда область значений оператор-функции 
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Постановка задачи
Пусть в уравнении (1) 
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 – замкнутые линейные операторы действующие из банахова пространства 
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Предположим, что оператор 
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 фредгольмов [3] и 
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 – базис ядра оператора 
[image: image34.wmf],

B

 
[image: image35.wmf]{

}

(

)

*

*

Ì

Î

2

E

B

N

i

f

 – базис ядра сопряженного оператора 
[image: image36.wmf],

*

B

 
[image: image37.wmf]{

}

*

Î

1

E

i

g

 и 
[image: image38.wmf]{

}

2

E

z

i

Î

 соответствующие этим базисам биортогональные системы элементов [3], 
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 и называется оператором Треногина-Шмидта.
Дополнительно будем предполагать, что оператор 
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-жорданов набор элементов 
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 тогда сопряженный оператор 
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 Соотношения на присоединенные элементы 
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, а также формулы для их пересчета можно найти в [3, 4].
Для формулировки основного утверждения потребуется проектор специального вида 
[image: image50.wmf](

)

(

)

j

p

i

n

i

p

j

j

i

i

i

A

Q

-

+

=

=

å

å

×

=

1

1

1

,

~

j

f


и оператор-функция 
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Относительно оператор-функции 
[image: image52.wmf](

)

t

k

 будем предполагать выполненным условие: 
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Поскольку задача Коши (1)-(2) в сделанных предположениях разрешима в классе 
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 и ограниченным слева носителем [5, 6]. В пространстве распределений  задача (1)-(2) переписывается в виде:
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Уравнение (3) однозначно разрешимо в классе 
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 и решение можно восстановить с помощью фундаментальной оператор-функции по формуле 
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 – фундаментальная оператор-функция [5, 6] для интегро-дифференциального оператора 
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, т.е. 
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Фундаментальная оператор-функция интегро-дифференциального оператора
В работах [5, 6] доказана следующая теорема
Теорема 1. Если фредгольмов оператор 
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 имеет полный 
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-жорданов набор элементов, то дифференциальный оператор 
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 имеет на классе обобщенных функций с ограниченным слева носителем фундаментальную оператор-функцию вида 

[image: image71.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

,

~

~

1

1

0

1

1

å

å

å

=

-

=

×

-

=

-

+

-

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

þ

ý

ü

î

í

ì

×

-

-

G

G

=

E

n

i

p

k

k

N

k

p

j

j

k

p

i

j

i

N

N

i

i

i

t

t

Q

I

t

A

U

t

d

j

f

q


Если в условиях теоремы 1 дополнительно выполнено условие А), то существует регулярная оператор-функция 
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для которой, очевидно, справедливо равенство
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Теорема 2. Если фредгольмов оператор 
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 имеет полный 
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-жорданов набор элементов и выполнено условие А), то интегро-дифференциальный оператор 
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 имеет на классе обобщенных функций с ограниченным слева носителем фундаментальную оператор-функцию вида 
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здесь 
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A

 – формальный символ, в этом случае фундаментальная оператор-функция приобретает наиболее компактный вид
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Прямыми вычислениями находим: 
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здесь использовано соотношение 
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Теорема 3. Если в уравнении (1) 
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фредгольмов, 
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, выполнено условие А), то задача Коши (1)-(2) разрешима в классе 
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 тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
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Пример
Рассмотрим задачу Коши-Дирихле для интегро-дифференциального уравнения вида
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где 
[image: image112.wmf](

)

(

)

x

t

f

t

g

,

,

 − заданные функции, 
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 − ограниченная область с бесконечно гладкой границей 
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 − оператор Лапласа, решение ищется в цилиндре 
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 Задача Коши-Дирихле (7)-(8) редуцируется к задаче Коши (1)-(2) с 
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, если выбрать банаховы пространства и операторы следующим образом
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 − соболевские пространства.
В этом случае оператор 
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фредгольмов, ядро которого совпадает с пространством решений однородной задачи для оператора Лапласа 
[image: image121.wmf].

0

,

=

D

=

W

¶

j

j

lj

 Обозначим через 
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-жордановых цепочек равны 1. Отсюда на основании теоремы 3 получаем
Теорема 4. Если для задачи Коши-Дирихле (7)-(8) пространства 
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 выбраны как в (9), то задача (7)-(8) однозначно разрешима в классе 
[image: image129.wmf](

)

1

2

,

0

E

t

C

³

 тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:
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