
Название рубрики: Транспортная логистика 

УДК 658.135.073 

АНАЛИЗ  ПЛОСКИХ КОНТУРНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ, ПРЕДСТАВЛЯЮЩИХ 

ОБЪЕКТЫ С НАЛОЖЕНИЯМИ 

В.И.Мартьянов, М.Д. Каташевцев 
Иркутский национальный исследовательский технический университет, 

664074, Россия, г. Иркутск, ул. Лермонтова, 83.  
 

Рассмотрены вопросы анализа плоских контурных изображений, представляющих 

объекты с наложениями. Т.е. предполагается наличие объектов первого плана, отображен-

ных на изображении без каких-либо искажений, а также объектов второго и других планов, 

которые в той или иной степени закрыты более близко стоящими к точке съемки объекта-

ми.В частности, эти результаты могут иметь большое практическое значение для автомати-

зации обработки видеорядов диагностических дорожных лабораторий, поскольку  объекты 

дорожной инфраструктуры (разметка, дорожные знаки и др.) на видеорядах часто бывают 

(частично) закрыты другими объектами (проходящими автомобилями и др.). 
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1. Введение. В статье [1] рассмотрены вопросы анализа плоских связных контурных 

изображений (т.е. даны оценки сложности поиска образцов), представленных дугами и свя-

зями дуг с градусной мерой. В статье [2] даны оценки сложности поиска образцов для рас-

ширенной концепции представления плоских связных контурных изображений, где к гра-

дусной мере дуг добавлены также их относительные размеры (и более того, можно добавлять 

и другие количественные характеристики). 

Ввод относительных размеров дуг ставит вопрос о масштабных рядах представления 

образцов и изображений (для использования результатов анализа сжатых изображений с це-

лью повышения эффективности анализа исходных изображений), что и рассмотрено в статье 

[3] . 

В настоящей статье рассмотрены вопросы анализа плоских контурных изображений, 

представляющих объекты с наложениями. Т.е. предполагается наличие объектов первого 
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плана, отображенных на изображении без каких-либо искажений, а также объектов второго и 

других планов, которые в той или иной степени закрыты более близко стоящими к точке 

съемки объектами. 

Более точно, будут даны оценки сложности поиска изоморфного вложения в анализи-

руемое изображение объектов (образцов) первого плана, далее, второго и т.д. Отметим, что 

оценки сложности вложения для объектов (образцов) первого плана получены в статье [2], 

но здесь вложения будут строиться по более сложной технической схеме, что дает, соответ-

ственно, большую алгоритмическую сложность. 

Схема поиска образцов второго плана состоит в проверке, что частично отображен-

ные части каких-то образцов могут быть дополнены до всего образца дугами дерева решений 

(универсума), лежащими внутри совокупности (объединения) образцов первого плана. 

Конечно, образцы третьего плана уже используют понятие: лежать внутри совокуп-

ности образцов первого и второго плана и т.д. 

Вопрос о сложности проверки «лежать внутри объединения образцов» может быть 

решен на основе геометрического представления универсума на декартовой плоскости в по-

лярной системе координат, где сложность проверки лежать внутри области будет иметь точ-

ное математическое решение. 

Геометрическое представление универсума на декартовой плоскости в полярной сис-

теме координат в данной работе не будет доведено здесь до строгих математических форма-

лизаций, так как это приведет к значительному увеличению статьи, а громоздкие формулы 

затруднят понимание основных идей и результатов. Поэтому геометрическая интерпретация 

дуг, связей дуг и универсума на декартовой плоскости в полярной системе координат будет 

дана ниже только в замечаниях. 

Результаты получены в предположении, что все объекты, отображенные на изображе-

нии, а также образцы, представлены в одинаковом масштабе. Кроме того, точка съемки объ-

ектов не дает искажений, связанных с объемом объектов (3d) и углом съемки, что с нашей 

точки зрения, не уменьшает значения результатов на данном этапе исследований. 

2. Формализация. Математические модели образцов mSSS ,...,, 21 и анализируемого 

изображения Pбудут представлены четырехосновными алгебраическими системами (а.с.) [4, 

5] вида 

Re,,,;,,, MeAgSeMVRAP (1), 

где основное множество A – совокупность дуг; основное множество R – совокупность 

связей дуг; основное множество V – совокупность допустимых углов или секторов окружно-

сти (например, от 0 до 360 градусов или долей градусов, представленная начальным отрез-

ком натуральных чисел от 0 до D); M– множество относительных мер длины дуг, представ-

ленное начальным отрезком натуральных чисел от 1 до E, одноместная функция VASe : , 

которая определяет количество градусов (или долей градуса) дуги, как сектора окружности; 

одноместная функция MAAg : , которая определяет количество градусов (или долей гра-

дуса в соответствии с заданием множества V) угла пересечения дуг; одноместная функция

MAMe : , сопоставляющая каждой дуге ее относительную величину;трехместное отноше-

ние Reсоединяет связь дуг rel с соответствующими дугами, т.е. Re- подмножество декартова 

произведения AAR , причем , если Re(rel, a, b) и Re(rel, a1, b1), то a = a1и b = b1. 

 Замечание 1.Дуги на декартовой плоскости будут представляться секторами 

окружностей, определенных радиусов, которые здесь не будут точно определяться, причем 

связи дуг соответствуют наличию двух дуг, имеющих общую точку для своих концов.  

Пусть образцы представлены совокупностью а.с. 
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Анализируемое изображение P представлено а.с. (1). В дальнейшем будем считать, 

что а.с. mSSSP ,...,,, 21 представляютсвязные изображения. 

Следуя [2] построим универсум Yдля изображений, имеющих не более nдуг и не более 

k связей дуг. Без ограничения общности можно считать, что n равно k, а также, что макси-

мальное количество дуг и связей дуг ва.с.(1), (2) не превосходят n.  

Определим универсум как а.с. 

Re,,,;,,, MeAgSeMVRRAAY (3), 

где совокупность дуг AA = { kaaa , | индексы дуг no UUUU 1 ,  целочислен-

ный параметр kпринимает значения от 0 до n(причем, если iU , то ki }; совокупность 

связей дуг },|{ , UrrRR ограничения на индексы дуг α, β будут даны ни-

же,определения функций Se, Ag, Me, и отношения Reбудут также даны ниже. 

Основание индукции. Множество  

},,,|),,,{(0 DdVrMmVvdrmvU  

причем m = 1, множество направлений обхода дуги }1,0{D , где 0 соответствует об-

ходу «по часовой стрелке», 1 соответствует обходу «против часовой стрелки».  

Замечание 2.Дуги, имеющие индексы из множества U0, будем обозначать  

}|{ 00,0 UaaAA При геометрической интерпретации на декартовой плоскости дуг 

ранга 0 , все они связаны своим началом с центром полярной системы координат, причем па-

раметр r для дуги aa(v, m, r, d) определяет угол между осью абсцисс и касательной к рассматри-

ваемой дуги.  

Параметр d для дуги aa(v, m, r, d) определяет ее вогнутость (при d = 0) или выпуклость 

(при d = 1). В частности, если ось абсцисс является касательной рассматриваемой дуг, (т.е. 

параметр r равен нулю) при d = 0 дуга aa(v, m, r, d) располагается ниже оси абсцисс, а при d = 1, 

соответственно, выше. 

Индукционный шаг. Пусть i > 0.  
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Замечание 3.Дуги, имеющие индексы из множества Ui+1, будем обозначать AAi+1,i+1 .  

При геометрической интерпретации на декартовой плоскости дуги aaα ранга i+1 , где α 

= β(v, m, r, d)она связана своим началом с концом некоторой дуги aaβ из AAi,i, причем пара-

метр r для дуги aaα определяет угол между касательными этих рассматриваемых здесь дуг.  

Все определенные выше дуги из совокупности  

nnAAAAAABB ,1,10,0   имеют длину равную 1. Дуги произвольной длины пред-

ставлены в множествах AAi,j, где i<jи n j , которое определяется следующим образом  
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Отметим, что так определенные дуги aaα,β имеют длину j – i + 1, т.е. Me(aaα,β) = j – i + 

1, сектор окружности дуги aaα,β равен v * (j – i + 1), т.е. Se(aaα,β) = v * (j – i + 1). 



Совокупность дуг AA универсума Y(3) в соответствии с (4) и (5) может быть опреде-

лена следующей формулой ji
ji

AAAA ,
,

 , где ji и jn , одноместные функции Se, Me опре-

делены выше. 

Для определения совокупностей связей дуг RR упростим способ обозначения дуг из 

множеств AAi,j, а именно, для дуги длины 1 (случай i = j) вместо aaα будем писать aaα,1 ; при 

k> 1 вместо aaα,β будем использовать обозначение aaα, k.  

Для уменьшения громоздкости обозначений и решения некоторых других техниче-

ских задач введем совокупности дуг AA0, AA1, ..., AAn, где  

},1,|{ , nkUaaAA iki . 

Дуги из совокупности AAiбудем называть ранга i. Очевидно, что совокупности дуг по-

парно не пересекаются и nAAAAAAAA ...10 . Основная проблема из-за которой необ-

ходим ввод совокупностей AAiсостоит в том, что иначе невозможно вложение дуг длины 

больше 1 в совокупность дуг 0-го ранга AA0 при формировании основания индукции. Отме-

тим также, что иногдабудем пользоваться и совокупностями дуг с обозначением AAi,j.  

 Положим совокупность связей дуг  

)d,r,m,(v = 

),d,r,m,(v

},|{

22222

11111

,2,1, 221121 kk aaaaaarrRR

(6) 

Тогда Re (rra1, a2, a1, a2), Ag (rra1, a2) = r1 - r2. 

Таким образом, универсум Y(3) полностью определен. 

3. Основные результаты.  

Теорема 1.Любая а.с. вида (1), имеющая не более n дуг и связей дуг может быть изо-

морфно вложена в универсум Y (3). 

 Доказательствоследует из построения универсумаY(3) по выше определен-

ным формулам (4), (5) и (6). 

Пусть отображения а.с.  

YSYSYS mm :,...,:,: 2211  

являются изоморфными вложениями, существование которых обеспечивает теорема 

1, причем образы каких-то дуг образцов S1,S2 , …, Smпринадлежат совокупности дуг 0-го ран-

га AA0, т.е.  

0)(...,

,0)(,0)(

0

022011

AAS

AASAAS

mm

(7) 

Положим, что совокупность дуг изображения P(3) имеет вид },...,,{ 21 waaaA  и 

YPYPYP w :,...,:,: 21  

изоморфные вложения, где дуги a1, a2, …, awотображаются в совокупность дуг 0-го 

ранга AA0, т.е.  

0022011 )(,...,)(,)( AAaAAaAAa ww (8) 

Рассмотрим совокупность ∑ частичных инъективных отображений  

}:)(,:

,:|{

1 PYYS

PS

jii

iijij

(9) 

Теорема 2.Пусть  изоморфное вложение образца Si в изображение P (1). Тогда в со-

вокупности существует отображение
ij

такое, что для любой дуги iSa выполнено

)()( aa
ij

. Таким образом, все изоморфные вложения образцов Si в изображение P (1) 

представлены в совокупности . 

Доказательствобудем вести в предположении, что любая дуга может быть единст-

венным образом изоморфно вложена в AA0. Пусть YSii : изоморфное вложение, сущест-



вование которого обеспечивает теорема 1, причем дуга iSa такая, что bai )( и 0AAb . 

Пусть ca)( ,где Pc (1). 

Положим (согласно формулам (7) и (8)) изоморфное вложение YPp j :  такое, что 

bcj )( . Тогда композиция YSii : , PYj :)( 1 будет совпадать с изоморфным вложе-

нием  по правилам конструкции универсума Y (формулировки (4), (5) и (6)). Теорема дока-

зана.  

Непосредственным следствием теоремы 2 является 

Теорема 3. Сложность поиска образцов первого плана имеет верхнюю границу слож-

ности не превышающую O((w + t) ∗w + m), где w — количество дуг (t — количество связей 

дуг) изображения P(1), m – количество образцов. 

Доказательство.Универсум (схема 2) статьи [2] ни чем не отличается от универсума 

Y, рассматриваемого здесь, который построен на гораздо более строгом математическом 

уровне. Поэтому данная теорема  является полным аналогом теоремы 3 из статьи [2]. Теоре-

ма доказана. 

Отметим, что по сформированным выше ограничениям параметры t и w меньше или 

равны n, поэтому ограничения на верхнюю границу сложности можно переформулировать, 

как не превышающую  

O((n+ n) ∗n+ m).(10) 

Перейдем к вопросу оценки сложности поиска в изображенииP(1) образцов  

2-го и дальнейших планов, что, конечно, увеличивает оценку сложности (10). Отме-

тим, что при поиске изоморфных вложений совокупность частичных инъективных ото-

бражений оказывается построенной полностью. 

Пусть 21 где },...,,{ 211 h – состоит из всех изоморфных вложений, а 

},...,,{ 212 r  – состоит из частичных инъективных вложений, совокупность определена 

формулой (9).  

Без ограничения общности можно считать, что уже построено изоморфное вложение

YP: и образы композиций частичных инъективных вложений },...,,{ 21 r и изоморфно-

го вложения χ дополнены до полных копий множества дуг mAAA ,...,, 21  соответствующих об-

разцов mSSS ,...,, 21 . Предположим, что частичное инъективное вложение PS ji : и множест-

во дуг },...,,{ 211 pj aaaA образ композиции отображений i и . Пусть далее, 
21 jjj AAA , где

},...,,{ 212 ej bbbA дуги не имеющие прообразов из-за частичности отображения i .  

Таким образом, сложность поиска образцов 2-го плана зависит от: 

а) построения совокупности дуг },...,,{ 212 ej bbbA ; 

б) проверки нахождения дуг из внутри образов отображений },...,,{ 211 h . 

Теорема 4.Сложность поиска образцов второго плана имеет верхнюю границу слож-

ности не превышающую )( mnnO , где  - константа, соответствующая сложности про-

верки нахождения дуг из },...,,{ 212 ej bbbA внутри образов найденных образцов (построенных 

изоморфными вложениями  

},...,,{ 211 h , где n - верхняя граница на количество дуг и связей дуг у изображе-

ния и образцов, m – количество образцов mSSS ,...,, 21 . 

Доказательство. Сложность построения совокупности дуг },...,,{ 212 ej bbbA пункта а), 

очевидно, не превышает n.  

Общее количество дуг из объединения совокупностей },...,,{ 212 ej bbbA пункта б), оче-

видно, не превышает n* m.  

Если - константа, соответствующая сложности проверки нахождения дуг из 

},...,,{ 212 ej bbbA внутри образов найденных образцов, то )( mnnO верхняя граница 

сложности для пункта б) и теорема доказана. 



Замечание 3. Оценки теоремы 4 принципиально хуже других оценок работ [1, 2, 3], 

так как здесь появляется мультипликативная зависимость от количества образцов m (в оцен-

ках работ [1, 2, 3] количество образцов m увеличивало оценку сложности только аддитивно). 

В качестве позитивного момента отметим, что количество образцов m увеличивает слож-

ность только линейно, что позволяет надеяться на эффективную реализацию при решении 

практически значимых задач большой размерности. 

Результаты теоремы 4 позволяют получить в целом оценку сложности поиска в анали-

зируемом изображении образцов первого, второго и произвольного i – го планов, если учи-

тывать, что при переходе к произвольному i+1 – му плану, объединение совокупностей 

},...,,{ 212 ej bbbA только уменьшается, что  

Теорема 5.Сложность поиска образцов первого, второго и любых других планов име-

ет верхнюю границу сложности не превышающую  

))()(( nmnnmnnnO (11) 

где  - константа, соответствующая сложности проверки нахождения дуг из внутри 

образов найденных образцов (построенных изоморфными вложениями },...,,{ 211 h , где 

n - верхняя граница на количество дуг и связей дуг у изображения и образцов, m – количест-

во образцов mSSS ,...,, 21 . 

Доказательство. Первая часть оценки ))(( mnnnO соответствует поиску образцов 

первого плана (теорема 1).  

Вторая часть оценки O(n) соответствует оценки сложности построения совокупностей 

дуг },...,,{ 212 ej bbbA (теорема 4), как отмечалось уже выше, этих совокупностей достаточно 

для поиска объектов произвольного i+1 – го плана.  

Третья часть оценки ))(( nmnO соответствует итерациям проверок нахождения дуг 

из совокупностей },...,,{ 212 ej bbbA внутри образов отображений i...21 (теорема 

4), где i добавляются за счет найденных образцов дальнейших i – ых планов. 

Отметим, что итераций не может быть больше n. Теорема доказана.  

Замечание 4.Оценки основной Теоремы 5 нехуже оценок теоремы 4, что показывает 

отсутствие усложнения поиска образцов дальнейших i – ых планов после второго плана, что, 

вообще говоря, естественно, так как принципиальным является переход к рассмотрению час-

тичных вложений образцов, которые все генерируются после построения изоморфных вло-

жений образцов первого плана. 

4. Заключение. 1. Результаты данной работы существенно развивают и уточняют 

подход, описанный в работах [1, 2, 3], предлагают методы способные решать задачи анализа 

изображений в реальных условиях, когда изображение может иметь какие-то искажения. 

Причем не надо думать, что эти искажения могут быть только от наложения искомых образ-

цов друг на друга. Предложенные технические решения могут быть адаптированы для гораз-

до более сложных случаев, например, при аппаратных сбоях или искажениях при передаче 

видеорядов по линиям связи и пр. 

2. Существенным пробелом в рассмотренных технических решениях является отсут-

ствие разбора случая наложения на часть дуги, что будет предметом дальнейших исследова-

ний. 

3. Геометрическая интерпретация универсума так же должна получить необходимые 

технические решения.  

4. В замечании 3 указывается, что в отличии результатов работ [1, 2, 3], в теореме 4 (и 

в теореме 5, также, формула (11))количество образцов mухудшает оценку сложности муль-

типликативно относительно общего ограничения n на количество дуг и связей дуг. Кроме 

соображений, что это ухудшение только линейное, следует учитывать возможность приме-

нения методов оптимизаций переборов, предлагаемых в работах [6, 7], которые при специ-

альной настройке на прикладные задачи конкретных прикладных задач способны эффектив-

но решать и NP-трудные задачи [8, 9], (например, сетевого планирования). 
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