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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à - ïîäñ÷åò ìîùíîñòè íåêîòî-

ðîãî ìíîæåñòâà êîòðåæåé, êîòîðàÿ âîçíèêëà ïðè íàõîæäåíèè ïåðå÷èñëè-
òåëüíîé èíòåðïðåòàöèè ðàñùåïëåííûõ ïîëèíîìîâ Ïëàòîíîâà. Íàéäåííûå
ôîðìóëû ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü ïîäñ÷åò ìîùíîñòè èñêîìîãî ìíîæåñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìáèíàòîðíûé ïîëèíîì ðàçáèåíèé, êîðíåâîå äå-
ðåâî, êîðòåæ.

1 Ââåäåíèå

Íàðÿäó ñ òàêèìè óíèâåðñàëüíûìè îáúåêòàìè êàê äåðåâüÿ è ïåðåñòàíîâêè
âàæíàÿ ðîëü â ïåðå÷èñëåíèè ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ ïðèíàäëåæèò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòÿì è êîðòåæàì.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîäñ÷åòà ìîùíîñòè ìíîæå-
ñòâà êîòðåæåé, êîîðäèíàòû êîòîðûõ íåóáûâàþò. Ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå
ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, äîêàçûâàþòñÿ ðÿä óòâåðæäåíèé. Âî âòîðîì ïàðà-
ãðàôå ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî òèïîâ äåðåâüåâ, ïîäñ÷åò ìîùíîñòè ýòîãî ìíî-
æåñòâà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ÷åòâåðòîé çàäà÷è Øðåäåðà, è ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåí ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë.

2 Íåóáûâàþùèå êîðòåæè

Êîðòåæåì äëèíû n íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð öåëûõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñåë (i1, ..., in).

Ïóñòü a1, ..., an ∈ N, a1 ≤ ... ≤ an. Îáîçíà÷èì
I(a1, ..., an) = {(i1, ..., in)| ij ≤ aj, ij ≤ ij+1, 1 ≤ j ≤ n},
X(a1, ..., an) = |I(a1, ..., an)|.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ X(a1, ..., an).

1



Óòâåðæäåíèå 1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

X(k, n) =
(2n− k + 1)k

2
. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (i1, i2) êîðòåæ äëèíû 2, a1 = k, a2 = n. ×èñëî
êîðòåæåé ó êîòîðûõ i1 = 1 ðàâíî n, ó êîòîðûõ i1 = 2 � ðàâíî n− 1 è òàê
äàëåå, ó êîòîðûõ i1 = k ðàâíî � n− k + 1.

Òîãäà X(k, n) = n+ (n− 1) + ...+ (n+ 1− k) = (2n−k+1)k
2

.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-

íèå

X(a1, ..., an) =
a1−1∑
i=0

X(a2 − i, ..., an − i). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì âñå ìíîæåñòâî I íà ïîäìíîæåñòâà I1, ...Ia1 .
Â ìíîæåñòâî Ik âêëþ÷èì âñå êîðòåæè ó êîòîðûõ i1 = k, 1 ≤ k ≤ a1. Òîãäà
|I1| = X(a2, ..., an). Äàëåå ïîñêîëüêó êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íå ìåíüøå ïðåäûäóùåãî, èìååì: |I2| = X(a2 − 1, ..., an − 1),
|Ia1 | = X(a2 − (a1 − 1), ..., an − (a1 − 1)).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Óòâåðæäåíèå 3. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-

íèå

X(a1, ..., an) =
an−2−1∑

i=0

fn−1,iX(an−1 − i, ..., an − i), (3)

ãäå f3,a1 = a1, fi,ai−2+1 = ... = fi,ai−1
= fi,ai−2

, i ≥ 3, äëÿ ai−2 +1 ≤ k ≤ ai−1 è
fn,k = fn−1,k + fn,k−1 äëÿ 0 ≤ k ≤ an−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿòü ôîðìóëó (1) äî
òåõ ïîð ïîêà âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè íå áóäóò ÷èñëàìè íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà êîðòåæåé äëèíû 2. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (2) ê êàæäîìó ñëàãàå-
ìîìó â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2), ïîëó÷èì:

X(a1, ..., an) = X(a3, ..., an)+2X(a3−1, ..., an−1)+3X(a3−2, ..., an−2)+ ...

...+a1X(a3−a1+1, ..., an−a1+1)+ ...+a1X(a3−a2+1, ..., an−a2+1). (4)
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Äàëåå, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ïðèìåíèì (2) ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó â (4).
Îáîçíà÷èì fm,k�êîýôôèöèåíò ïðè X(am−k, ..., an−k) â ðàçëîæåíèÿõ,

3 ≤ m ≤ n − 1. Òîãäà f3,0 = 1, f3,1 = 2, f3,2 = 3, ..., f3,a1−1 = a1, ..., f3,a2−1 =
a1. Ðàçëîæåíèå (4) ðàâíî:

X(a1, ..., an) =
a2−1∑
i=0

f3,i X(a3 − i, ..., an − i) =
a3−1∑
i=0

f4,i X(a4 − i, ..., an − i) = ...

... =
an−2−1∑

i=0

fn−1,i X(an−1 − i, ..., an − i).

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû fm,k â ðàçëîæåíèè.
Çàìåòèì, ÷òî

X(ak−i, ..., an−i)−X(ak−(i+1), ..., an−(i+1)) = X(ak+1−i, ..., an−i), (5)

ãäå 2 ≤ k ≤ n− 1, 0 ≤ i ≤ ak − 1.
Çàìåòèì, ÷òî

X(ak − i, ..., an − i)−X(ak − (i+ 1), ..., an − (i+ 1)) = 0, (6)

ãäå ak ≤ k ≤ n− 1, 0 ≤ i ≤ ak − 1.

Ñîãëàñíî (5) èìååì: X(a4, ..., an) âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ðàçëîæåíèè
X(a3, ..., an). Çíà÷èò f4,0 = 1.X(a4−1, ..., an−1) âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ðàçëî-
æåíèÿõX(a3, ..., an) èX(a3−1, ..., an−1). Çíà÷èò f4,1 = f3,0+f3,1 = f4,0+f3,1.
X(a4 − 2, ..., an − 2) � â ðàçëîæåíèÿõ X(a3, ..., an), X(a3 − 1, ..., an − 1),
X(a3 − 2, ..., an − 2). Çíà÷èò f4,2 = f3,0 + f3,1 + f3,2 = f4,1 + f3,2. X(a4 −
k, ..., an − k) � â ðàçëîæåíèÿõ X(a3, ..., an),..., X(a3 − k, ..., an − k). Çíà÷èò
f4,k = f3,0 + ...+ f3,k−1 + f3,k = f4,k−1 + f3,k.

X(am − k, ..., an − k) âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèÿõ X(am−1, ..., an),...,
X(am−1 − k, ..., an − k). Çíà÷èò fm,k = fm−1,0 + ... + fm−1,k−1 + fm−1,k =
fm,k−1 + fm−1,k, åñëè am−2 ≤ k ≤ am−1 − 1 è fm,k = fm,am−2−1, ïðè
am−2 ≤ k ≤ am−1 − 1.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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3 Äåðåâüÿ

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
Êîðíåâîå äåðåâî ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóðñèâíî. Êîðíåâîå äåðåâî d åñòü

òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî: îäíà ñïåöèàëüíî âûáðàííàÿ âåðøèíà íàçû-
âàåòñÿ êîðíåì äåðåâà d, îñòàâøèåñÿ âåðøèíû (èñêëþ÷àÿ êîðåíü) ðàçáèòû
íà m ≥ 0 íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ äåðåâîì. Âåðøèíû, íå èìåþùèå ïðèåìíèêîâ, íàçûâàþòñÿ êîíöåâû-
ìè âåðøèíàìè. Âåðøèíû, èìåþùèå ïðèåìíèêîâ, íàçûâàþò âíóòðåííèìè
âåðøèíàìè.

Ïðèñâîèì êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíå äåðåâà ìåòêó, çàíóìåðîâàâ âåðøè-
íû ÷èñëàìè 1, 2, ..., n. Ïîâòîðÿì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà
âñå âåðøèíû êðîìå êîðíÿ íå îêàæóòñÿ ïîìå÷åííûìè [4]. Ïîìåòèì ÷èñëîì
n+1 âåðøèíó v òàêóþ, ÷òî à) âåðøèíà v íå ïîìå÷åíà, à âñå åå ïðèåìíèêè
ïîìå÷åíû è á) ñðåäè âñåõ íåïîìå÷åííûõ âåðøèí, âñå ïðèåìíèêè êîòîðûõ
ïîìå÷åíû, v ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé, èìåþùåé ïðèåìíèêà ñ íàèìåíüøåé ìåò-
êîé. Ïîëó÷åííîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ ïîìå÷åííûì.

Ïóñòü n ≥ 2, 2 ≤ k ≤ n. Îáîçíà÷èì D(n) � ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ
êîðíåâûõ äåðåâüåâ, èìåþùèõ â òî÷íîñòè n êîíöåâûõ âåðøèí, ó êîòîðûõ
èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû (è êîðíÿ) èñõîäèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí;
D(n, k) � ìíîæåñòâî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ, èìåþùèõ â òî÷íîñòè
n êîíöåâûõ âåðøèí è k ïðèåìíèêîâ êîðíÿ, ó êîòîðûõ èç êàæäîé âíóòðåí-
íåé âåðøèíû èñõîäèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí.

Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîëíûìè ðàçáèåíèÿìè è
äåðåâüÿìè [4].

×åòâåðòàÿ çàäà÷à Øðåäåðà (ïðîèçâîëüíûå ðàññòàíîâêè ñêîáîê â n-
ìíîæåñòâå) è åå îáîáùåíèå, ñôîðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ äåðåâüåâ, �
ïîäñ÷åò ìîùíîñòè ìíîæåñòâ D(n) è D(n, k) ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðû ðîäñòâåííûå äåðåâüåì, â êîòîðûõ âàæåí ïî-
ðÿäîê âíóòðåííèõ âåðøèí â äåðåâå. ×òîáû åãî çàôèêñèðîâàòü äîãîâî-
ðèìñÿ î ñïîñîáå îáõîäà äåðåâà: áóäåì îáõîäèì äåðåâî îò êîðíÿ ñëå-
âà, ââåðõ, íàïðàâî, âíèç îáðàòíî ê êîðíþ. Íàçîâåì òèïîì äåðåâà d ∈
D(n, k) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (r1, r2, ..., rn−k) ñïåíåé âíóòðåííèõ âåðøèí äå-
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ðåâà, áåç ó÷åòà êîðíÿ ïðè îáõîäå äåðåâà ñïîñîáîì îïèñàííîì âûøå. Îáî-
çíà÷èì D(n, k, r1, r2, ..., rn−k) � ìíîæåñòâî äåðåâüåâ d ∈ D(n, k) òèïà
(r1, r2, ..., rn−k). Ïîäñ÷åò ìîùíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü ïðîèçâå-
äåí ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3).
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