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Ðåäàêöèîííàÿ êîëëåãèÿ:

êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîö. Â. Ã. Àíòîíèê (îòâåòñòâåííûé ðåäàêòîð);
ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. À. Â. Àðãó÷èíöåâ;
ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîô. Ì. Â. Ôàëàëååâ

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024

https://mathizv.isu.ru/ru/article/file?id=1326


ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÍÀÓÊÈ:

ÒÅÎÐÈß È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß (DYSC 2024)

Ìàòåðèàëû 6-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ. 11�12

ÓÄÊ 517.956.22

ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÄÍÎÃÎ

ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÈÍÂÎËÞÒÈÂÍÛÌ

ÎÒÊËÎÍÅÍÈÅÌ ÀÐÃÓÌÅÍÒÀ

c© 2024 ã. Î. È. ÁÆÅÓÌÈÕÎÂÀ

Àííîòàöèÿ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëè-
íåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé â ìëàäøèõ ñëàãàå-
ìûõ. Äëÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, èíâîëþöèÿ, êðàåâàÿ çàäà÷à, ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ,
ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü.

AMS Subject Classi�cation: 35J40, 35P05

Èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàê îáûê-
íîâåííûõ, òàê è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ èíâîëþöèåé ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò (ñì., íàïðè-
ìåð, [1, 2, 6�12]). Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíû îäíîìåðíûì çàäà÷àì äëÿ
óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöåíòàìè è ñ ëèíåéíîé èíâîëþöèåé, â êîòîðûõ îñíîâíûì ìåòî-
äîì èññëåäîâàíèÿ áûë ìåòîä Ôóðüå. Èçó÷àåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ ñ èíâîëþöèåé, à òàêæå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íèõ èìåþò ñóùåñòâåííûå
îòëè÷èÿ îò èçó÷åííûõ ðàíåå ïðåäøåñòâåííèêàìè.
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç ïðîñòðàíñòâà Rn ïåðåìåííûõ x1, x2, ..., xn ñ ãëàäêîé ãðàíè-

öåé Γ. Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Q = Ω × (0, T ), 0 < T < +∞, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

utt(x, t) + ∆u(x, t) + a(x, t)u(x, t) + b(x, t)u(x, ϕ(t)) = f(x, t), (1)

ãäå a(x, t), b(x, t) è f(x, t) � çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè x ∈ Ω, t ∈ [0, T ], ϕ(t) � çàäàííàÿ
íà îòðåçêå [0, T ] èíâîëþöèÿ, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé ïî ïåðåìåííûì x1, x2, ..., xn.
Çàäà÷à 1. Íàéòè ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Q, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

u(x, t) |S = 0, (2)

u(x, 0) = 0, u(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

ãäå S = Γ× (0, T ).
Çàäà÷à 2. Íàéòè ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Q, óäîâëåòâîðÿþùåå (2), à òàêæå

óñëîâèÿì:
ut(x, 0) = 0, ut(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

Ïðåäñòàâëåííûå çàäà÷è äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû â ñëó÷àå b(x, t) = 0 [3].

Ïóñòü w(x) åñòü ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà W̊ 1
2 (Ω). Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî∫

Ω

w2(x, t)dx 6 c0

n∑
i=1

∫
Ω

w2
xi(x, t) dx

ñ ïîñòîÿííîé c0, îïðåäåëÿþùåéñÿ ëèøü îáëàñòüþ Ω [4].
Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå äâóõ òåîðåì:

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Âíóòðåííåãî ãðàíòà ÊÁÃÓ (Äîãîâîð � 8).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé a(x, t), b(x, t) è ϕ(t) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

a(x, t) ∈ C(Q), b(x, t) ∈ C(Q), ϕ(t) ∈ C1([0, T ]), (3)

a(x, t) < 0 ïðè (x, t) ∈ Q, −ϕ1 6 ϕ′(t) 6 −ϕ0 < 0 ïðè t ∈ [0, T ], (4)
1

c0
+

2

T 2
−min

Q
a(x, t)−√ϕ1 max

Q
|b(x, t)| > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, t) ∈ L2(Q) çàäà÷à 1 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈W 2
2 (Q).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), (4), à òàêæå óñëîâèå

1

c0
−min

Q
a(x, t)−√ϕ1 max

Q
|b(x, t)| > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(x, t) ∈ L2(Q) çàäà÷à 2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈W 2
2 (Q).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ïðîâåäåíî ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è ñ ïîìîùüþ àïðèîðíûõ
îöåíîê [5].
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Àííîòàöèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ñè-

ñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êðèòåðèè ïîëó÷åíû íà îñíîâå

àääèòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçíîñòíûõ ñõåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è òåîðåìû Ëàãðàíæà

î ñðåäíåì. Àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ïîâåäåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñè-

ñòåìû áåç åå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ

êðèòåðèåâ âëå÷åò âîçìîæíîñòü ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè.

AMS Subject Classi�cation: 34D20

1. Ââåäåíèå. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñòàåòñÿ àêòóàëü-
íûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé [6, 7]. Òðàäèöèîííî ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè îñíîâàíà íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà [8]. Âìåñòå ñ òåì íåîáõîäèìîñòü âûïîëíÿòü
àíàëèç óñòîé÷èâîñòè â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ êîìïüþòåðèçèðóåìûõ ìå-
òîäîâ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) íà îñíîâå ðåêóððåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçíîñòíûõ ñõåì
â àääèòèâíîé ôîðìå. Ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèé äîëæíû ñòàòü êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè â âèäå
íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Äàëåå ñ ïîìîùüþ àääèòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìóëû êî-
íå÷íûõ ïðèðàùåíèé êîíñòðóèðóþòñÿ íîâûå ðàçíîâèäíîñòè êðèòåðèåâ. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôîðìà
ïîëó÷àåìûõ êðèòåðèåâ äîïóñêàëà ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ.

2. Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ÎÄÓ

dY

dt
= F (t, Y ), Y (t0) = Y0. (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè R :
{
t0 6 t <∞; Ỹ (t), Y (t) :

∥∥∥Ỹ0 − Y0∥∥∥ 6 δ, δ > 0
}
äëÿ (1) âû-

ïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ôóíêöèÿ F (t, Y ) íåïðåðûâíà è
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî t [5]. Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó
äëÿ ñèñòåìû (1) íà îñíîâå àääèòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàçíîñòíûõ ñõåì è ôîðìóëû êîíå÷íûõ
ïðèðàùåíèé.
Ïðåäñòàâèì òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) â ôîðìå ìåòîäà Ýéëåðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì íà

êàæäîì øàãå:

yk(i+1) = yki + hfk(ti, Yi) + qki, k = 1, 2, . . ., n, (2)

ãäå qki � îñòàòî÷íûå ÷ëåíû ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ k-é êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ. Øàã h ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ðàâíîìåðíûì, äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t ∈ [t0,∞) èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ h = t−t0

i+1 , i = 0, 1, . . . , tj+1 = tj + h, 0 6 j 6 i [1].

Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ (2) â àääèòèâíîé ôîðìå âëå÷åò ñîîòíîøåíèå

yk(i+1) = yk(i−1) + hfk(ti−1, Yi−1) + qk(i−1) + hfk(ti, Yi) + qki,
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èëè yk(i+1) = yk0 +
∑i

`=0 hfk(ti−`, Yi−`) +
∑i

`=0 qk(i−`), yk0 = yk(t0), k = 1, 2, . . ., n.

Ñ ó÷åòîì îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ, âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ ðåøåíèÿ íà ïðîìåæóòêå [t0, t] îïðå-
äåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ [2]

ỹk(t)− yk(t) = ỹk(t0)− yk(t0) + lim
i→∞

i∑
`=0

h(fk(ti−`, Ỹi−`)− fk(ti−`, Yi−`)), (3)

∀t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . ., n.

Âûäåëèì â (3) âîçìóùåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ â âèäå ìíîæèòåëÿ:

ỹk(t)− yk(t) =
ỹk(t0)− yk(t0) + lim

i→∞

∑i
`=0 h(fk(ti−`, Ỹi−`)− fk(ti−`, Yi−`))

ỹk(t0)− yk(t0)
× (ỹk(t0)− yk(t0))

∀t ∈ [t0,∞), k = 1, 2, . . ., n.

Òåîðåìà 1. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâî-

âàíèå ∆, 0 < ∆ 6 δ òàêîãî, ÷òî ∀Ỹ (t) : 0 <
∥∥∥Ỹ0 − Y0∥∥∥ 6 ∆ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∣∣∣∣∣∣

ỹk(t0)− yk(t0) + lim
i→∞

∑i
`=0 h(fk(ti−`, Ỹi−`)− fk(ti−`, Yi−`))

ỹk(t0)− yk(t0)

∣∣∣∣∣∣ 6 c̃1, c̃1 = const,

∀t ∈ [t0,∞) , k = 1, 2, . . ., n.

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

îíî áûëî óñòîé÷èâî è ñóùåñòâîâàëî ∆1 6 ∆, òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî 0 <
∥∥∥Ỹ0 − Y0∥∥∥ 6 ∆1

âëå÷åò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ

lim
t→∞

∣∣∣∣∣∣
ỹk(t0)− yk(t0) + lim

i→∞

∑i
`=0 h(fk(ti−`, Ỹi−`)− fk(ti−`, Yi−`))

ỹk(t0)− yk(t0)

∣∣∣∣∣∣ = 0, k = 1, 2, . . ., n.

Äàëåå êîíñòðóèðóþòñÿ êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå àääèòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìó-
ëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé.
Ïóñòü íà ïîëóîñè ïîñëåäîâàòåëüíûìè èíäåêñàìè îòìå÷åíû ðàâíûå ïî äëèíå îòðåçêè ñ îáùèìè

ãðàíèöàìè

[t0,∞) =
∞⋃
i=0

[ti, ti+1], ti+1 = ti + hc, hc = const, i = 0, 1, . . ., (4)

ãäå hc çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíî. Ïîñòðîåíèå êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó Ëàãðàí-
æà î ñðåäíåì, ïðèìåíÿåìóþ ê êàæäîìó îòðåçêó èç (4).
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðàçíîâèäíîñòè ôîðìóë ñðåäíèõ çíà÷åíèé

yk(t`+1)− yk(t`) = fk(ξk`, Y (ξk`))(t`+1 − t`), ξk` ∈ (t`, t`+1), (5)

∀` = 0, 1, . . . , k = 1, 2 . . . , n, è

yk(t)− yk(t`) = fk(θk`, Y (θk`))(t− t`), ∀t ∈ (t`, t`+1), (6)

θk` ∈ (t`, t),∀` = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , n.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ∆fk(ξ̃k`, ξk`) = fk(ξ̃k`, Ỹ (ξ̃k`))− fk(ξk`, Y (ξk`)),

∆fk(θ̃k`, θk`) = fk(θ̃k`, Ỹ (θ̃k`))− fk(θk`, Y (θk`)).
Èìååò ìåñòî
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Òåîðåìà 2. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) óñòîé÷èâî, åñëè ïðè ëþáîì âûáîðå hc = const, ∃∆ > 0,

òàêîå, ÷òî ∀Ỹ (t) : 0 <
∥∥∥Ỹ0 − Y0∥∥∥ 6 ∆, ∀k = 1, 2, . . . , n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∣∣∣∣∣

∑i
`=0 ∆fk(ξ̃k`, ξk`)

ỹk(t0)− yk(t0)

∣∣∣∣∣ 6 c1, c1 = const, ξ̃k`, ξk` ∈ (t`, t`+1), ξ̃k`, ξk` èç (5), è

∣∣∣∣∣ ∆fk(θ̃k`, θk`)

ỹk(t0)− yk(t0)

∣∣∣∣∣ 6 c2, c2 = const, θ̃k`, θk` ∈ (t, t`+1),∀t ∈ (t`, t`+1), t`+1 − t` = hc,

∀` = 0, 1, . . . , i, ∀i = 0, 1, . . . , θ̃k`, θk` èç (6).

Òåîðåìà 3. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-

ðåìû 2 è ∃∆1 > 0, 0 < ∆1 6 ∆, òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå hc = const èç (4), ∀Ỹ (t) : 0 <∥∥∥Ỹ0 − Y0∥∥∥ 6 ∆1, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

hc
∑i

`=0 ∆fk(ξ̃k`, ξk`)

ỹk(t0)− yk(t0)
+ 1→ 0, t→∞, t ∈ [ti, ti+1), ∀i = 0, 1, . . . , (i→∞),

ξ̃k`, ξk` ∈ (t`, t`+1),∀` = 0, 1, . . . , i, ∀k = 1, 2, . . ., n, ãäå ξ̃k`, ξk` èç (5), è ỹk(t)− yk → 0, t→∞.

Òåîðåìà 4. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ∃∆ > 0,

òàêîãî ÷òî ∀Ỹ (t) : 0 <
∥∥∥Ỹ0 − Y0∥∥∥ 6 ∆,∀k = 1, 2, . . ., n, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå∣∣∣∣∣∆fk(θ̃k(i+1), θk(i+1))(t− ti+1) + hc

∑i
`=0 ∆fk(ξ̃k`, ξk`)

ỹk(t0)− yk(t0)
+ 1

∣∣∣∣∣ 6 c̃2, c2 = const (7)

∀t ∈ [t0,∞), t ∈ [ti+1, ti+2], ∀i = 0, 1, . . ., θ̃k(i+1), θk(i+1) ∈ (ti+1, ti+2), ξ̃k`, ξk` ∈ (t`, t`+1),

∀` = 0, 1, . . ., i, ãäå θ̃k(i+1), θk(i+1) èç (6) ïðè ` = i+ 1, ξ̃k`, ξk` - èç (5).
Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü (7) è ∃∆1, 0 < ∆1 6 ∆, òàêîå, ÷òî ∀Ỹ (t) : 0 <
∥∥∥Ỹ0 − Y0∥∥∥ 6 ∆1 âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ

∆fk(θ̃k(i+1), θk(i+1))(t− ti+1) + hc

i∑
`=0

∆fk(ξ̃k`, ξk`) + ỹk(t0)− yk(t0)→ 0, (8)

t→∞(i→∞), ξ̃k`, ξk` ∈ (t`, t`+1), θ̃k(i+1), θk(i+1) ∈ (ti+1, ti+2)∀k = 1, 2, . . ., n.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êðèòåðèåâ (7), (8) çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ

ξk` â fk(ξk`, Y (ξk`)) ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Èç (5)
yk(t`+1)−yk(t`)

hc
= fk(ξk`, Y (ξk`)), ÷òî ðàâíîñèëüíî

hc
−1(yk(t`+1)− yk(t`))− fk(ξk`, Y (ξk`)) = 0.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êóñî÷íî-

èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä ñ èòåðàöèîííûì óòî÷íåíèåì [3]. Íà êàæäîì ïîäûíòåðâàëå ñòðîÿòñÿ
èíòåðïîëèðóþùèå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) â âèäå àëãåáðàè÷åñêèõ ïî-
ëèíîìîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè îò îäíîé ïåðåìåííîé t. Îíè íåïðåðûâíî ñêëåèâàþòñÿ íà êàæäîé
ãðàíèöå ñìåæíûõ ïîäûíòåðâàëîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöè-
åé îäíîé ïåðåìåííîé êàæäîãî êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) íà âñåì îòðåçêå
ðåøåíèÿ.
Íà ýòîé îñíîâå ìîæíî íàéòè ξk` êàê ìèíèìóì ìîäóëÿ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

min
ξk`∈[t`,t`+1]

∣∣hc−1(yk(t`+1)− yk(t`))− fk(ξk`, Y (ξk`))
∣∣ = 0.

Ìèíèìóì ìîäóëÿ ëþáîé ôóíêöèè íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íà îñíîâå àëãîðèòìà ñîðòèðîâêè [4].
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3. Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ñèñòåì íåëèíåéíûõ ÎÄÓ
â ôîðìå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Êðèòåðèè ïîëó÷åíû íà îñíîâå àääèòèâíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ðàçíîñòíûõ ñõåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ, íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû. Ïðè-
âîäÿòñÿ êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè íà îñíîâå òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåì ïðè ïðîèçâîëüíîì øàãå
ìåæäó óçëîâûìè òî÷êàìè. Âñå ðàçíîâèäíîñòè êðèòåðèåâ äîïóñêàþò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ,
÷òî âëå÷åò âîçìîæíîñòü êîìïüþòåðèçàöèè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà âèäîèçìåíåííàÿ çàäà÷à Äèðèõëå â øàðå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé âåçäå, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò

è íåêîòîðîé ñôåðû, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïàðàáîëè÷åñêîå âûðîæäåíèå. Èçó÷åíî âëèÿíèå òàêîãî

âûðîæäåíèÿ íà õàðàêòåð ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíûå ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû, çàäà÷à Äèðèõëå, âèäîèçìåíåííàÿ çàäà-

÷à Äèðèõëå, ñèñòåìû ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü, çàäà÷à

î íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé.

AMS Subject Classi�cation: 35J57

Ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ìîæíî ðàçáèòü íà êëàññû, îòíîñÿ ê îäíîìó êëàññó òàêèå ñèñòåìû, êîòîðûå ìîæíî ïðîäåôîð-
ìèðîâàòü äðóã â äðóãà, íåïðåðûâíî èçìåíÿÿ êîýôôèöèåíòû êàê ïàðàìåòðû. Ïðè÷åì â ïðîöåññå
äåôîðìàöèè ñèñòåìà ñîõðàíÿåò ýëëèïòè÷íîñòü. Ñèñòåìû, ïîïàäàþùèå â îäèí è òîò æå êëàññ,
ãîìîòîïíû. Ïîýòîìó òàêîå ðàçáèåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì íà êëàññû íàçûâàþò ãîìîòîïè÷å-
ñêîé êëàññèôèêàöèåé. Åñëè ñèñòåìà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ýëëèïòè÷íà â íåêîòîðîé
îáëàñòè, òî âñå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç äàííîé ñèñòå-
ìû ôèêñèðîâàíèåì çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ â íåêîòîðîé òî÷êå îáëàñòè, ãîìîòîïíû äðóã äðóãó.
Ñèñòåìà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè ôèêñèðîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîé â äâóõ
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè ïîëó÷àþòñÿ íåãîìîòîïíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,
îáÿçàòåëüíî âûðîæäàåòñÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, ðàçáèâàþùåì îáëàñòü. Çàäà÷à ãîìîòîïè÷å-
ñêîé êëàññèôèêàöèè ïîëíîñòüþ ðåøåíà òîëüêî äëÿ ñèñòåì ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âûðîæäåíèÿ íà õàðàêòåð ðàçðåøèìîñòè ãðàíè÷íûõ
çàäà÷ [2], [3].
Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì ñèñòåìó

−(x2 + y2 + z2)4u+ λ ∂
∂x(ux + vy + wz) = 0;

−(x2 + y2 + z2)4v + λ ∂
∂y (ux + vy + wz) = 0;

−(x2 + y2 + z2)4w + λ ∂
∂z (ux + vy + wz) = 0,

(1)

ãäå u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, λ > 0 � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (1) èìååò âèä

det = (x2 + y2 + z2)(x2 + y2 + z2 − λ)(ξ2 + η2 + µ2)3.

Ïîýòîìó ñèñòåìà (1) ýëëèïòè÷íà âåçäå, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò è ñôåðû x2 + y2 + z2 = λ, ãäå
ïðîèñõîäèò ïàðàáîëè÷åñêîå âûðîæäåíèå. Ïóñòü D : {x2 + y2 + z2 < R2}, ïðè÷åì R2 > λ. Òî åñòü
D � øàð, ñîäåðæàùèé ñôåðó âûðîæäåíèÿ. Γ : {x2 + y2 + z2 = R2} � ãðàíèöà ýòîãî øàðà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå: íàéòè ðåãóëÿðíûå â øàðå D ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùèå íà ãðàíèöå Γ óñëîâèÿì

u |Γ = f1;
v |Γ = f2;

(2)

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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w |
δΓ

= f3, (3)

ãäå δΓ : {z = 0, x2 + y2 = R2}.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ux + vy + wz = H.

Òîãäà ñèñòåìó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

−(x2 + y2 + z2)4u+ λ∂H∂x = 0;

−(x2 + y2 + z2)4v + λ∂H∂y = 0;

−(x2 + y2 + z2)4w + λ∂H∂z = 0.

(4)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) ïî x, âòîðîå � ïî y, òðåòüå � ïî z è ñëî-
æèì ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèé. Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ 4u,4v,4w, êîòîðûå ìîæíî
ïîëó÷èòü èç ñèñòåìû (1), áóäåì èìåòü

(x2 + y2 + z2)(x2 + y2 + z2 − λ)4H + 2λ

(
x
∂H

∂x
+ y

∂H

∂y
+ z

∂H

∂z

)
= 0. (5)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ρ = x2 + y2 + z2 = r2.

Òîãäà óðàâíåíèå (5) ïðèìåò âèä

(ρ− λ)4H +
2λ

ρ

(
x
∂H

∂x
+ y

∂H

∂y
+ z

∂H

∂z

)
= 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å

∂
∂x

(
(ρ− λ)∂H∂x

)
+ ∂

∂y

(
(ρ− λ)∂H∂y

)
+ ∂

∂z

(
(ρ− λ)∂H∂z

)
+

+2(λ−ρ)
ρ

(
x∂H∂x + y ∂H∂y + z ∂H∂z

)
= 0.

(6)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (6) íà H è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì[
∂
∂x

(
(ρ− λ)H ∂H

∂x

)
+ ∂

∂y

(
(ρ− λ)H ∂H

∂y

)
+ ∂

∂z

(
(ρ− λ)H ∂H

∂z

)]
+ ∂

∂r

(
λ−r2

r

)
H2+

+(λ− ρ)

[(
∂H
∂x

)2
+
(
∂H
∂y

)2
+
(
∂H
∂z

)2]
+ λ+r2

r2 H2 = 0
(7)

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (7) ïî øàðó Dλ : {x2 + y2 + z2 = λ}∫
Dλ

[
∂
∂x

(
(ρ− λ)H ∂H

∂x

)
+ ∂

∂y

(
(ρ− λ)H ∂H

∂y

)
+ ∂

∂z

(
(ρ− λ)H ∂H

∂z

)]
dxdydz+

+
∫
Dλ

∂
∂r

(
λ−r2

r

)
H2dxdydz+

+
∫
Dλ

[
(λ− ρ)

((
∂H
∂x

)2
+
(
∂H
∂y

)2
+
(
∂H
∂z

)2)
+ λ+r2

r2 H2

]
dxdydz = 0

(8)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé èç ïåðâûõ äâóõ
èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ (9) ðàâåí íóëþ. Òîãäà ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∫

Dλ

[
(λ− ρ)

((
∂H

∂x

)2

+

(
∂H

∂y

)2

+

(
∂H

∂z

)2
)

+
λ+ r2

r2
H2

]
dxdydz = 0,

êîòîðîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè H = 0.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â øàðå Dλ óðàâíåíèå (5) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå H = 0. Ïîêàæåì,

÷òî è âíå ýòîãî øàðà H = 0. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) â âèäå

Hi = Fi(ρ)ωi(x, y, z),

ãäå ωi � îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè i:

4ωi = 0, x
∂ωi
∂x

+ y
∂ωi
∂y

+ z
∂ωi
∂z

= iωi.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Fi(ρ) ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ Ðèìàíà

Fi” +

(
i+ 1/2

ρ
+

1

ρ− λ

)
F ′i +

λi

2ρ

1

ρ(ρ− λ)
Fi = 0. (9)

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè R2 > λ óðàâíåíèå (5) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå

H =

∞∑
i=1

Fi(ρ)ωi(x, y, z) ≡ 0.

Èç ñèñòåìû (1) èìååì
4u = λ

x2+y2+z2
∂H
∂x = 0;

4v = λ
x2+y2+z2

∂H
∂y = 0;

4w = λ
x2+y2+z2

∂H
∂z = 0,

ò. å. ôóíêöèè u, v, w ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Ôóíêöèè u è v íàõîäÿòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì
èç çàäà÷ Äèðèõëå â øàðå D [1]

4u = 0, u |Γ = f1;
4v = 0, v |Γ = f2.

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè w ïîëó÷àåì çàäà÷ó î íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé

4w = 0

∂w

∂z
|Γ = −

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
|Γ = Φ(x, y, z).

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä w = p(x, y)ϕ(x, y, z), ãäå ϕ(x, y, z) � ðåãóëÿðíàÿ â øàðå D ãàðìî-
íè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèåé Φ(x, y, z), à ãàðìîíè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ
p(x, y) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (4) [4]. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà.

Òåîðåìà 1. Âèäîèçìåíåííàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ ñèñòåìû (1) ñ óñëîâèÿìè (2), (3) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè.
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Àííîòàöèÿ. Âïåðâûå èçó÷åíû äåòåðìèíèðîâàííàÿ è ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìû Âåíòöåëÿ óðàâíå-
íèé ñâîáîäíîé ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â øàðå è íà åãî ãðàíèöå. Â äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå óñòà-
íîâëåíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû Âåíòöåëÿ â ñïåöèôè÷åñêîì
ïîñòðîåííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ïðîèçâîäíîé Íåëüñîíà � Ãëèêëèõà è ñòðîèòñÿ ðåøåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò
îïðåäåëÿòü êîëè÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ ãåîõèìè÷åñêîãî ðåæèìà ãðóíòîâûõ âîä ïðè áåçíàïîðíîé
ôèëüòðàöèè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû ôèëüòðàöèè ðàññìàòðèâàëîñü íåêëàññè÷åñêîå
óñëîâèå Âåíòöåëÿ, ïîñêîëüêó îíî ïðåäñòàâëåíî óðàâíåíèåì ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè,
çàäàííûì íà ãðàíèöå îáëàñòè, ïîíèìàåìîé êàê ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå áåç
êðàÿ, ïðè÷åì âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðåäñòàâëåíî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, çàäàííîé â
îáëàñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà óðàâíåíèé Âåíòöåëÿ, óðàâíåíèå ñâîáîäíîé ôèëüòðàöèè, ïðîèçâîäíàÿ
Íåëüñîíà � Ãëèêëèõà.

AMS Subject Classi�cation: 35G15

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ Ω = {(r, θ, ϕ) : r ∈ [0, R), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)} � øàð â R3, ñ
ãðàíèöåé Γ = {(θ, ϕ) : θ ∈ [0, π), ϕ ∈ [0, 2π)} íà êîìïàêòå Ω ∪ Γ ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
Âåíòöåëÿ, ìîäåëèðóþùèõ ýâîëþöèþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ôèëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè,

(λ−∆r,θ,ϕ)ut = α0∆r,θ,ϕu− β0∆2
r,θ,ϕu− γ0u, u = u(t, r, θ, ϕ), (t, r, θ, ϕ) ∈ R+ × Ω, (1)

(λ−∆θ,ϕ)vt = α1∆θ,ϕv − β1∆2
θ,ϕv + ∂Ru− γ1v, v = v(t, R, θ, ϕ), (t, R, θ, ϕ) ∈ R+ × Γ, (2)

ãäå îïåðàòîðû ∆r,θ,ϕ è ∆θ,ϕ èìåþò âèä

∆r,θ,ϕ = (r −R)
∂

∂r

(
(R− r) ∂

∂r

)
+

∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
,

∆θ,ϕ =
∂2

∂θ2
+

∂2

∂ϕ2
, ∂R =

∂

∂r

∣∣∣∣
r=R

.

(3)

Ê äàííîé ñèñòåìå ïðèñîâîêóïèì óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ, ÷òî ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòü ïîëó÷åí-
íîãî ðåøåíèÿ

tr u = v íà R+ × Γ, (4)

è ñíàáäèì åå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0, r, θ, ϕ) = u0(r, θ, ϕ), v(0, R, θ, ϕ) = v0(R, θ, ϕ). (5)

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîäåðæàò
ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, çäåñü ñèìâîëîì ∆ â (1) îáîçíà÷åí ìîäèôèöèðîâàííûé îïåðàòîð Ëàïëàñà �
Áåëüòðàìè â îáëàñòè Ω, à â (2) òåì æå ñèìâîëîì îáîçíà÷åí ìîäèôèöèðîâàííûé îïåðàòîð Ëàïëàñà

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 23-21-10056).
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� Áåëüòðàìè íà Γ. Ñèìâîëîì ν = ν(t, r, θ, ϕ), (t, r, θ, ϕ) ∈ R+ × Γ, îáîçíà÷åíà âíåøíÿÿ íîðìàëü ê
R+ × Ω. Ïàðàìåòðû α0, α1, λ, β0, β1, γ0, γ1 ∈ R õàðàêòåðèçóþò ñðåäó.
Ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(5) íàçîâåì äåòåðìèíèðîâàííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Âåíòöåëÿ. Åñëè çàìå-

íèòü ôóíêöèè u è v, îïðåäåëÿåìûå Ω è Γ ñîîòâåòñòâåííî, íà η = η(t) è κ = κ(t) ñòîõàñòè÷åñêèìè
ïðîöåññàìè íà èíòåðâàëå (0, τ), òî ïîëó÷èì ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Âåíòöåëÿ, ãäå ïîä
ïðîèçâîäíîé ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ Íåëüñîíà � Ãëèêëèõà îò ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî ïðîöåññà. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è áóäåì íàçûâàòü ñòîõàñòè÷åñêèì ðåøåíèåì
ñèñòåìû Âåíòöåëÿ.
Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû Âåíòöåëÿ óðàâíåíèé câîáîäíîé

ôèëüòðàöèè â øàðå è íà åãî ãðàíèöå. Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Âåíòöåëÿ â øàðå è íà åãî ãðàíèöå. Âî
âòîðîé ÷àñòè ïðîâîäÿòñÿ àáñòðàêòíûå ðàññóæäåíèÿ, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïîñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâà
è äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû Âåíòöå-
ëÿ óðàâíåíèé â øàðå è íà åãî ãðàíèöå.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Äçåêöåð Å.Ñ. Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ // Äîêëàäû
Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ. 1972. 202, � 5. Ñ. 1031�1033.

2. Favini A., Sviridyuk G.A., Zamyshlyaeva A.A. One class of sobolev type equations of higher order with
additive ¡¡white noise¿¿ // Communications on Pure and Applied Analysis. 2016. 15, � 1. P. 185–196.

3. Goncharov N. S., Zagrebina S.A., Sviridyuk G.A. Non-uniqueness of solutions to boundary value problems
with Wentzell condition // Bulletin of the South Ural State University. Series: Mathematimathcal Modeling,
Programming and Computer Software. 2021. 14, � 4. P. 102–105.

4. Goncharov N. S., Sviridyuk G.A. Analysis of the Wentzell Stochastic System Composed of the Equations
of Unpressurised Filtration in the Hemisphere and at Its Boundary // Bulletin of the South Ural State
University. Series: Mathematical Modeling, Programming and Computer Software. 2024. 17, � 1. P. 86–96.

5. Goncharov N. S., Sviridyuk G.A., Zagrebina S.A. The Showalter – Sidorov and Cauchy problems for the
linear Dzekzer equation with Wentzell and Robin boundary conditions in a bounded domain // Bulletin of
the South Ural State University. Series: Mathematics. Mechanics. Physics. 2022. 14, � 1. P. 50–63.

6. Goncharov N. S. Stochastic Barenblatt – Zheltov – Kochina model on the interval with Wentzell boundary
conditions // Global and Stochastic Analysis. 2020. 7, � 1. P. 11–23.

7. Lions J. L., Magenes E. Problems aux limites non homogenes et applications. Paris : Dunod, 1968.

8. Wentzell A.D. On Boundary Conditions for Multidimensional Diffusion Processes // Theory of Probability
and its Applications. 1959. 4. P. 164–177.

Ãîí÷àðîâ Íèêèòà Ñåðãååâè÷
Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñè-

òåò)
E-mail: Goncharov.NS.krm@yandex.ru

Çàãðåáèíà Ñîôüÿ Àëåêñàíäðîâíà
Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñè-

òåò)
E-mail: zagrebinasa@susu.ru

Ñâèðèäþê Ãåîðãèé Àíàòîëüåâè÷
Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñè-

òåò)
E-mail: sviridyukga@susu.ru



ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÍÀÓÊÈ:

ÒÅÎÐÈß È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß (DYSC 2024)

Ìàòåðèàëû 6-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ. 22�23

ÓÄÊ 517.957

ÐÅØÅÍÈÅ ÒÈÏÀ ÁÅÃÓÙÅÉ ÂÎËÍÛ ÎÄÍÎÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ

ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ Ñ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ ÒÈÏÀ ¾ÌÎÄÓËÜ¿

c© 2024 ã. Å. Þ. ÃÐÀÆÄÀÍÖÅÂÀ

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå òèïà áåãóùåé âîëíû îäíîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íåëèíåéíîñòüþ

òèïà ¾ìîäóëü¿.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ñìåøàííàÿ çàäà÷à.

AMS Subject Classi�cation: 35L02, 35L60

1. Ââåäåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ñèñòåìàìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà îïèñûâàþò ìíîæåñòâî
ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð, âñåâîçìîæíûå âîëíîâûå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â æèäêîñòè, â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå è òîìó ïîäîáíûå. Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñ ê òàêèì óðàâíåíèÿì è ñèñòåìàì
íå îñëàáåâàåò, áèáëèîãðàôèÿ, ïîñâÿùåííàÿ èññëåäîâàíèÿì òàêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì îáøèðíà.
Ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ïîäõîäû ê ïîëó÷åíèþ ðåøåíèé ïîäîáíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, à òàêæå çàäà÷
ñ íèìè ñâÿçàííûõ (íàïðèìåð, [1�7]).
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé âîëíû îäíîé ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íåëèíåé-
íîñòüþ òèïà ¾ìîäóëü¿.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü u = u(x, y) è v = v(x, y) -ôóíêöèè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ x
è y, äèôôåðåíöèðóåìûå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ∀(x, y) ∈ D ⊂ R .
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c,

òàêèìè, ÷òî a ∈ R \ {0}, b ∈ R \ {0}, c ∈ R \ {0}, âèäà
∂u

∂x
+ a

∂v

∂y
+ b|v|v = 0

∂v

∂x
+ c

∂u

∂y
= 0,

(1)

â êîòîðîé ôóíêöèè u = u(x, y) è v = v(x, y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

v(x0, 0) = ϕ, u(x0, 0) = ψ, (2)

v(x∗, y0) = f, u(x∗, y0) = g, (3)

ãäå x0, x∗, y0, ϕ, ψ, f, g � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñìåøàííóþ çàäà÷ó
(1)- (3), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x0, x∗, y0, ϕ, ψ, f, g a, b, c- äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî x0 6= x∗,
a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0, ac > 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a(ϕ− f)2 6= c(g − ψ)2, (4)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà FWEU-2021-0006 ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÐÔ íà

2021�2030 ãã.
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ϕfb(y0(ϕ− f) + c(g − ψ)(x∗ − x0)) = a(ϕ− f)2 − c(g − ψ)2.

Òîãäà ôóíêöèè âèäà

v =
a(ϕ− f)2 − c(g − ψ)2

bK
,

u = −g − ψ
ϕ− f

v +
gϕ− ψf
ϕ− f

,

ãäå v = v(x, y), u = u(x, y),

K = K(x, y) = (ϕ− f)2y + c(ϕ− f)(g − ψ)x+ y0f(ϕ− f) + c(g − ψ)(x∗f − x0ϕ), (5)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)- (3).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü x0, x∗, y0, ϕ, ψ, f, g a, b, c- äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî x0 6= x∗,
a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0, ac > 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−ϕfb(y0(ϕ− f) + c(g − ψ)(x∗ − x0)) = a(ϕ− f)2 − c(g − ψ)2.

Òîãäà ôóíêöèè âèäà

v = −a(ϕ− f)2 − c(g − ψ)2

bK
,

u = −g − ψ
ϕ− f

v +
gϕ− ψf
ϕ− f

,

ãäå v = v(x, y), u = u(x, y), è K = K(x, y) èìååò âèä (5), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)- (3).
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Àííîòàöèÿ. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íó-

ëåâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Êîøè, ñèñòåìà.

AMS Subject Classi�cation: 35F50

Â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëÿåì óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû âèäà:{
∂tu(t, x) + (au(t, x) + bv(t, x) + h1)∂xu(t, x) = 0,
∂tv(t, x) + (cu(t, x) + gv(t, x))∂xv(t, x) = 0,

(1)

ãäå u(t, x), v(t, x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, a, b, c, g � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, h1
� èçâåñòíàÿ êîíñòàíòà, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

u(0, x) = ϕ1(x), v(0, x) = ϕ2(x) (2)

â îáëàñòè

ΩT = {(t, x) |0 6 t 6 T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0}.
Ïîëó÷åíà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [2], [1]:

w1(s, t, x) = ϕ1(x−
t
∫
0
(aw1 + bw3 + h1)dτ), (3)

w2(s, t, x) = ϕ2(x−
t
∫
0
(cw4 + gw2)dτ), (4)

w3(s, t, x) = w2(s, s, x−
t
∫
s
(aw1 + bw3 + h1)dτ), (5)

w4(s, t, x) = w1(s, s, x−
t
∫
s
(cw4 + gw2)dτ). (6)

Îáîçíà÷èì C̄1,2,2(ΩT ) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îäèí ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïåðåìåííîé
t, äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííîé x, èìåþùèõ ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå
âòîðîãî ïîðÿäêà è îãðàíè÷åííûå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà ΩT .
Èòîãîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ C̄2(R) è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) a > 0, b > 0, c > 0, g > 0, h1 � êîíñòàíòà,
2) ϕ′1(x) > 0, ϕ′2(x) > 0 íà R.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 çàäà÷à Êîøè (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u(t, x), v(t, x) ∈ C̄1,2,2(ΩT ),

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3)�(6).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè ñ ïàðàìåòðîì, âîçìóùåííàÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíà-

ëîì. Ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà çàäà÷à èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëü-

íûå ðåøåíèÿ â êëàññå âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêèõ

ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, òî÷êà áèôóðêàöèè, çàäà÷à Êîøè, äèàãðàììà Íüþòî-

íà.

AMS Subject Classi�cation: 47J15

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
dx(t, λ)

dt
= a(t, λ)xα(λ) +

∞∑
i=l

ai(t, λ)x
i(t, λ), t ∈ [0, T ], λ ∈ R

x(t, λ)|t=0 = 0,

(1)

ðÿä
∑∞

l aix
i ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îêðåñòíîñòè íóëÿ, êîýôôèöèåíòû a(t, λ), ai(t.λ) � íåïðå-

ðûâíûå ïî t è äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ïî λ. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, íàçûâàåìûé â ïðèëîæåíèÿõ
íàãðóçêîé, îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëàìè Ñòèëüåññà:

xα(λ) =

m∑
i=1

bi∫
ai

x(t, λ)dαi(t), [ai, bi] ⊂ (0, T ]. (2)

Ïîýòîìó íàãðóçêà ìîæåò èìåòü ëîêàëüíûå è èíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à Êî-
øè (1) ïðè ëþáîì λ èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå: x(t, λ) = 0, xα(λ) = 0. Â äàííîé ðàáîòå íàõîäÿòñÿ
óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ òî÷êà λ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè, òî åñòü â å¼ îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Äëÿ äðóãèõ êëàññîâ óðàâíåíèé ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü íàìè
ðàíåå â ðàáîòå [1], ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà è ïàðàìåòðà, íàçûâàåìîãî óðàâíåíèåì ðàçâåòâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ òåõíèêà ïðèìåíåíà
çäåñü.

2. Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ, íåîáõîäèìîå óñëîâèå áèôóðêàöèè. Ïîñòðî-
èì ðåøåíèå ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè |λ− λ0| 6 ρ1,|xα| 6 ρ2 â âèäå ðÿäà:

x(t, λ) =
∞∑
n=1

kn(t, λ)xα(λ)
n, (3)
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êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñòðîÿòñÿ ðåêóððåíòíî:

k1(t, λ) =
t∫
0

a(τ, λ)dτ,

k2 = · · · = kl−1 = 0,

kl =
t∫
0

al(τ, λ)k
l
1(τ, λ)dτ,

· · ·

Ìû ñòðîèì ìàëîå ðåøåíèå x(t, λ) → 0 ïðè λ → λ0, ïîýòîìó è xα → 0. Ðÿä (3) ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ2. Ïðèìåíèì ê íåìó ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë xα. Ïîëó÷èì èñêîìîå
óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ:

L1(λ)xα +
∞∑
n=1

Ln(λ)x
n
α = 0 (4)

Êîýôôèöèåíòû Li îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
L1(λ) =

m∑
i=1

bi∫
ai

k1(t, λ)dαi(t)− 1

L2 = · · · = Ll−1 = 0

Ln(λ) =
m∑
i=1

bi∫
ai

kn(t, λ)dαi(t) n > l.

Òî÷êà λ0 áóäåò òî÷êîé áèôóðêàöèè çàäà÷è Êîøè (1) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà λ0 �
òî÷êà áèôóðêàöèè óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ (4). Åñëè L1(λ0) 6= 0 òî, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíê-
öèè, óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ â îêðåñòíîñòè λ0 íå èìååò ìàëûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Ôîðìóëà
(3) óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó ìàëûìè ðåøåíèÿìè èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè è óðàâíåíèÿ ðàç-
âåòâëåíèÿ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå áèôóðêàöèè). Äëÿ òîãî ÷òîáû λ0 áûëà òî÷êîé áèôóð-

êàöèè çàäà÷è Êîøè (1), íåîáõîäèìî L1(λ0) = 0.

Ñëåäñòâèå 2 (c-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ). Ïóñòü â óðàâíåíèè ðàçâåòâëåíèÿ (4) âñå

Li(λ0) = 0, òîãäà λ0 áóäåò òî÷êîé áèôóðêàöèè. Áîëåå òîãî, çàäà÷à Êîøè (1) ïðè λ0 èìå-

åò c-ïàðàìåòðè÷åñêîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x(t, c), çàâèñÿùåå îò ìàëîãî ïàðàìåòðà c. Ïðè
0 < |λ− λ0| < ρ1 äðóãèõ ìàëûõ ðåøåíèé íåò.

3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ. Ââåäåì äâà óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ:

• ×èñëî λ0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòåé pi êîýôôèöèåíòîâ Li(λ), ãäå i = 1, l, l + 1, . . . , n− 1.
• Êîýôôèöèåíò Ln(λ0) 6= 0, ïîýòîìó êðàòíîñòü pn = 0. Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Òåéëîðà ïðè
µ = λ− λ0 → 0 ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòèêè:

Li(λ0 + µ) ∼ 1

pi!
L
(pi)
i (λ0)µ

pi , i = 1, . . . , n− 1.

Ñëåäóÿ äàííûì óñëîâèÿì íàíåñåì íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü i, p òî÷êè (1, p1), (2, p2), . . . , (n −
1, pn−1), (n, 0) è ïîñòðîèì äèàãðàììó Íüþòîíà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïóñòü p1 = 1. Òîãäà äèà-
ãðàììà Íüþòîíà ñîñòîèò èç îäíîãî îòðåçêà, ϕ � óãîë íàêëîíà ýòîãî îòðåçêà ê îòðèöàòåëüíîìó
íàïðàâëåíèþ îñè àáñöèññ.
Òàê êàê tgϕ = 1

n−1 , òî ñëåäóåò èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ â ôîðìå:

xα = (c0 + o(|µ|))µ
1

n−1 , c0 6= 0.

Ãëàâíûé ÷ëåí c0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

sgnµ · dL1

dλ
|λ0 + Ln(λ0)c

n−1 = 0,
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çàâèñÿùåìó îò çíàêà µ = λ− λ0. Çíà÷èò,

c0 =
(
−
sgnµdL1

dµ |λ0
Ln(λ0)

) 1
n−1 .

Òàêèì îáðàçîì,

• ïðè ÷¼òíûõ n ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ìàëîå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå â îêðåñò-
íîñòè λ0;
• ïðè íå÷åòíûõ n ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ìàëûõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ îïðåäåëåííûõ â ïîëó-
îêðåñòíîñòè, ãäå

sgn(µ)Ln(λ0)L
′
1(λ0) < 0. (5)

Ðÿä (3) óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1) è ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ðàç-
âåòâëåíèÿ (4). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L1(λ0) = 0, L′1(λ0) 6= 0, Ln(λ0) 6= 0, òîãäà ïðè:

• ÷åòíîì n ÷èñëî λ0 áóäåò òî÷êîé áèôóðêàöèè çàäà÷è Êîøè (1), ïðè÷åì â îêðåñòíîñòè λ0
ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî ìàëîå âåùåñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå;

• íå÷åòíîì n ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ìàëûõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûõ â ïîëó-

îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0, â êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5).

4. Çàìå÷àíèå. Åñëè p1 > 2, òî äèàãðàììà Íüþòîíà ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ãðàíåé [1], äëÿ
êàæäîé ãðàíè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñâîè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê áèôóðêà-
öèè èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè (1).
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Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ñìåøàííîãî óðàâíåíèÿ òåï-

ëîïðîâîäíîñòè. Äëÿ íåå ðàçðàáîòàíû àëãîðèòì è ïðîãðàììà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ïàêåòå ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ Python, ñ èñïîëüçîâàíèåì íåÿâíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì è êðàåâûõ óñëîâèé

ïåðâîãî ðîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé,

óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà, êðàåâûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà .

AMS Subject Classi�cation: 65M06, 80-10

Â ðàáîòàõ [3, 4] ïðèâîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãèïåðáîëî-
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ñîçäàíèåì ïðîãðàìì â ïàêåòå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Mathcad-15, øèðîêî ïðèìåíÿåìîì â èíæåíåðíîé ñðåäå. Â äàííîì äîêëàäå èññëåäóåòñÿ àíàëî-
ãè÷íàÿ ëèíåéíàÿ ïîñòàíîâêà ýòèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, íî ñ ñîçäàíèåì ñóùåñòâåííî íîâîãî
àëãîðèòìà è ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå â ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Python ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàôè÷åñêîãî ïàêåòà Matplotlib.
Ñôîðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ îäíîìåðíîãî ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

b(x, t)
∂2u

∂t2
+ a(x, t)

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
λ(t)

∂u

∂x

)
+ c(x, t)u+ f(x, t), (1)

ãäå b(x, t)� êîýôôèöèåíò òåïëîâîé ðåëàêñàöèè, a(x, t)� ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòà óäåëüíîé
ïëîòíîñòè íà êîýôôèöèåíò óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè,λ(t) � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, c(x, t)
� êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, f(x, t) � âíóòðåííèé èñòî÷íèê òåïëà.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà çàäàþò òåìïåðàòóðó ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöîâ ñòåðæíÿ:

u(0, t) = g0(t), u(X, t) = g1(t), 0 < t 6 T. (2)

Çàäàäèì òàêæå íà÷àëüíîå óñëîâèå:

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 X. (3)

Ïðè 0 < t 6 T/2 , b(x, t) = 0 è óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

a(x, t)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
λ(t)

∂u

∂x

)
+ c(x, t)u+ f(x, t). (4)

Ïðè T/2 < t 6 T , b(x, t) > 0 è óðàâíåíèå (1) èìååò âèä ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì è ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

(1,2,3), ãäå ïðîâåäåíà äèñêðåòèçàöèÿ ïî ïåðåìåííûì x è t è ââåäåíà äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ U ji .
Ñîñòàâèì äëÿ óðàâíåíèÿ (4) êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ýòîé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå,
íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a(xi, tj+1)
U j+1
i − U ji

τ
= λ(tj+1)

U j+1
i+1 − 2U j+1

i + U j+1
i−1

h2
+ c(xi, tj+1)U

j+1
i + f(xi, tj+1). (5)
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Àíàëîãè÷íî,êàê äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî ýòàïà (4,5), ñîñòàâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî ýòàïà è ïðîâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû ýòèõ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïî ìåòîäó ïðîãîíêè [1, 2].
Ïîëó÷åííûå ãðàôèêè ïîëåé òåìïåðàòóðû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ âèçóàëèçàöèåé ðàáîò [3, 4].
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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå áûëè ïîñòðîåíû ïðîñòðàíñòâà ¾øóìîâ¿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷èØîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Øîóîë-
òåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òàêèìè ðåøåíèÿìè. Äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àääèòèâíîãî
¾øóìà¿ áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîèçâîäíàÿ îò ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ñìûñëå Íåëüñîíà � Ãëèêëèõà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, àääèòèâíûé ¾øóì¿.

AMS Subject Classi�cation: 49K20

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëèñü [1].
Óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

Av(n) = Bn−1v
n−1 + . . .+B0v + f, (1)

â ïðåäïîëîæåíèè kerA 6= {0}, èçó÷àëîñü â ðàçëè÷íûõ àñïåêòàõ äëÿ n > 1, íàïðèìåð â [2]. Çäåñü
îïåðàòîðû A,Bn−1, . . . , B0 ëèíåéíûå è íåïðåðûâíûå, äåéñòâóþùèå èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà V
â G, ôóíêöèÿ f = f(t) ìîäåëèðóåò âíåøíþþ ñèëó.
Íåäîñòàòîê óðàâíåíèé ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íàòóðíûõ

ýêñïåðèìåíòàõ ñèñòåìà ïîäâåðæåíà ñëó÷àéíîìó âîçìóùåíèþ, íàïðèìåð â ôîðìå áåëîãî øóìà. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçëè÷íû-
ìè àääèòèâíûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè è ñëó÷àéíûì íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿä-

êà, ìîæíî íàéòè â [3]. Ðàññìîòðèì ïîëíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî
ïîðÿäêà:

A
o
η
(n)

= Bn−1η
n−1 + . . .+B0η + w, (2)

ãäå w � ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñëó÷àéíûé ïðîöåññ η(t), óäîâëåòâîðÿþùèé (â
íåêîòîðîì ñìûñëå) óðàâíåíèþ (2) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

o
η
(m)

(0) = ξm, m = 0, 1, . . . , n− 1, (3)

ãäå ξm � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Ñíà÷àëà ïîä w ïîíèìàëñÿ áåëûé øóì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé âèíåðîâñêî-

ãî ïðîöåññà. Ïîçäíåå ïîÿâèëñÿ íîâûé àêòèâíî ðàçâèâàþùèéñÿ ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ
(2), ãäå ¾áåëûé øóì¿ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ Íåëüñîíà � Ãëèêëèõà âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå

óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

A
o
η
(n)

= Bn−1η + . . .+B0η + w + Cu, (4)

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-11-20037, https://rscf.ru/project/24-
11-20037/.
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ãäå η = η(t) � ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ,
o
η � ïðîèçâîäíàÿ Íåëüñîíà � Ãëèêëèõà ïðîöåññà η, à

w = w(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé îòâå÷àåò çà âíåøíåå âîçäåéñòâèå; u � íåèçâåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ óïðàâëåíèÿ èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà U, îïåðàòîð C ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé, äåéñòâó-
þùèé èç U â G.
Ðàññìîòðèì (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

P

(
o
η
(m)

(0)− ξm
)

= 0, m = 0, ..., n− 1. (5)

Èññëåäóåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: íåîáõîäèìî íàéòè ïàðó (η̂, û), ãäå η̂ � ðåøåíèå
çàäà÷è (4), (5), è óïðàâëåíèå û èç Uad ⊂ U óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

J(η̂, û) = min(η,u)J(η, u).

Çäåñü J(η, u) � ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûé ôóíêöèîíàë Uad � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíî-
æåñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå U óïðàâëåíèé.
Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷èØîóîëòå-

ðà � Ñèäîðîâà äëÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûì
ïó÷êîì îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, à òàêæå òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ. Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå â ýòîé ñòàòüå, áûëè ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â ìîäåëè
Áóññèíåñêà � Ëÿâà. Êðîìå òîãî, â äàëüíåéøåì âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ
ðåçóëüòàòîâ ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â ìîäåëè ãèäðîäèíàìèêè ñî ñëó÷àéíûìè íà÷àëü-
íûìè ñîñòîÿíèÿìè.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ âûðîæäàþùèõñÿ òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé êâàçèëèíåéíîé ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, èçâåñòíîé â ëèòåðàòóðå êàê

ñèñòåìà ¾õèùíèê � æåðòâà¿. Ïðåäëîæåííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì âêëþ÷àåò ìåòîä êîëëîêàöèé

÷åðåç ðàçëîæåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé ïî ñèñòåìå ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé è ðàçíîñòíóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ ïî âðåìåíè. Òî÷íûå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà ïî ñòåïåíÿì ïðîñòðàíñòâåííîé

ïåðåìåííîé ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Ïðèâîäÿòñÿ èëëþñòðèðóþùèå ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà, âûðîæäåíèå, òî÷íîå ðåøåíèå, ìåòîä

êîëëîêàöèé, âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.

AMS Subject Classi�cation: 35Ê55, 35Ê65

1. Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî [5] òèïà

ut = α1ux + β1(uvxx + uxvx) + f(u, v), vt = α2vx − β2(vuxx + uxvx) + g(u, v). (1)

Çäåñü u, v � èñêîìûå ôóíêöèè; t (âðåìÿ) è x (êîîðäèíàòà) � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå;
α1, α2, β1, β2 � êîíñòàíòû, α1α2 > 0, β1 > 0, β2 > 0. Èçâåñòíûå ôóíêöèè f(u, v), g(u, v) ÿâëÿ-
þòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè. Ñèñòåìà (1) ïðåäëîæåíà â êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè [7] â êà÷åñòâå
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïîïóëÿöèé, â êîòîðîé u � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè
¾æåðòâ¿ , v � ¾õèùíèêîâ¿. Ðàáîòû äðóãèõ àâòîðîâ, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå æå ïî-
ñòàíîâêè â òî÷íîñòè, íàì íå èçâåñòíû, îäíàêî íåëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â ôèçèêå [2], áèîëîãèè [8],
ãèäðîëîãèè [1] è ò.ä.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ãëàâíûì (õîòÿ è íå åäèíñòâåííûì) èíòåðåñóþùèì íàñ îáúåêòîì ÿâëÿ-
þòñÿ íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ íóëåâûìè ôðîíòàìè, ò. å. óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

u|x=a(t) = 0, v|x=b(t) = 0, (2)

ãäå ôóíêöèè a(t), b(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî íà êàæäîì
íóëåâîì ôðîíòå îáðàùàåòñÿ â íóëü ìíîæèòåëü ïåðåä (õîòÿ áû) îäíîé èç ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ,
ò. å. ïàðàáîëè÷åñêèé òèï ñèñòåìû âûðîæäàåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå äëÿ ñëó÷àÿ a(t) = b(t) áûëà
äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè [4] íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2).
Ïðèìåì, ÷òî f(0, 0) = g(0, 0) = 0. Ýòî îáóñëîâëèâàåò íàëè÷èå ó ñèñòåìû (1) ðåøåíèÿ u ≡ 0, v ≡

0, è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå ñ íóëåâûì ôðîíòîì êàê ÷àñòü äèôôóçèîííîé âîëíû [6].

3. Ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) íà çà-
äàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè â îáùåì ñëó÷àå âðÿä ëè âîçìîæíî âñëåäñòâèå âûðîæäåíèÿ. Ïîýòîìó
ìû òðàäèöèîííî ïîñòðîèì ïîøàãîâûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, ñîñðåäîòî÷èâøèñü, â îòëè÷èå îò íà-
øèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîò, íà ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ, êîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ãðàôèêè
ôóíêöèé u è v â íåêîòîðîé òî÷êå ìåæäó íóëåâûìè ôðîíòàìè a(t) è b(t) ïåðåñåêàþòñÿ è èìåþò
ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ ìîíîòîííîñòè (ñì. ãðàôèêè â ïðèìåðàõ íèæå). Òîãäà ðåøåíèå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ïîïóëÿöèé. Ïðèìåì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî a(0) = b(0), a(t) < b(t) ïðè t > 0, è ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â îáëàñòè
âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïîïóëÿöèé, x ∈ [a(t), b(t)].
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Ïðåäñòàâèì (1) â ñëåäóþùåì âèäå:

uxx =
α2vx − β2uxvx − vt + g(u, v)

β2v
, vxx =

−α1ux − β1uxvx + ut − f(u, v)

β1u
. (3)

Èç óñëîâèé (2) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (1) ñëåäóåò, ÷òî

ux|x=b(t) = U(t) =
α2 − b′(t)− g(u(b(t), 0)

β2
, vx|x=a(t) = V (t) = −α1 + a′(t) + f(0, v(a(t))

β1
. (4)

Íà êàæäîì øàãå tk = kh, ãäå h � ðàçìåð øàãà, ðåøåíèå çàäà÷è (3), (2), (4) áóäåì èñêàòü íà
îòðåçêå x ∈ [lk, Lk], lk = a(tk), Lk = b(tk), â âèäå

u(tk, x) = up(x) + uh(x), v(tk, x) = vp(x) + vh(x), (5)

ãäå up(x), vp(x) � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3), uh(x), vh(x) � ðåøåíèå ïîäõîäÿùåé çàäà÷è äëÿ
îäíîðîäíîé ñèñòåìû,

u′′h = 0, uh(lk) = −up(lk), u′h(Lk) = U(tk)− u′p(Lk);

v′′h = 0, vh(Lk) = −vp(Lk), v′h(lk) = V (tk)− u′p(lk). (6)

Ïðè èçâåñòíîì ÷àñòíîì ðåøåíèè çàäà÷à (6) èìååò ðåøåíèå âèäà

uh = u′h(x− lk)− up(lk), vh = v′h(Lk)(x− Lk)− vp(Lk). (7)

Çäåñü çíà÷åíèÿ u′h, v
′
h � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìîé èç óñëîâèé (4) ïîñëå íèæåñëå-

äóþùèõ ïîäñòàíîâîê ñ ó÷åòîì (7):

u = up + uh, v = vp + vh, ux = u′p + u′h, vx = v′p + v′h.

Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà íà øàãå tk âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàåì òðèâèàëüíîå ÷àñò-
íîå ðåøåíèå íà íà÷àëüíîé èòåðàöèè:

up(0) ≡ 0, vp(0) ≡ 0. (8)

Íà n-é èòåðàöèè, ïðè èçâåñòíîì ÷àñòíîì ðåøåíèè, íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è (6),

uh(n) = u′h(n)(x− lk)− up(n)(lk), vh(n) = v′h(n)(x− Lk)− vp(n)(Lk), (9)

è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è (3), (2), (4):

u(n) = up(n) + uh(n), v(n) = vp(n) + vh(n). (10)

Äàëåå íàõîäèì ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ � êàê ðåøåíèå ñèñòåìû

u′′p(n+1) =
α2v

(n)
x − β2u(n)x v

(n)
x − v(n)t + g(u(n), v(n))

β2v(n)
,

v′′p(n+1) =
−α1u

(n)
x − β1u(n)x v

(n)
x + u

(n)
t − f(u(n), v(n))

β1u(n)
. (11)

Çäåñü u(n), up(n), uh(n), v
(n), vp(n), vh(n) � (n)-å èòåðàöèè ðåøåíèé. Ñèñòåìà (11) ìîæåò áûòü

ðåøåíà ìåòîäîì êîëëîêàöèé ÷åðåç ðàçëîæåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé ïî ñèñòåìå ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ
ôóíêöèé. Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ïðè ýòîì âû÷èñëÿþòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (8)�(11)îñòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè (n+ 1)-ÿ èòåðàöèÿ äîñòàòî÷íî áëèçêà ê

n-é. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â ìîìåíò âðåìåíè t = tk, íåïðåðûâíîå ïî
x íà îòðåçêå x ∈ [lk, Lk]:

u(tk, x) = up(n+1)(x) + uh(n+1)(x), v(tk, x) = vp(n+1)(x) + vh(n+1)(x). (12)

4. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé (1), êîãäà

f(u, v) = σ1u− δ1uv, g(u, v) = −σ2v + δ2uv, (13)

÷òî ïðèâîäèò, åñëè íåò çàâèñèìîñòè îò x, ê èçâåñòíîé ìîäåëè Âîëüòåððà-Ëîòêè. Íà ðèñ. 1 ïîêà-
çàíû ãðàôèêè íàéäåííîãî ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè ïðè a(t) = t, b(t) = 1.5t, α1 = α2 = 2; β1 = β2 = 1; σ1 = σ2 = 0.5; δ1 = δ2 = 1.
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Ðèñ. 1. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), a(t) < x < b(t): 1, 2 � t = 0.2, 3, 4 � t = 0.6, 5, 6 � t = 1; 1, 3, 5 � ôóíêöèÿ u, 2, 4,

6 � ôóíêöèÿ v.

5. Ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü f(u, v), g(u, v) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè:

f(u, v) = γ1u+ η1v, g(u, v) = γ2u+ η2v. (14)

Áóäåì èñêàòü òî÷íûå ðåøåíèÿ [3] ñèñòåìû (1), (14) â âèäå

u = A0(t)x
2 +A1(t)x+A2(t), v = B0(t)x

2 +B1(t)x+B2(t). (15)

Ïîäñòàâèâ ïðåäñòàâëåíèå (15) â (1) è ïðèðàâíÿâ ñ ó÷åòîì (14) êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì òðè ñëåäóþùèå ñèñòåìû:

γ1A0 + 6β1A0B0 + η1B0 = 0, γ2A0 − 6β2A0B0 + η2B0 = 0; (16)

A′1(t) = (γ1+4β1B0)A1+(η1+2β1A0)B1+2α1A0, B
′
1(t) = (γ2−2β2B0)A1+(η2−4β1A0)B1+2α2B0;

(17)
A′2(t) = (γ1+2β1B0)A2+η1B2+A1(α1+β1B1), B

′
2(t) = γ2A2+(η2−2β2A0)B2+B1(α2−β2A1). (18)

Ñèñòåìû (16)�(18) ìîãóò áûòü ðåøåíû ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ñëåäóþùåé ïðîöåäóðå. Ìîæíî âèäåòü,
÷òî (16) � ñèñòåìà êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ âñåãäà èìååò õîòÿ áû îäíî (òðèâèàëüíîå)
ðåøåíèå, ò.å. A0, B0 � êîíñòàíòû, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Åñëè
A0, B0 èçâåñòíû, òî (17) � ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (ÑËÍÎÄÓ) ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî A1(t), B1(t), íàéäÿ êîòîðûå, ìû, â ñâîþ
î÷åðåäü, ïîëó÷èì (18) � ÑËÍÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî A1(t), B1(t). Ðåøåíèå âñåõ
ñèñòåì ìîæíî âûïîëíèòü ïî ñòàíäàðòíûì ïðîöåäóðàì.
Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè f(u, v), g(u, v) óäîâëåòâîðÿþò (14). Òîãäà ñèñòåìà (1) èìååò
òî÷íîå ðåøåíèå âèäà (15), ãäå A0, B0 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (16),
à A1, B1, A2, B2 � ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (17)�(18).

6. Ïðèìåð òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåì (16)�(18) ãðîìîçäêî è íå ñëèøêîì óäîá-
íî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàçáåðåì îäèí êîíêðåòíûé ñëó÷àé. Ïîëîæèì
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî α1 = β1 = α2 = 1, β2 = β 6= 0, γ1 = 4, η1 = 2, γ2 = −2β, η2 = −4β. Òîãäà
ñèñòåìà (1) èìååò ñëåäóþùåå òî÷íîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì u(0, 0) = v(0, 0) = 0:

u = −x2 + (c1 − 2t)x− t2 + c1t+ c1c2
2(1− β)

[exp (2(1− β)t)− 1],

v = −x2 + (c2 − 2t)x− t2 + c2t− c1c2β
2(1− β)

[exp (2(1− β)t)− 1],
(19)

ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ

x±1 (t) =
c1 − 2t

2
±

√
(c1 − 2t)2

4
− t2 + c1t+

c1c2
2(1− β)

[exp (2(1− β)t)− 1],

x±2 (t) =
c2 − 2t

2
±

√
(c2 − 2t)2

4
− t2 + c2t−

c1c2β

2(1− β)
[exp (2(1− β)t)− 1]
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îïðåäåëÿþò íóëåâûå ôðîíòû äëÿ ôóíêöèé u è v ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ïðèíÿòü c2 < −1, c1β > 1, òî òîãäà x−1 (0) = 0, (x−1 )′(0) > 0; x+2 (0) = 0, (x+1 )′(0) > 0. Íà ðèñ.

2 ïîêàçàíî òî÷íîå ðåøåíèå ïðè c1 = 5, c2 = −1.1, β = 1.1. Ðåçóëüòàòû õîðîøî èíòåðïðåòèðóþòñÿ
êàê äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé ¾æåðòâ¿ è ¾õèùíèêîâ¿ â îáùåé îáëàñòè îáèòàíèÿ.
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Ðèñ. 2. Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), (14), a(t) < x < b(t): 1, 2 � t = 0.2, 3, 4 � t = 0.6, 5, 6 � t = 1; 1, 3, 5 � ôóíêöèÿ u, 2,

4, 6 � ôóíêöèÿ v.

7. Çàêëþ÷åíèå. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ êîëëåêòèâà àâòîðîâ [4] ïî èçó-
÷åíèþ ñèñòåìû òèïà ¾õèùíèê � æåðòâà¿, ïðåäëîæåííîé Ä. Ìþððååì [7]. Ïðåäëîæåí îðèãèíàëü-
íûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå êîëëîêàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ
ïðàâûõ ÷àñòåé ïî ñèñòåìå ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé. Ïîñòðîåíû íîâûå òî÷íûå ðåøåíèÿ,
èìåþùèå áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè. Îñíîâíûì äîñòèæåíèåì,
íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óäàëîñü ÷àñòè÷íî ðåøèòü ïðîáëåìó, ñ êîòîðîé ìû ñòîëêíóëèñü
ðàíåå (ñì. [4, c. 1496]), è ïîëó÷èòü îñìûñëåííûå ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ: ñ äâóìÿ
íóëåâûìè ôðîíòàìè, ìåæäó êîòîðûìè îáå èñêîìûå ôóíêöèè ïîëîæèòåëüíû.
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Àííîòàöèÿ. Â äîêëàäå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê îáðàò-

íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷.

AMS Subject Classi�cation: 35L15, 35R30

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ ïðîöåññîâ ìåõàíèêè, ôèçèêè, áèîëîãèè, äðóãèõ äèñ-
öèïëèí ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â
ýòèõ óðàâíåíèÿõ êîýôôèöèåíòû, êàê ïðàâèëî, åñòü âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ñâîéñòâà ñðåäû,
â êîòîðîé ïðîòåêàåò ïðîöåññ, èëè æå ñâîéñòâà ñàìîãî îáúåêòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Çà÷àñòóþ ýòè êîýôôèöèåíòû (ò. å. ñâîéñòâà ñðåäû èëè ïðîöåññà) çàðàíåå íå èçâåñòíû. Íóæíûå
êîýôôèöèåíòû ÷àñòî îïðåäåëÿþòñÿ îïûòíûì ïóòåì, ÷òî íå âñåãäà âîçìîæíî, èëè æå çàäàþòñÿ
ïî àíàëîãèè. Åñòü äðóãîé ïóòü � ïóòü îïðåäåëåíèÿ íóæíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî íåêîòîðûì äî-
ïîëíèòåëüíûì èçìåðåíèÿì ñ äàëüíåéøèì èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Èìåííî îá
ýòîì ïóòè è áóäåò èäòè ðå÷ü â íàñòîÿùåì äîêëàäå.
Çàäà÷è, ê êîòîðûì ïðèâîäÿò çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, íàçûâàþò îá-

ðàòíûìè çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïîäîáíûå çàäà÷è àêòèâíî èçó÷àþòñÿ âî âñåì ìèðå,
íî ïîñêîëüêó ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ áåñêîíå÷íî ìíîãî, è ïîñêîëüêó ýòè ïðîöåññû çà÷àñòóþ èíäè-
âèäóàëüíû, òî òåîðèÿ îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåòñÿ áåçãðàíè÷íîé òåîðèåé.
Â ñëó÷àå (ôèçè÷åñêè âàæíîì) îäíîðîäíîñòè ñðåäû íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ìîæíî ñ÷èòàòü

ïàðàìåòðàìè, òî åñòü âåëè÷èíàìè ïîñòîÿííûìè. Èìåííî î òàêèõ çàäà÷àõ è èäåò ðå÷ü â íàñòîÿùåì
äîêëàäå.
Çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì òîãî èëè èíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå

íåêîòîðîãî êîýôôèöèåíòà, ÿâëÿþùåãîñÿ íå ôóíêöèåé âðåìåííîé èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ, à ÷èñëîì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäêëàññ îáùåãî êëàññà îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷.
Â íàñòîÿùåì äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè ïîäîáíûõ çàäà÷ äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à èìåííî:
� äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé;
� ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé;
� ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé;
� äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Â äàëüíåéøåì ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ áóäóò ïðîäîëæåíû.

Êîæàíîâ Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èìåíè Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, Áóðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè

Äîðæè Áàíçàðîâà
E-mail: kozhanov@math.nsc.ru

Äîêëàä ïîäãîòîâëåí ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà, ïðîåêò 23-21-00269.
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Àííîòàöèÿ. Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè íîâûõ íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷
íàõîæäåíèÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëèíÿ � Ðåéñíåðà � Öçÿíÿ òàêæå
íåèçâåñòíîé êîíñòàíòû. Äëÿ èçó÷àåìûõ çàäà÷ äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè â êëàññàõ
ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé � ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñ. Ë. Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå,
âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå.

Îñîáåííîñòüþ èçó÷àåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âî-ïåðâûõ, íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò åñòü âåëè÷èíà
ïîñòîÿííàÿ (÷òî ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, îäíîðîäíîé ñðåäå). Âî âòîðûõ, íîâîå óñëîâèå ïåðåîïðå-
äåëåíèÿ, ðàíåå íå èñïîëüçóåìîå ó ïðåäøåñòâåííèêîâ, à èìåííî èíòåãðàëüíîå óñëîâèå ïî âðåìåííîé
ïåðåìåííîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îáðàòíûå çàäà÷è, íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, èí-
òåãðàëüíîå óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ, ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå.

AMS Subject Classi�cation: 35L15, 35R30

Äîêëàä ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ íîâûõ îá-
ðàòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì òàêæå íåèçâåñòíîãî ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà
� èìåííî, çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà â ëèíåéíîì àíàëîãå óðàâíåíèÿ Ëèíÿ �
Ðåéñíåðà � Öçÿíÿ [1] � [3]. Ðàíåå ïîäîáíûå çàäà÷è íå èçó÷àëèñü.

Ïóñòü Q åñòü ïðÿìîóãîëüíèê (0, l)×(0, T ). Äàëåå, ïóñòü f(x, t), N(t) åñòü çàäàííûå ôóíêöèè,
îïðåäåëåííûå ïðè x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ], A åñòü çàäàííîå ÷èñëî.

1. Îáðàòíàÿ çàäà÷à I. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t) è ÷èñëî a òàêèå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíèêå Q
âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

uxt + uxx + au = f(x, t) (1)

è ïðè ýòîì äëÿ ôóíêöèè u(x, t) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(x, 0) = 0, x ∈ (0, l), (2)

u(0, t) = ux(0, t) = 0, t ∈ (0, T ) (3)

T∫
0

N(t)u(l, t)dt = A. (4)

Óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü ëèíåàðèçèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ëèíÿ � Ðåéñíåðà �
Öçÿíÿ [1] � [3], ìîäåëèðóþùåãî íåñòàöèîíàðíûå ìàëûå âîçìóùåíèÿ â òðàíñçâóêîâîì ïðîñòðàí-
ñòâåííîì ïîòîêå ãàçà. Ôóêíöèÿ u(x, t) � ïîòåíöèàë ïîëÿ ñêîðîñòåé, ôóíêöèÿ f(x, t) îïèñûâàåò
âíåøíèå ìàññîâûå ñèëû. Óñëîâèÿ (2) è (3) åñòü óñëîâèÿ êîððåêòíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîäîáíûõ
óðàâíåíèé. Óòî÷íèì, ÷òî (4) åñòü óñëîâèå èíòåãðàëüíî-ëèíåéíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ; ýòî óñëîâèå
ÿâëÿåòñÿ íîâûì äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (� 23-21-00269).
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Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ôîðìóëèðîâîê ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü L åñòü äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

Lw = wxt + wxx.

Ïîëîæèì

b =

T∫
0

N(t)f(l, t)dt, f̃(x, t) = Lf(x, t), N0 =

T∫
0

N2(t)dt.

Âñþäó íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî b ïîëîæèòåëüíî. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà m èç èíòåð-
âàëà (l,+∞) ïîëîæèì

C1(m) = 4

∫
Q

(m− x)2f̃2(x, t)dxdt,

K0(m) =
√
lN0C1(m).

Ïóñòü V åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

V = {v(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2
2 (Ω)), vt(x, t) ∈ L2(0, T ;W 1

2 (Ω))}
(çäåñü Ω åñòü èíòåðâàë (0, l)).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

f(x, t) ∈W 2
2 (Q), f̃t(x, t) ∈ L2(Q), N(t) ∈ L2([0, T ]).

Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

A > 0, K0(l) < b,

fx(0, t) = 0 ïðè t ∈ [0, T ],

f(x, 0) = 0 ïðè x ∈ Ω.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à I èìååò ðåøåíèå {u(x, t), a} òàêîå, ÷òî u(x, t) ∈ V , a > 0.

2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à II. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t) è ÷èñëî a òàêèå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíèêå Q
âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

uxt + uxx + au = f(x, t) (5)

è ïðè ýòîì äëÿ ôóíêöèè u(x, t) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

u(x, 0) = 0, x ∈ (0, l), (6)

u(l, t) = ux(0, t) = 0, t ∈ (0, T ), (7)

à òàêæå óñëîâèå

T∫
0

N(t)u(0, t)dt = A. (8)

Îáîçíà÷èì

b0 =

T∫
0

N(t)f(0, t)dt, f̃(x, t) = Lf(x, t),

L äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé âûøå.

N0 = (

T∫
0

N2(t)dt)
1
2 , f1(x, t) = f̃t(x, t)(T − t)− f̃(x, t),

R0 = N0l
2(

∫
Q

f21 (x, t)dxdt)
1
2 .



40 À. È. ÊÎÆÀÍÎÂ, Ë. À. ÒÅËÅØÅÂÀ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

f(x, t) ∈W 2
2 (Q), N(t) ∈ C1([0, T ]).

Êðîìå òîãî, ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

fx(0, t) = f(l, t) = 0 ïðè t ∈ [0, T ],

f(x, 0) = 0 ïðè x ∈ Ω

è íåðàâåíñòâî −b0 > R0.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à II èìååò ðåøåíèå {u(x, t), a} òàêîå, ÷òî u(x, t) ∈ V , a < 0.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé (1) è (5). Î÷åâèäíî, ÷òî â öåëîì àíà-
ëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ áîëåå îáùèõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèé
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñ äîïîëíèòåëüíûìè ìëàäøèìè ÷ëåíàìè). Ñîîòâåòñòâóþùèå
óñëîâèÿ è âûêëàäêè ñòàíóò ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçêèìè, ñóòü æå ðåçóëüòàòîâ íå èçìåíèòñÿ.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ âûðîæäàþùàÿñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà òèïà
¾õèùíèê � æåðòâà¿. Â ñîîòâåòñòâèè ñ áèîëîãè÷åñêèì ñìûñëîì ñèñòåìû èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ òè-
ïà âîëí ïîãîíè è áåãñòâà. Òàêèå ðåøåíèÿ èìåþò íóëåâûå ôðîíòû (ñóòü ãðàíèöû àðåàëîâ îáèòàíèÿ
æåðòâ è õèùíèêîâ) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå êðèâûå, íà êîòîðûõ èñêîìûå ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â
íóëü. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àíçàöåâ ïîñòðîåíû
íîâûå òî÷íûå ðåøåíèÿ òèïà âîëí ïîãîíè è áåãñòâà, à òàêæå îïðåäåëåíû íóëåâûå ôðîíòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ¾õèùíèê � æåðòâà¿, âîëíû ïîãîíè è áåãñòâà, íóëåâîé ôðîíò, òî÷íîå
ðåøåíèå, ìåòîä àíçàöåâ.

AMS Subject Classi�cation: 35Ê40

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà òèïà ¾õèù-
íèê � æåðòâà¿ [2]

ut − c1ux = h1 (uvxx + uxvx) + f(u, v),

vt − c2vx = −h2 (vuxx + vxux) + g(v, u).
(1)

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè u(t, x) è v(t, x) îïèñûâàþò ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè æåðòâ è ïîïóëÿöèè õèù-
íèêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòîÿííûå c1,2, h1,2 > 0 ðåãóëèðóþò ñêîðîñòè ïðîñòðàíñòâåííîãî ïåðåìå-
ùåíèÿ ïîïóëÿöèé äî è ïîñëå êîíòàêòà. Ôóíêöèè f è g èçâåñòíû, îáëàäàþò äîñòàòî÷íîé ãëàäêî-
ñòüþ, à òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ f(0, 0) = g(0, 0) = 0.
Â ðàìêàõ ìîäåëè ¾õèùíèê � æåðòâà¿ [2] íàèáîëåå èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ ñ íóëå-

âûìè ôðîíòàìè. Òàêèå ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàþò êðàåâûå óñëîâèÿ

u(t, x)|x=a(t) = 0, v(t, x)|x=b(t) = 0.

Â òàêîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå êðèâûå x = a(t), x = b(t) î÷åð÷èâàþò àðåàëû îáèòàíèÿ
æåðòâ u è õèùíèêîâ v ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, òàê êàê íà ýòèõ êðèâûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü
ìíîæèòåëè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, òî ïàðàáîëè÷åñêèé òèï ñèñòåìû (1) âûðîæäàåòñÿ.
Ïîäîáíîãî ðîäà âûðîæäåíèå ìîæíî íàáëþäàòü ïðè èññëåäîâàíèè óðàâíåíèé òèïà íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè [3] (ôèëüòðàöèè [4]), à òàêæå ñèñòåì ¾ðåàêöèÿ � äèôôóçèÿ¿ [5]. Ñî-
äåðæàòåëüíûé êëàññ ðåøåíèé ïðè ýòîì ñîñòàâëÿþò òåïëîâûå (äèôôóçèîííûå, ôèëüòðàöèîííûå)
âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ïî íóëåâîìó ôîíó (òðèâèàëüíîå ðåøåíèå).
Òàêàÿ âîëíà ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå íóëåâîãî ôðîíòà è íåîòðèöàòåëüíîé âîçìóùåííîé ÷àñòè.
Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå ìû èìååì âîëíû ìèãðàöèè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé
èëè, ïîëüçóÿñü òåðìèíîëîãèåé [2], âîëíû ïîãîíè è áåãñòâà.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà a(t) 6≡ b(t).
Äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé.
Îäèí èç òàêèõ � ìåòîä àíçàöåâ.
Ïðåäñòàâèì ðåøåíèÿ â âèäå àíçàöåâ

u = α1(t)x
2 + β1(t)x+ γ1(t), v = α2(t)x

2 + β2(t)x+ γ2(t). (2)
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Íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè α1,2(t), β1,2(t), γ1,2(t) òàêæå ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè.
Çàìåíà (2) ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñèñòåìó (1) ê ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (ÎÄÓ), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû â êâàäðàòóðàõ, íàïðèìåð, ïðè ñëåäóþùèõ
âõîäíûõ äàííûõ:

h1 = h2 = 1, f(u, v) = 6u, g(v, u) = −6v;

h1 = h2 = 1, f(u, v) = −g(v, u) = 3(u+ v)

h1 = −h2 = 1, f(u, v) = 6v, g(v, u) = 6u.

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå ñèñòåìû ÎÄÓ, ìû íàõîäèì ôóíêöèè α1,2(t), β1,2(t), γ1,2(t), à òàêæå
íóëåâûå ôðîíòû êàæäîé ôóíêöèè ïî ôîðìóëàì

xi =
−βi ±

√
β2i − 4αiγi

2αi
, i = 1, 2. (3)

Èç ðàâåíñòâ (3) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé u è v èìååò äâà ôðîíòà. Òàêèì îáðàçîì,
îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ñòàòüå [1].
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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà íåïîäâèæíîé òî÷êè Øàóäåðà ïîëó÷åíû òåîðåìû ñó-

ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ òåîðèè íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì. Èññëåäóþòñÿ

âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè, ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷¼òû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûé îïåðàòîð, îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå, âïîëíå íåïðåðûâíûå îïåðàòî-

ðû, ïðèíöèï Øàóäåðà, óðàâíåíèå Áëàçèóñà.

AMS Subject Classi�cation: 47J99

1. Ââåäåíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
èëè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà, åñòåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ âî-
ïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, åãî êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà, åäèíñòâåííîñòü è ïð. Îäíèì èç ñïîñî-
áîâ äàòü îòâåò íà ýòè âîïðîñû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû î íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ ñæèìàþùèõ èëè âïîëíå
íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ [1, 5, 7]. Â ñëó÷àå ñæèìàåìîñòè ñóùåñòâóþò îòðàáîòàííûå àëãîðèòìû
ïîëó÷åíèÿ îòâåòîâ íà îáîçíà÷åííûå âûøå âîïðîñû, à âî âòîðîì ìîæíî ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâà-
íèè (íî íå åäèíñòâåííîñòè) ðåøåíèÿ è î íåêîòîðûõ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ. Â äàííîé ðàáîòå íà
ïðèìåðàõ ïîêàçàíî ïðîÿâëåíèå ýòèõ ýôôåêòîâ.

2. Î âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðàõ. Èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î íåïîäâèæíûõ
òî÷êàõ íåëèíåéíûõ âïîëíå íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ [5]

Òåîðåìà 1 (ïðèíöèï íåïîäâèæíîé òî÷êè Øàóäåðà). Åñëè âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A
îòîáðàæàåò çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî D áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ,
òî A èìååò â D íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Çàìå÷àíèå 1 (ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé). Åñëè îïåðàòîð A áóäåò ñæèìàþùèì íà
D, òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åäèíñòâåííà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû Øàóäåðà óðàâíåíèå x = Ax ðàçðåøèìî â
D ⊂ X, à ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ñæèìàåìîñòè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â D ⊂ X.
Óðàâíåíèÿ áîëåå ñëîæíîãî âèäà Bx = Ax, ãäå B : X → X � îáðàòèì, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

óñëîâèÿõ íà B è A ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê ôîðìå x = B−1Ax. Ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ B−1A
áóäåò ÿâëÿòüñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ
à) B−1 � íåïðåðûâíî îáðàòèì, A � âïîëíå íåïðåðûâåí;
á) B−1 � âïîëíå íåïðåðûâåí, A � íåïðåðûâåí è îãðàíè÷åí.

3. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Áëàçèóñà [6]. Ðàññìîòðèì
íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 3-ãî ïîðÿäêà, âñòðå-
÷àþùóþñÿ â ãèäðîìåõàíèêå (ìîäåëüíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ)

x′′′ + xx′′ = f(t), 0 < t < 1, (1)

x(0) = a, ẋ(0) = b, x(1) = c, (2)

ãäå a, b, c � çàäàííûå ÷èñëà, f(t) ∈ C[0,1].
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Ñëåäóÿ èçâåñòíîé ìåòîäèêå (ñì. íàïðèìåð, [5]) çàäà÷ó (1), (2) ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê âèäó

x(t) = F (x(t)) = a+ bt+K(x(t)) · (c− a− b)−

−K(x(t)) ·
1∫

0

 s′∫
0

 σ∫
0

exp

− σ∫
τ

x(s) ds

f(τ) dτ

 dσ

 ds′+

+

t∫
0

 s′∫
0

 σ∫
0

exp

− σ∫
τ

x(s) ds

f(τ) dτ

 dσ

 ds′,

ãäå

K(x(t)) =

t∫
0

(
σ∫
0

exp

(
−

τ∫
0

x(s) ds

)
dτ

)
dσ

1∫
0

(
σ∫
0

exp

(
−

τ∫
0

x(s) ds

)
dτ

)
dσ

.

Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 0 6 K(x(t)) 6 1, ïîýòîìó ∀x(t) ∈ Sr(0) ⊂ C[0,1] ïîëó÷àåì äðóãîå
íåðàâåíñòâî

‖F (x(t))‖ 6 |a|+ |b|+ |c− a− b|+ 2er‖f‖ 6 r,

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî, åñëè âõîäíûå äàííûå òàêîâû, ÷òî

αer + β 6 r, (3)

çäåñü α = 2‖f‖ > 0, β = |a|+ |b|+ |c− a− b| > 0.
Íåðàâåíñòâî (3) ðàçðåøèìî, åñëè

‖f‖ 6 1

2eβ+1
<

1

2e
.

Â ýòîì ñëó÷àå íåëèíåéíûé îïåðàòîð F (x(t)) ïåðåâîäèò ñàìè â ñåáÿ ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî øàðîâ

F (x(t)) : Sr(0) → Sr(0), r1 6 r 6 r2, r1 è r2 � êîðíè óðàâíåíèÿ αer + β = r, à çíà÷èò îáðàç
êàæäîãî èç òàêèõ øàðîâ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí.

Ãðàôèê ôóíêöèè y(r) = αer + β − r ïðè r > 0.

Èç îöåíêè

|x(t2)− x(t1)| 6
(
|b|+ 2e2r|c− a− b|+ (2e2r + 1)

er − 1− r
2r2e

)
|t2 − t1|

ñëåäóåò, ÷òî îáðàç ëþáîãî øàðà Sr(0) ⊂ C[0,1], r1 6 r 6 r2 ïðè îòîáðàæåíèè F (x(t)) ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì ñåìåéñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû Àðöåëà�Àñêîëè
íåëèíåéíûé îïåðàòîð F (x(t)) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì. Îòñþäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé
Øàóäåðà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 2. Åñëè f(t) ∈ C[0,1] è ‖f(t)‖ < 0, 5/e, òî íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ Áëàçèóñà (1), (2) èìååò ðåøåíèå â øàðå Sr(0) ⊂ C[0,1], r1 6 r 6 r2 (âîîáùå ãîâîðÿ, íå
åäèíñòâåííîå).
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4. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì âèäà

1∫
0

tsx(s) ds+ λx(t)−
1∫

0

xk(s) ds− f(t) = 0, (4)

ãäå x(t), f(t) ∈ C[0,1], λ > 0.
Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç C[0,1] â C[0,1]:

B(λ)x(t) = λx(t) +

1∫
0

tsx(s) ds,

A(x(t)) =

1∫
0

xk(s) ds+ f(t).

Îïåðàòîð B(λ) � íåïðåðûâíî îáðàòèì

B−1(λ)v(t) =
1

λ
v(t)− 3t

3λ2 + λ

1∫
0

sv(s) ds, (5)

à íåëèíåéíûé îïåðàòîð A(x(t)) â ñèëó óñëîâèÿ f(t) ∈ C[0,1] ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì íà

ëþáîì øàðå Sr(0) ⊂ C[0,1].
Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4) ðåäóöèðóåòñÿ ê óðàâíåíèþ íà íåïîäâèæ-

íóþ òî÷êó äëÿ âïîëíå íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà âèäà

x(t) = B−1(λ)A(x(t)) =
1

λ
f(t)− 3t

3λ2 + λ

1∫
0

sf(s) ds+
6λ− 3t+ 2

6λ2 + 2λ

1∫
0

xk(s) ds.

Çàìêíóòûé øàð Sr(0) ⊂ C[0,1] îïåðàòîð B
−1(λ)A(x(t)) ïåðåâîäèò â ñåáÿ, êîãäà r óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó

M(λ)(L+ rk) 6 r,

ãäå M(λ) = (6λ+ 5)/(6λ2 + 2λ), L = ‖f‖, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ðàçðåøèìî, åñëè

0 6 L 6
k − 1

kM(λ)
k−1

√
1

kM(λ)
.

Òîãäà èñêîìîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà r � ýòî îòðåçîê [r∗1, r
∗
2]. Êîíöû ïîñëåäíåãî ÿâëÿ-

þòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ rk − r/M(λ) + L = 0.

Ãðàôèê ôóíêöèè p(r) = rk − r/M(λ) + L ïðè r > 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû Øàóäåðà ïîëó÷àåì
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Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ f(t) ∈ C[0,1] è

‖f(t)‖ 6 k − 1

kM(λ)
k−1

√
1

kM(λ)
,

òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4) ðàçðåøèìî â øàðå Sr(0) ⊂ C[0,1], r ∈ [r∗1, r
∗
2].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè r∗1 6 r < rmin, ãäå rmin = k−1
√

1/(kM(λ)), èç îöåíêè

‖B−1(λ)A(x1(t))−B−1(λ)A(x2(t))‖ 6
6λ+ 5

6λ2 + 2λ
‖xk1(t)− xk2(t)‖ 6

6 kM(λ)rk−1‖x1(t)− x2(t)‖ < kM(λ)rk−1min‖x1(t)− x2(t)‖
ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð B−1(λ)A(x(t)) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà êàæäîì èç øàðîâ ñåìåéñòâà

Sr(0) ⊂ C[0,1], ãäå r
∗
1 6 r < rmin.

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3, òî â ëþáîì èç øàðîâ Sr(0) ⊂ C[0,1] ðàäèóñà

r∗1 6 r < rmin, ãäå rmin = k−1
√

1/(kM(λ)), èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Î÷åâèäíî, ýòî æå ðåøåíèå áóäåò ïðèíàäëåæàòü âñåì øàðàì äðóãîãî ñåìåéñòâà Sr(0) ⊂ C[0,1],
rmin 6 r 6 r∗2, íî íå îáÿçàòåëüíî áóäåò åäèíñòâåííûì.
Ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð B−1(λ)A(x(t)) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ñ íåñêîëüêî èíûõ ïîçèöèé áûë

ðàññìîòðåí â ðàáîòå [2], ïðîäîëæàþùåé èññëåäîâàíèÿ [3,4]. Ïðèâåä¼ì çäåñü ôîðìóëèðîâêó ñîîò-
âåòñòâóþùåé òåîðåìû

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â îáëàñòè

Ω = {(x, λ) ∈ E1 × Λ, ||x|| 6 a(λ)r, λ ∈ S}
èìååò ìåñòî îöåíêà

||B−1(λ)|| = O

(
1

a(λ)

)
ïðè S 3 λ→ 0, (6)

ãäå S ⊂ Λ � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ãðàíèöå êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò òî÷êà 0, a(λ) : S → R+ �
ïîëîæèòåëüíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ lim

S3λ→0
a(λ) = 0, è âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ:
1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖A(x1)−A(x2)‖ 6 L(λ)r‖x1 − x2‖, (7)

ãäå L(λ) = O(a(λ)) ïðè S 3 λ→ 0;
2) èìååò ìåñòî îöåíêà ‖A(0)‖ = o(a2(λ)) ïðè S 3 λ→ 0.
Òîãäà â Ω íàéä¼òñÿ ïîäîáëàñòü

Ω0 = {(x, λ) ∈ E1 × Λ, ||x|| 6 a(λ)r0, λ ∈ S0 ⊂ S, 0 < r0 6 r},
â êîòîðîé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(λ) → 0 ïðè S 3 λ → 0 óðàâíåíèÿ
B(λ)x+A(x) = 0.

Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâíåíèþ (4) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî k = 2,
f(t) = λ3t, â ðàáîòå [2] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ â íåêîòîðîì øàðå,
òàêæå çàâèñÿùåì îò ïàðàìåòðà λ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó îïåðàòîð B(λ) îñòà¼òñÿ òàêèì æå, êàê è â óðàâíåíèè (4), òî èç

ôîðìóëû (5) ñëåäóåò îöåíêà (6), à èìåííî

‖B−1(λ)‖ = O

(
1

|λ|

)
ïðè λ→ 0, λ 6= 0.

Äàëåå, ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 1) òåîðåìû 5 ñëåäóåò èç îöåíêè

‖A(x1)−A(x2)‖ 6 2|λ|r‖x1(t)− x2(t)‖,
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à ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 2) èç âèäà ôóíêöèè f(t) = λ3t.
Òàêæå â ðàáîòå [2] âûïèñàíà àñèìïòîòèêà ýòîãî ðåøåíèÿ

x(t) = 3tλ3 − 9tλ4 +
45t+ 6

2
λ5 − 81t+ 36

2
λ6 + . . .

ïðè λ→ 0, λ 6= 0.
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Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿäêà ñî ñìåùåíèåì âðåìåíè â íåëîêàëü-

íûõ íåñàìîñîïðÿæåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà íà÷àëüíûå äàííûå

äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è ïîëó÷åíî ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñìåøåíèå ïî âðåìåíè, ñìåøàííàÿ çàäà÷à, âû÷åò-

íûé ìåòîä.

AMS Subject Classi�cation: 35K10, 35K25

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü

L

(
∂

∂x
,
∂

∂t

)
u(x, t) = a(x)uxx + b(x)ux + c(x)u− ut,

lju(x, t) = u(x, t+ (1− j)ω) + δju(1− x, t+ jω), (j = 0, 1)

lju(x, t) = αj−2u
(j−2)
x (x, t) + βj−2u

(j−2)
x (1− x, t), (j = 2, 3)

ãäå a(x), b(x), c(x) èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû è ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè, ω, δj , αj , βj
(j = 0, 1) âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå, ω > 0, δ0 · δ1 6= 0.
Â ïîëóïîëîñå D = {(x, t) : 0 < x < 1, t > 0} ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à

L

(
∂

∂x
,
∂

∂t

)
= 0, (x, t) ∈ D, (1)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < 1, (2)

lju(x, t)|x=0 = 0, t > 0, j = 0, 1, (3)

lju(x, t)|x=0 = 0, 0 < t 6 ω, j = 2, 3. (4)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(4) íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) u(x, t) ∈ C2,1(D) ∩ C(0 < x < 1, t > 0);

t∫
0

u(x, τ)dτ ∈ C(0 6 x 6 1, t > 0);

2) lju(x, t) ∈ C(0 6 x < 1, t > 0), j = 0, 1;
3) lju(x, t) ∈ C(0 6 x < 1, 0 < t 6 ω), j = 2, 3;
4) u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì (1)�(4) â îáû÷íîì ñìûñëå.

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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Êîìáèíèðîâàíèåì âû÷åòíîãî ìåòîäà è ìåòîäà êîíòóðíîãî èíòåãðàëà [1], [2] äîêàçûâàåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü a(0)α0β1 + a(1)β0α1 6= 0, ϕ(x) ∈ C2[0, 1], ljϕ|x=0 = 0, (j = 2, 3), a(x) > 0,x ∈

[0, 1], a(x) ∈ C(0, 1), b(x) ∈ C[0, 1], c(x) ∈ C[0, 1] è a(0) · a(1) 6= 0. Òîãäà çàäà÷à (1)�(4) èìååò
ðåøåíèå è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñî ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

u(x, t) = ϕ(x) +
1

πi

∫
Ẑ+
h

λ−1eλ
2t

 1∫
0

G(x, ξ, λ)(a(ξ)ϕ′′(ξ) + b(ξ)ϕ′(ξ)+

+c(ξ)ϕ(ξ))dξ −Q(x, λ, ϕ(0), ϕ(1))] dλ+
1

πi

∫
Z+
h

λeλ
2tQ(x, λ, p, q)dλ,

ãäå G(x, ξ, λ) ôóíêöèÿ Ãðèíà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è (1), (2), (3).

Ẑ+
h =

{
λ : λ = σe−

3π
8
i, σ ∈ [2h

√
1 +
√
2,∞)

}
∪

∪
{
λ : λ = h(1 + iη), η ∈ [−1−

√
2; 1 +

√
2]
}
∪

∪
{
λ : λ = σe

3π
8
i, σ ∈ [2h

√
1 +
√
2,∞)

}
.

Z+
h = λ : Reλ2 = h, Reλ > 0, h > max

(
0, ln

∣∣∣∣δ0δ1
∣∣∣∣) ,

Q(x, λ, p, q) =

exp
− 1∫

0

(
λ√
a(x)

+
b(x)

2a(x)

)
dx

− exp

 1∫
0

(
λ√
a(x)

− b(x)

2a(x)

)
dx

−1×
×

p
exp

− 1∫
0

(
λ√
a(x)

+
b(x)

2a(x)

)
dx− q

 exp

 x∫
0

(
λ√
a(ξ)

− b(ξ)

2a(ξ)

)
dξ

+

+

q − p
exp

 1∫
0

(
λ√
a(x)

+
b(x)

2a(x)

)
dx

exp

− x∫
0

(
λ√
a(ξ)

− b(ξ)

2a(ξ)

)
dξ


p =

[
δ1e

2λ2ω − δ0
]−1

(α1A(λ)e
λ2ω − α0B(λ)), q =

[
δ1e

2λ2ω − δ0
]−1

(eλ
2ωB(λ)−A(λ))

A(λ) = e2λ
2ω

ω∫
0

e−λ
2τu(1, τ)dτ, B(λ) = e2λ

2ω

ω∫
0

e−λ
2τu(0, τ)dτ.

u(s, t), (s = 0, 1) çíà÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), (4) íà ÷àñòÿõ {(s; t) : 0 6 t 6 ω, s = 0, 1}
áîêîâîé ãðàíèöû {(x, t) : 0 < x < 1, t > 0}.
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Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ ïîäõîäà Çàõàðîâà � Øóëüìàíà îïðåäåëåíà êëàññè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàññåÿ-
íèÿ äëÿ ïðîñòåéøåãî ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ æåñòêèõ è ìÿãêèõ âîçáóæäåíèé â êâàðê-ãëþîííîé
ïëàçìå. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû â áëèçêîé àíàëîãèè ñ ìåòîäàìè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ñ çàìåíîé
êâàíòîâîãî êîììóòàòîðà îò êâàíòîâî-ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ ïîëåé íà òàê íàçûâàåìóþ ñêîáêó Ëè
� Ïóàññîíà îò êëàññè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. S-ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ âûáðàíà â âèäå íàèáîëåå îáùåãî
èíòåãðî-ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íîðìàëüíûõ áîçîííûõ ïåðåìåí-
íûõ (c a

k (t), c
∗ a
k (t)), îïèñûâàþùèõ ìÿãêèå ãëþîííûå âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû, è öâåòíîãî çàðÿäà

Qa(t) æåñòêîé ÷àñòèöû ïðè t → ∞.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì, ñêîáêà Ëè � Ïóàññîíà, êëàññè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàñ-
ñåÿíèÿ, íåàáåëåâà ïëàçìà, ïëàçìîí, öâåòîçàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà.

AMS Subject Classi�cation: 81U20, 82D10

1. Ââåäåíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî òîêà â îáùèõ ïëàçìîïîäîáíûõ ñðåäàõ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìóþ êëàññè÷åñêóþ ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ, âïåðâûå ââåäåííóþ
Â. Å. Çàõàðîâûì è Å. È. Øóëüìàíîì [3, 5] äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ âîëíîâûõ ñèñòåì. Öåëüþ äàííîé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä ÿâíîãî âèäà êëàññè÷åñêîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ äëÿ êîíêðåòíîé ôèçè÷å-
ñêîé ñèñòåìû � ïëàçìû ñ íàáåëåâûì òèïîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîñëåäóþùèì å¼ èñïîëüçîâàíèåì
äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ ïîòåðè ýíåðãèè ýíåðãè÷íîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â
äàííîé ñðåäå.

2. Êëàññè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ. Èñõîäíûì â ïîñòðîåíèè êëàññè÷åñêàÿ ìàòðèöû ðàñ-
ñåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà [4, 6]

∂c ak
∂ t

= −i
(
ω lk − v · k

)
c ak − i

δHint
δc∗ak

,
dQa

dt
=
∂Hint

∂Qb
f abcQc. (2.1)

Çäåñü Hint � íåêîòîðûé ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, f abc � àíòèñèììåòðè÷íûå ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû àëãåáðû Ëè su(Nc). Ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì [3,5] ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ âçàèìîäåéñòâè-
åì, êîòîðàÿ àäèàáàòè÷åñêè ¾âûêëþ÷àåòñÿ¿ ïðè t→ ±∞, ò.å.

H = H0 +Hint e−ε|t|, ε > 0.

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè ïåðåõîäèò â ðåøåíèå óðàâíåíèé ñâîáîäíîãî
ïîëÿ:

c ak (t)→ c± ak (t) ≡ c± ak e−i(ω
l
k−v·k)t, Qa(t)→ Q±a, (2.2)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè âåëè÷èíû c± ak è Q±a íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ôóíêöèè (c− ak , Q−a) è (c+ a
k , Q+a)

íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ñóùåñòâóåò íåëèíåéíûé (èíòåãðàëüíûé) îïåðàòîð Ŝε, ñâÿçûâàþùèé

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè ïî ïðîåêòó ¾Àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìå-
òîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â çàäà÷àõ òîìîãðàôèè, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà¿ (� ãîñ
ðåãèñòðàöèè: 121041300058-1). Ðàáîòà Í. Þ. Ìàðêîâà ïîääåðæàíà ãðàíòîì äëÿ àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ñîòðóäíèêîâ
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in- è out-ïîëÿ è öâåòíûå çàðÿäû. Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïåðåéäåì ê òàê íàçûâàåìîìó ¾ïðåä-
ñòàâëåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ¿

c ak (t) = c̃ ak (t) e−i(ω
l
k−v·k)t, c ∗ ak (t) = c̃ ∗ ak (t) e i(ω

l
k−v·k)t.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ (2.1) ýêâèâàëåíòíû èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, îïðåäåëÿþùèì
ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

c̃ ak (t) = c− ak − i

2

t∫
−∞

dτ
δH̃int
δc̃∗ak (τ)

e−ε|τ |, Qa(t) = Q−a +
1

2

t∫
−∞

dτ
∂ H̃int

∂Qb(τ)
f abcQc(τ) e−ε|t|, (2.3)

ãäå H̃int � ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, âûðàæåííûé â íîâûõ ïåðåìåííûõ c̃ ak è c̃∗ ak . Ðåøåíèÿ
äàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ôîðìàëüíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

c̃ ak (t) = Sε(−∞, t)[c− ak , (c− ak )∗,Q−a], Qa(t) = Sε(−∞, t)[c− ak , (c− ak )∗,Q−a]. (2.4)

Ïðè êîíå÷íîì ïàðàìåòðå ε è äîñòàòî÷íî ìàëûõ àìïëèòóäàõ c− ak è Q−a èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð
Sε(−∞, t) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïóòåì èòåðàöèè ïðèâåäåííûõ âûøå èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå [5] ðÿä, ïîëó÷åííûé äëÿ îïåðàòîðà Sε(−∞, t) ïðè ε → 0, áûë
íàçâàí êëàññè÷åñêîé ìàòðèöåé ïåðåõîäà. Ïðåäåë ε → 0 ïîíèìàåòñÿ äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ðÿäà è
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Äàëåå ïîëàãàÿ t→ +∞, íàõîäèì èç (2.4)

c+ a
k = Sε[c

− a
k , (c− ak )∗,Q−a], Q+a = Sε[c

− a
k , (c− ak )∗,Q−a], (2.5)

ãäå Sε ≡ Sε(−∞,+∞). Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë ε→ +0

S = lim
ε→+0

Sε(−∞,+∞)

ïîëó÷èë íàçâàíèå êëàññè÷åñêîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ.

3. Ðàññåÿíèå ïëàçìîíà íà æåñòêîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöå. Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó
êëàññè÷åñêîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî ïî ïîëåâûì ïåðåìåííûì
c̃ ak è c̃∗ ak , è ëèíåéíîãî ïî öâåòíîìó çàðÿäó Qa ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ Hint, êàê îí îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [4,6]

Hint = if a1a2a3
∫
dk1dk2 T

(2,A)
k1,k2

(v) c∗a1k1
ca2k2
Qa3 .

Â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ â (2.3) ïðèíèìàþò âèä

c̃ ak (t) = c− ak +
1

2

t∫
−∞

dτ

∫
dk1 T

(2) b a a1
k,k1

c̃ a1k1
(τ)Q b(τ) ei∆ωk,k1

τ − ε |τ |, (3.1)

Qa(t) = Q−a+
i

2
f abc

t∫
−∞

dτ

∫
dk1dk2 T

(2) b a1 a2
k1,k2

c̃ ∗a1k1
(τ) c̃ a2k2

(τ)Q c(τ) ei∆ωk1,k2
τ − ε |τ |, (3.2)

ãäå ¾ðåçîíàíñíàÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò¿ ∆ωk,k1â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû îïðåäåëåíà êàê

∆ωk,k1 ≡ ω lk1
− ω lk2

− v · (k1 − k2). (3.3)

Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî íàéòè èòåðàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1), ò.å. â
ïðàâîé ÷àñòè ïðîñòî ñäåëàòü çàìåíó: c̃ ak (τ)→ c− ak è Qa(τ)→ Q−a, òîãäà

c̃
(1)a
k (t) = c− ak +

1

2

∫
dk1

 t∫
−∞

dτ e i∆ωk,k1
τ − ε|τ |

 T
(2) b a a1
k,k1

c− a1k1
Q−b. (3.4)
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Ïðîàíàëèçèðóåì èíòåãðàë â êðóãëûõ ñêîáêàõ â (3.4). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
t > 0 è ïîýòîìó

t∫
−∞

dτ e i∆ωk,k1
τ − ε |τ | =

0∫
−∞

dτ e i∆ωk,k1
τ + ετ +

t∫
0

dτ e i∆ωk,k1
τ − ετ

=
2ε

(∆ωk,k1)2 + ε2
+

1

i

1

∆ωk,k1 + iε
e (i∆ωk,k1

− ε)t.

Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ [2]

lim
ε→+0

ε

x2 + ε2
= πδ(x), lim

t→+∞

e ixt

x+ iε
= 0,

íàõîäèì èñêîìûé ïðåäåë äëÿ íàøåãî èíòåãðàëà

lim
t→+∞

lim
ε→+0

t∫
−∞

dτ e i∆ωk,k1
τ − ε |τ | = 2πδ(∆ωk,k1).

Òàêèì îáðàçîì ïîëàãàÿ ε→ +0 è t→ +∞, íàõîäèì èç (3.4)

c+ a
k = c− ak +

1

2

∫
dk1 T

(2) b a a1
k,k1

c− a1k1
Q−b 2πδ(∆ωk,k1) ≡ S[c− ak , (c− ak )∗,Q−a]. (3.5)

Äàííîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò êëàññè÷åñêóþ ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòî-
ðà â ïåðâîì íåòðèâèàëüíîì ïðèáëèæåíèè. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (3.2) â äàííîì ïîðÿäêå èòåðàöèè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

Q+a = Q−a+
i

2
f abc

∫
dk1dk2 T

(2) b a1 a2
k1,k2

(c− a1k1
)∗ c− a2k2

Q−c 2πδ(∆ωk1,k2). (3.6)

4. ßâíûé âèä êëàññè÷åñêîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êëàñ-
ñè÷åñêîãî òîêà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêóþ ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ íå â ôîðìå íåêîòîðûõ
èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ (3.5) è (3.6), à â âèäå íåêîòîðîãî çàäàííîãî ôóíêöèîíàëà îò àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ (c− ak )∗ è c− ak , è àñèìïòîòè÷åñêîãî öâåòíîãî çàðÿäà Q−a. Îïðåäå-
ëèì ÿâíûé âèä êëàññè÷åñêîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ èñõîäÿ èç àíàëîãèè ñ êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ.
Êàê õîðîøî èçâåñòíî [1], â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ñâÿçü ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè
êàêèõ-ëèáî in- è out-ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàíòîâî-ïîëåâîé S-ìàòðèöû

φ̂ out(x) = Ŝ †φ̂ in(x)Ŝ.

Äàëåå åñëè ïðåäñòàâèòü îáùèé âèä êâàíòîâîé S-ìàòðèöû â âèäå ýêñïîíåíòû îò íåêîòîðîé ôàçî-
âîé ìàòðèöû T̂

Ŝ = e i T̂ , (4.1)

ãäå T̂ � ýðìèòîâûé îïåðàòîð, òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ðÿäà êîììóòà-
òîðîâ

φ̂ out(x) = e−i T̂ φ̂ in(x)e i T̂ = φ̂ in(x)+
i

1!
[φ̂ in, T̂ ] +

i2

2!
[[φ̂ in, T̂ ], T̂ ] +

i3

3!
[[[φ̂ in, T̂ ], T̂ ], T̂ ] + . . . . (4.2)

Ïî àíàëîãèè ñ (4.1) áóäåì èñêàòü êëàññè÷åñêóþ S-ìàòðèöó â âèäå ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè

S = e iT , (4.3)

ãäå T � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, à êâàíòîâûå êîììóòàòîðû â (4.1) çàìåíèì íà ñêîáêó Ëè-Ïóàññîíà:
[·, ·]→ {·, ·}, êàê îíà áûëà îïðåäåëåíà â [4,6]. Âûïèøåì å¼ â íîâûõ ïåðåìåííûõ c− ak , (c− ak )∗ è Q−a:
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{
F, G

}
=

∫
dk′
{
δF

δc− ck′

δG

δ(c− ck′ )∗
− δF

δ(c− ck′ )∗
δG

δc− ck′

}
+

∂F

∂Q−a
∂G

∂Q−b
f abcQ−c.

Òîãäà ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèé â (2.5) â ïðåäåëå ε→ +0 ìîæíî ôîðìàëüíî ïðåäñòàâèòü êàê

c+ a
k = c− ak +

i

1!
{c− ak , T } +

i2

2!
{{c− ak , T }, T } +

i3

3!
{{{c− ak , T }, T }, T } + . . . , (4.4)

Q+a = Q−a +
i

1!
{Q−a, T } +

i2

2!
{{Q−a, T }, T } +

i3

3!
{{{Q−a, T }, T }, T } + . . . . (4.5)

Áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ T â âèäå íàèáîëåå îáùåãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì íîð-
ìàëüíûõ in-ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ c− ak , (c− ak )∗ è àñèìïòîòè÷åñêîãî öâåòíîãî çàðÿäà Q−a:

T = F aQ−a +

∫
dk1

[
g a1k1

c− a1k1
+ g∗ak1

(c− ak1
)∗
]

+

∫
dk1

[
f a1 bk1

c− a1k1
+ f ∗a1 bk1

(c− a1k1
)∗
]
Q−b (4.6)

+

∫
dk1dk2

[
g

(1) a1a2
k1,k2

c− a1k1
c− a2k2

+ g
(2) a1a2
k1,k2

(c− a1k1
)∗c− a2k2

+ g
∗ (1) a1a2
k1,k2

(c− a1k1
)∗(c− a2k2

)∗
]

+

∫
dk1dk2

[
G

(1) a1a2b
k1,k2

c− a1k1
c− a2k2

+G
(2) a1a2b
k1,k2

(c− a1k1
)∗c− a2k2

+G
∗ (1) a1a2b
k1,k2

(c− a1k1
)∗(c− a2k2

)∗
]
Q−b + . . . .

Â ðàìêàõ íàøåãî ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî âòîðîé ÷ëåí â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (4.4)
è (4.5). Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì

{c− ak , T } =
δT

δ(c− ak )∗
= g ∗ ak + f ∗abk Q−b

+

∫
dk1

[
g

(2) a a1
k,k1

c− a1k1
+ 2g

∗ (1) a a1
k,k1

(c− a1k1
)∗
]

+

∫
dk1

[
G

(2) a a1b
k,k1

c− a1k1
+ 2G

∗ (1) a a1b
k,k1

(c− a1k1
)∗
]
Q−b + . . . ,

â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîì ñëó÷àå íàõîäèì

{Q−a, T } =
∂T
∂Q−b

f abcQ−c = f abcF bQ−c + f abc
∫
dk1

[
f a1 bk1

c− a1k1
+ f ∗a1 bk1

(c− a1k1
)∗
]
Q−c

+ f abc
∫
dk1dk2

[
G

(1) a1a2b
k1,k2

c− a1k1
c− a2k2

+G
(2) a1a2b
k1,k2

(c− a1k1
)∗c− a2k2

+G
∗ (1) a1a2b
k1,k2

(c− a1k1
)∗(c− a2k2

)∗
]
Q−c + . . . .

Ïîëó÷åííûå âûøå äâà âûðàæåíèÿ íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â (4.4) è (4.5), ñîîòâåòñòâåííî, è ñðàâ-
íèòü èõ ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè (3.5) è (3.6). Â èòîãå îïðåäåëèì ïåðâóþ îòëè÷íóþ
îò íóëÿ êîýôôèöèåíòíóþ ôóíêöèþ â ïðåäñòàâëåíèè (4.6)

G
(2) a1a2 b
k1,k2

=
1

2
T

(2) b a1 a2
k1,k2

2πδ(∆ωk1,k2) (4.7)

è ïîýòîìó âìåñòî (4.6) ìû ìîæåì çàïèñàòü

T =

∫
dk1dk2G

(2) a1a2b
k1,k2

(c− a1k1
)∗c− a2k2

Q−b + . . . . (4.8)
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Àííîòàöèÿ. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä îáùåé ôîðìóëû äëÿ ïîòåðè ýíåðãèè áûñòðîé
öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïðè å¼ ðàññåÿíèè íà ìÿãêèõ áîçîííûõ âîçáóæäåíèÿõ êâàðê-ãëþîííîé
ïëàçìû â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íåêîòîðîãî ýôôåêòèâíîãî òîêà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà ðàññåÿ-
íèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ åãî ñâÿçü ñ òàê íàçûâàåìîé êëàññè÷åñêîé ìàòðèöåé ðàññåÿíèÿ. Èç èçâåñòíîãî
âèäà äàííîé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñêîìûé ýôôåêòèâíûé òîê, èñïîëüçîâàíèÿ
êîòîðîãî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôîðìóëó äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè âûñîêîýíåðãè÷íîé öâåòíîé ÷àñòèöû,
äâèæóùåéñÿ â âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ïëàçìå ñ íåàáåëåâûì òèïîì âçàèìîäåéñòâèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòåðè ýíåðãèè, êâàðê-ãëþîííàÿ ïëàçìà, ýôôåêòèâíûé òîê, êëàññè÷åñêàÿ
ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ.

AMS Subject Classi�cation: 74J20, 82D10

1. Ââåäåíèå. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ îáùåé òåîðèè ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìàòðèöû ðàññåÿ-
íèÿ äëÿ âîëíîâûõ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè [?,3], â ðàìêàõ ãàìèëüòîíîâà ïîäõîäà
ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ïîòåðü ýíåðãèè âûñîêîýíåðãåòè÷åñêîé öâåòîçàðÿæåííîé
÷àñòèöû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãîðÿ÷óþ êâàðê-ãëþîííóþ ïëàçìó, ò. å. ïîòåðü ýíåðãèè èç-çà ïðîöåññà
ðàññåÿíèÿ íà ìÿãêèõ áîçîííûõ âîçáóæäåíèÿõ ñðåäû.

2. Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè ÷àñòèöû â ïëàçìå. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè áóäåì èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè
÷àñòèö íà åäèíèöó äëèíû â îáû÷íîé ïëàçìå [1] ñ ìèíèìàëüíûì ðàñøèðåíèåì íà öâåòîâóþ ñòå-
ïåíü ñâîáîäû:

− dE

dx
==

1

|v|
lim
τ→∞

(2π)4

τ

∫
dkdω

∫
dQ0 Re

〈
J∗aQ (k, ω) ·Ea

Q(k, ω)
〉
. (0.1)

Çäåñü v � ñêîðîñòü ýíåðãè÷íîé ÷àñòèöû; Ea
Q(k, ω) è JaQ(k, ω) � îáðàç Ôóðüå õðîìîýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ è ýôôåêòèâíîãî òîêà, ñîîòâåòñòâåííî. Ê ïðîöåäóðå óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ â óðàâíåíèè
(0.1) ìû äîáàâèëè èíòåãðèðîâàíèå ïî íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ öâåòîâîãî çàðÿäà Qa

0 ñ ìåðîé [4]

dQ0 =

dA∏
a=1

dQa
0 δ(Q

a
0Q

a
0 − q2) δ(d a b cQa

0Q
b
0Q

c
0 − q3), dA = N2

c − 1,

ãäå ïîñòîÿííûå q2 è q3 ôèêñèðóþò çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòîâ Êàçèìèðà. Ìåðà íîðìèðîâàíà òàê, ÷òî∫
dQ0 = 1 è òàêèì îáðàçîì

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè ïî ïðîåêòó ¾Àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìå-
òîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â çàäà÷àõ òîìîãðàôèè, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ è ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà¿ (� ãîñ
ðåãèñòðàöèè: 121041300058-1). Ðàáîòà Í. Þ. Ìàðêîâà ïîääåðæàíà ãðàíòîì äëÿ àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ñîòðóäíèêîâ
ÈÃÓ � 091-24-303.
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dQ0Q

a
0Q

b
0 =

CA
dA

δab. (0.2)

3. Ýôôåêòèâíûé òîê. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåðü ýíåðãèè íàì íåîáõîäèìî çíàíèå íåêîòîðîãî
ýôôåêòèâíîãî òîêà æåñòêîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöû, ïðè å¼ âçàèìîäåéñòâèè ñ îêðóæàþùåé
ñðåäîé. Ïî àíàëîãèè ñ êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ [2] îïðåäåëèì ñâÿçü ìåæäó êëàññè÷åñêîé ìàòðèöåé
ðàññåÿíèÿ S è ýôôåêòèâíûì òîêîì æåñòêîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
âûðàæåíèÿ:

J aµ
Q (x, t) = −iS † δS

δA−aµ (x)
. (0.3)

Êëàññè÷åñêóþ S-ìàòðèöó, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè

S = e iT . (0.4)

Ïîñêîëüêó àñèìïòîòè÷åñêèå êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ A−aµ (x) è A+a
µ (x) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

ñâîáîäíîãî ïîëÿ, îíè ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû íà ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòîòíûå
÷àñòè èíâàðèàíòíûì îáðàçîì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïèñàòü, íàïðèìåð,

A−aµ (x) =

∫
dk

(
Zl(k)

2ω lk

)1/2{
ε lµ(k)c−ak e−iω

l
kt+ik·x + ε∗ lµ (k) (c−ak )∗ eiω

l
kt−ik·x

}
, (0.5)

ãäå c−ak è (c−ak )∗ � àñèìïòîòè÷åñêèå in-àìïëèòóäû. ßâíûé âèä âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ïðîäîëüíîé

ìîäû ε lµ(k) = (ε l0(k), εεε l(k)) â A0 -êàëèáðîâêå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

εlµ(k) =
ũµ(k)√
−ũ2(k)

∣∣∣∣∣
on−shell

, (0.6)

ãäå ïðîäîëüíûé ïðîåêòîð ũµ(k) = k2
(
kµ− uµ(k · u)

)
/(k · u) è uµ � 4-ñêîðîñòü ñðåäû. Â ÷àñòíîñòè,

èìååì ũ0(k) = 0 â ñèñòåìå ïîêîÿ ïëàçìû uµ = (1, 0, 0, 0) è êàê ñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ (0.6)

ïîëó÷àåì ε l0(k) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî

(εεε l(k))2 = 1 è (εεε l(k) · k̂) = 1, k̂ ≡ k/|k|. (0.7)

Îáðàùàÿ (0.5), ìîæíî âûðàçèòü c−ak è (c−ak )∗ â òåðìèíàõ ôóíêöèè ïîëÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè A−ai (x) è åå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè Ȧ−ai (x). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íîðìèðîâêó (0.7),
â ðåçóëüòàòå èìååì

c−ak =
1

2

(
2ω lk
Zl(k)

)1/2∫
dy

(2π)3
eiω

l
kt−ik·y ε li(k)

[
A−ai (y, t)− i

ω lk
Ȧ−ai (y, t)

]
è àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè (c−ak )∗. Ôóíêöèè â ëåâîé ÷àñòè c−ak è (c−ak )∗

ïî îïðåäåëåíèþ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü äàííûõ âûðàæåíèé òàêæå äîëæíà
íå çàâèñåòü îò t. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ìîæåì ïîëàãàòü t ðàâíîé ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòå è, â
÷àñòíîñòè, ìîæåì âçÿòü t = 0. Òîãäà âìåñòî ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ áóäåì èìåòü

c−ak =
1

2

(
2ω lk
Zl(k)

)1/2∫
dy

(2π)3
e−ik·y ε li(k)

[
A−ai (y, 0)− i

ω lk
Ȧ−ai (y, 0)

]
. (0.8)

Ñëåäóþùèì øàãîì, ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (0.4), ïåðåïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü èñõîäíîãî âûðà-
æåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî òîêà (0.3) â ñëåäóþùåì âèäå:
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J ai
Q (x, t) =

δT
δA−ai (x)

=

∫
dk1

{
δT
δc− a1k1

δc− a1k1

δA−ai (x)
+

δT
δ(c−a1k1

)∗

δ(c−a1k1
)∗

δA−ai (x)

}
. (0.9)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (0.8), ëåãêî íàõîäèì âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

δc− a1k1

δA−ai (x)
= δaa1

1

2(2π)3

(
2ω lk1

Zl(k1)

)1/2
e−ik1 ·x ε li(k1)δ(t) (0.10)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäíóþ îò ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè (c−a1k1
)∗. Ïðè âûâîäå ýòèõ ñîîòíîøå-

íèé ôóíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Ȧai(y, 0) îòíîñèòåëüíî Aai (x, t) ìû ïîëàãàåì ðàâíîé
íóëþ, ñ÷èòàÿ ÷òî äàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä äëÿ ôàçî-

âîé ôóíêöèè â ïåðâîì íåòðèâèàëüíîì ïðèáëèæåíèè: T =
∫
dk1dk2G

(2) a1a2b
k1,k2

(c− a1k1
)∗c− a2k2

Q−b è
âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå (0.10), íàõîäèì èç (0.8) èñêîìûé ýôôåêòèâíûé òîê â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè:

JJJ a
Q(x, t) =

∫
dk1dk2

{
G

(2) a1ab
k1,k2

Fk2
εεε l(k2) e

−ik2 ·x (c− a1k1
)∗+G

(2) aa2b
k1,k2

Fk1
εεε l(k1) e

ik1 ·x c− a2k2

}
δ(t)Q−b.

Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè òðåõìåðíûå âåêòîðû òîêà JJJ a
Q è ïîëÿðèçàöèè εεε l(k) æèðíûì øðèôòîì è äëÿ

êðàòêîñòè îáîçíà÷åíèé ïîëàãàåì

Fk ≡
1

2(2π)3

(
2ω lk
Zl(k)

)1/2
. (0.11)

Ñîîòâåòñòâóþùèé òîê â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

JJJ a
Q (k, ω) =

∫
dtdxJJJ a

Q (x, t) eiω t−ik·x (0.12)

= (2π)3
∫
dk1G

(2) a1ab
k1,−k F−kεεε

l(−k) (c− a1k1
)∗Q−b + (2π)3

∫
dk2G

(2) aa2b
k,k2

Fk εεε
l(k) c− a2k2

Q−b.

4. Ôîðìóëà äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè æåñòêîé öâåòîçàðÿæåííîé ÷àñòèöû. Âåðíåìñÿ òåïåðü
ê âûðàæåíèþ äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè (0.1). Õðîìîýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â (0.1), ïîðîæäàåìîå ýôôåê-
òèâíûì òîêîì (0.12), îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïîëÿ âî âðåìåííîé êàëèáðîâêå

E ai
Q (k, ω) = −iω ∗D̃ ij(k)J aj

Q (k, ω),

ãäå ¾îäåòûé¿ òåïëîâûìè ïîïðàâêàìè ãëþîííûé ïðîïàãàòîð â äàííîé êàëèáðîâêå èìååò ñëåäóþ-
ùóþ òðåõìåðíóþ ñòðóêòóðó:

∗D̃ ij(k) =

(
k2

ω2

)
kikj

k2
∗∆l(k) +

(
δ ij − kikj

k2

)
∗∆t(k). (0.13)

Íàñ èíòåðåñóåò çäåñü ëèøü ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè, ñâÿçàííûé ñ ïðîäîëüíûìè âîçáóæäåíèÿ-
ìè (ïëàçìîíàìè) êâàðê-ãëþîííîé ïëàçìû. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ïðîäîëüíîé ÷àñòè õðîìî-
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ai

Q (k) â óðàâíåíèå (0.1), ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû ïðîïàãàòîðà
(0.13), âìåñòî (0.1) ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè

− dE

dx
= − 1

|v|
lim
τ→∞

(2π)4

τ

∫
dkdω

∫
dQ− k2

ωk2

〈
|(k · JJJ a

Q (k, ω))|2
〉

Im(∗∆l(k)), (0.14)

ãäå ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî öâåòó dQ− îïðåäåëåíà äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ öâåòíîãî
çàðÿäà Q−a. Èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ Ôóðüå-îáðàçà ýôôåêòèâíîãî òîêà JJJ a

Q (k, ω) (0.12) è
ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (0.7), êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (0.14)
ïðèâîäèì ê ñëåäóþùåìó âèäó:
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〈
|(k · JJJ a

Q (k, ω))|2
〉

= (2π)6
{
F 2
−kk

2

∫
dk1dk

′
1G

(2) a1ab
k1,−k G

∗ (2) a′1ab′
k′
1,−k

〈
(c− a1k1

)∗c
− a′1
k′
1

〉
(0.15)

+ F 2
k k2

∫
dk2dk

′
2G

(2) aa2 b
k,k2

G
∗ (2) aa′2 b′
k,k′

2

〈
(c
− a′2
k′
2

)∗c− a2k2

〉}
Q−bQ−b′ .

Çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè îñòàâëåíû òîëüêî ÷ëåíû ñ íåòðèâèàëüíûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè:〈
(c− a1k1

)∗c
− a′1
k′
1

〉
= N −a1a

′
1

k1
δ(k1 − k′1),

〈
(c
− a′2
k′
2

)∗c− a2k2

〉
= N −a

′
2a2

k′
2

δ(k′2 − k2),

à äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷èñëà ïëàçìîíîâ èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ öâåòîâóþ äåêîìïîçèöèþ [5]

N −aa′k = δ aa
′
N− lk +

(
T c
)aa′Q−cW− lk . (0.16)

Ïðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà âêëàä îò áåñöâåòíîé ÷àñòè àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ÷èñëà ïëàç-
ìîíîâ, ò. å. âêëàä, ïðîïîðöèîíàëüíûé ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè N− lk . Ñ ýòîé öåëüþ âûïîëíÿåì èí-
òåãðèðîâàíèå ïî àñèìïòîòè÷åñêîìó çàðÿäó Q−a â âûðàæåíèè (0.15), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (0.2).
Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî (0.15) ìîæíî çàïèñàòü∫

dQ−
〈
|(k ·J a

Q (k, ω))|2
〉

(0.17)

= (2π)6
CA
dA

{
F 2
−kk

2

∫
dk1G

(2) a1ab
k1,−k G

∗ (2) a1ab
k1,−k N− lk1

+ F 2
k k2

∫
dk1G

(2) aa1 b
k,k1

G
∗ (2) aa1 b
k,k1

N− lk1

}
.

Ïåðâûé ÷ëåí â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ óäâàèâàåò âòîðîé ïðè k→ −k â âûðàæåíèè äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè

(0.14). Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä êîýôôèöèåíòíîé ôóíêöèè G
(2) a1a2 b
k1,k2

= 1
2 T

(2) b a1 a2
k1,k2

2πδ(∆ωk1,k2),
íàõîäèì äëÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ

G
(2) aa1 b
k,k1

G
∗ (2) aa1 b
k,k1

=
1

4
T

(2) b a a1
k,k1

T
∗(2) b a a1
k,k1

(2π)2 [δ(∆ωk,k1)]2. (0.18)

Â ñèëó öâåòîâîé è èìïóëüñíîé äåêîìïîçèöèè ýôôåêòèâíîé àìïëèòóäû T
(2)a a1a2
k1,k2

= f a a1a2 T
(2)
k1,k2

áóäåì èìåòü äàëåå

T
(2) b a a1
k,k1

T
∗(2) b a a1
k,k1

= f b aa1 f b aa1
∣∣T (2)

k,k1

∣∣2 = NcdA
∣∣T (2)

k,k1

∣∣2.
Ïîä êâàäðàòîì δ-ôóíêöèè â (0.18) ìû ïîíèìàåì

[
δ(∆ωk,k1)

]2
= τ δ(∆ωk,k1)/(2π). Òàêèì îáðàçîì,

ïðîèçâåäåíèå (0.18) çàïèøåòñÿ êàê

G
(2) aa1 b
k,k1

G
∗ (2) aa1 b
k,k1

=
1

4
τ NcdA

∣∣T (2)
k,k1

∣∣2(2π)δ(∆ωk,k1). (0.19)

Ïîäñòàâëÿÿ (0.19) â (0.17), à çàòåì â (0.14), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

− dE

dx
= − 1

|v|
(2π)10

2
N 2
c

∫
dkdk1dω

(
k2

ω

)
F 2
k

∣∣T (2)
k,k1

∣∣2N− lk1
(2π)δ(∆ωk,k1) Im(∗∆l(k)). (0.20)

Ïîñëåäíèì øàãîì â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (0.20) ïîëàãàåì

Im (∗∆l(k)) ' −π sign(ω) δ(Re ∗∆−1 l(k)) = −π sign(ω)

(
Zl(k)

2ωlk

)
[δ(ω − ωlk) + δ(ω + ωlk)].

Ïîäñòàâèì ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå â (0.20) è âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ω. Âñïîìèíàÿ îïðå-
äåëåíèå ôóíêöèè Fk, óð. (0.11), íàõîäèì èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåðü ýíåðãèè, ñâÿçàííîå ñ
áåñöâåòíîé ÷àñòüþ ïëîòíîñòüþ ÷èñëà ïëàçìîíîâ (0.16)
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− dE

dx
=

1

|v|
(2π)6

8
N 2
c

∫
dkdk1

(
k2

ωlk

)∣∣T (2)
k,k1

∣∣2N− lk1
δ(ω lk − ω lk1

− v · (k− k1)). (0.21)
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Àííîòàöèÿ. Öåëüþ äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ

âìåñòå ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè òàêæå åãî ïðàââîé ÷àñòè, èëè íåèçâåñòíîãî âíåø-

íåãî âîçäåéñòâèÿ. Îñîáåííîñòüþ èçó÷àåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ íåèçâåñòíîå âíåøíåå âîç-

äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííîé

ïåðåìåííîé, äðóãàÿ æå � òîëüêî îò âðåìåííîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îáðàòíûå çàäà÷è, íåèçâåñòíîå âíåøíåå âîçäåé-

ñòâèå, ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü.

AMS Subject Classi�cation: 35R30, 35M20

Èññëåäîâàíèÿì ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà, èññëåäîâàíèÿì ðàçðå-
øèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ âðåìåííîãî òèïà ïîñâÿùåíî ñòîëü ìíîãî ðàáîò, ÷òî ïåðå÷èñëèòü äà-
æå ìàëóþ èõ ÷àñòü â ðàìêàõ îäíîãî äîêëàäà íåâîçìîæíî. Çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî ðàáîò
ïîñâÿùåíî òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ îáðàòíûìè
çàäà÷àìè ïðîñòðàíñòâåííîãî èëè âðåìåííîãî òèïà. Òàê, â ðàáîòàõ [7]� [6] èçó÷àëàñü ðàçðåøè-
ìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé. Â
ðàáîòàõ [3], [5] èçó÷àëèñü çàäà÷è, â êîòîðûõ íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò ñîäåðæàë êîìïîíåíòû,
çàâèñÿùèå êàê îò ïðîñòðàíñòâåííîé, òàê è îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Èìåííî ïîñëåäíÿÿ ñèòóàöèÿ
è áóäåò ðàññìîòðåíà â íàñòîÿùåì äîêëàäå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ïåðåìåííûõ (x, t), x ∈ Ω = (0, 1), t ∈ (0, T ),
0 < T 6 +∞, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

ut − uxx = F (x, t).

Ïóñòü â ýòîì óðàâíåíèè ôóíêöèÿ F (x, t) èìååò âèä

F (x, t) = f(x, t) + q(x)ϕ(t) + p(t)ψ(x)

ñ çàäàííûìè ôóíêöèÿìè f(x, t), ϕ(t) è ψ(x), è ôóíêöèÿìè q(x) è p(t), ïîäëåæàùèìè îïðåäåëåíèþ
âìåñòå ñ ðåøåíèåì u(x, t).
Ïóñòü íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè f(x, t), ϕ(t) è ψ(x) çàäàíû òàêæå ôóíêöèè N(x) è R(t), îïðåäåëåí-

íûå ïðè x ∈ [0, 1] è t ∈ [0, T ] ñîîòâåòñòâåííî.
Îáðàòíàÿ çàäà÷à I: íàéòè ôóíêöèè u(x, t), q(x) è p(t) ñâÿçàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå Q óðàâíå-

íèåì

ut − uxx = f(x, t) + q(x)ϕ(t) + p(t)ψ(x), (1)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé

u(x, 0) = 0, 0 < x < 1, (2)

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < T, (3)

u(x, T ) = 0, 0 < x < 1, (4)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ, ïðîåêò 23-21-00269.

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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1∫
0

N(x)u(x, t)dx = 0, 0 < t < T. (5)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à II: íàéòè ôóíêöèè u(x, t), q(x) è p(t) ñâÿçàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå Q óðàâíå-
íèåì (1), ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèÿ (2), à òàêæå óñëîâèé

u(0, t) = ux(0, t) = ux(1, t) = 0, 0 < t < T, (6)

T∫
0

R(t)u(x, t)dt = 0, 0 < x < 1. (7)

Â îáðàòíîé çàäà÷å I óñëîâèÿ (2) è (3) åñòü óñëîâèÿ îáû÷íîé ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, óñëîâèÿ æå (4) è (5) åñòü óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì
óñëîâèå (4) õàðàêòåðíî äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà, óñëîâèå æå (5) � äëÿ îáðàò-
íûõ çàäà÷ âðåìåííîãî òèïà.
Â îáðàòíîé çàäà÷å II óñëîâèÿ ux(0, t) = ux(1, t) = 0 âìåñòå ñ óñëîâèåì (2) îïðåäåëÿþò âòîðóþ

íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, óñëîâèå u(0, t) = 0 åñòü óñëîâèå ïå-
ðåîïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðíîå äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ âðåìåííîãî òèïà, óñëîâèå æå (7) åñòü óñëîâèå
ïåðåîïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðíîå äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà.
Â äîêëàäå áóäóò èçëîæåíû ôîðìàëüíûå ïîñòðîåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê âñïîìîãàòåëüíûì êðàåâûì

çàäà÷àì, ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè äàííûõ îáðàòíûõ çàäà÷, à òàêæå
âñïîìîãàòåëüíûõ ïðÿìûõ çàäà÷ äëÿ ¾íàãðóæåííûõ¿ (èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ) óðàâíåíèé
ñîáîëåâñêîãî òèïà, êîòîðûå èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå. Âñå ðàññóæäåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ
áóäóò ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà Lp è Ñîáîëåâà W l

p. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è
îïèñàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [4]� [10]. Óòî÷íèì
òàêæå, ÷òî öåëüþ äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ
ðåøåíèé èçó÷àåìûõ çàäà÷ � ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñ. Ë. Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå,
âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå.
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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ìëàäøèõ êî-
ýôôèöèåíòîâ â ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè âûñîêîãî ïîðÿäêà. Óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ
çàäàåòñÿ êàê èíòåãðàëüíîå óñëîâèå ñ ôèíàëüíûìè äàííûìè. Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ (ò. å. ðåøåíèÿ, èìåþùåãî âñå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïî Ñîáîëåâó, âõîäÿ-
ùèå â óðàâíåíèå).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ çàäà÷à, ïñåâäîïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, èíòåãðàëüíîå ïåðåîïðå-
äåëåíèå, ñóùåñòâîâàíèå.

AMS Subject Classi�cation: 35R30, 35M20

Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ïñåâäîïàðà-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà.
Â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàðÿäó ñ ðåøåíèåì òðåáóåòñÿ îïðåäå-

ëèòü è ñàìî óðàâíåíèå, ò. å. íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ èëè ïðàâóþ ÷àñòü. Ïîýòîìó
äëÿ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷, ïîìèìî åñòåñòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ êîððåêòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è, òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ. Ýòè óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ.
Â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷å íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò íå áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåííîé

ïåðåìåííîé, à áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèå çàäà÷è îáû÷íî íà-
çûâàþòñÿ îáðàòíûìè çàäà÷àìè ïðîñòðàíñòâåííîãî òèïà. Óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
âèäà ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î íàøåé çàäà÷å êàê î ïðîñòðàíñòâåííî íåëîêàëüíîé çàäà÷å.
Îáðàòíûå êîýôôèöèåíòíûå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ôèçè÷åñêèõ, áèîëîãè÷åñêèõ

è äðóãèõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ çàðàíåå íåèçâåñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Ïóñòü Ω åñòü îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç ïðîñòðàíñòâà Rn ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Ã, 0 < T < +∞,

Q � öèëèíäð Ω × (0, T ), S = ∂Ω × (0, T ) � áîêîâàÿ ãðàíèöà Q. Ôóíêöèÿ f(x.t) èçâåñòíà, α �
çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèè u(x.t), q(x), ñâÿçàííûå â îáëàñòè Q óðàâíåíèåì

ut(x, t)− α∆ut(x, t) + ∆2u(x, t) + q(x)u(x, t) = f(x, t), (1)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ ôóíêöèè u(x, t) óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2)

∂u(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
S

= 0,
∂∆u(x, t)

∂ν

∣∣∣∣
S

= 0, (3)

T∫
0

N(t)u(x, t)dt = µ(x), x ∈ Ω. (4)

Â ýòîé çàäà÷å óñëîâèÿ (2),(3) åñòü óñëîâèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ, à óñëîâèå (4) åñòü óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè q(x).
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Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (Ω) è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå Ω.

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ∫
Ω

ψ2(x)dx 6 d0

n∑
i=1

∫
Ω

ψ2
xi(x)dx, (5)

÷èñëî d0 â êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü îáëàñòüþ Ω. Ýòî íåðàâåíñòâî è ñàìî ÷èñëî d0 áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ íèæå.
Îáîçíà÷èì

a(x) =
u0(x)

µ(x)
,

a = sup
Ω
|a(x)|,

N = sup
Ω
|N(x)|.

V = {u(x, t) : u(x, t) ∈ L2(0, T ;W 4
2 (Ω)), ut(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2

2 (Ω))}.
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q),

µ(x) ∈ C4(Ω), µ(x) > 0, x ∈ Ω,

N(t) ∈ C(Ω),

u0(x) ∈ C4(Ω),

α > 0,

T 2 < min

{
α

2a2N
2
(α+ 2 + d0)

,
1

2a2N
2
(α+ 2 + d0)

}
.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(4) èìååò ðåøåíèå u(x, t) ∈ V, q(x) ∈ L2(Ω).

Íèêîëàåâ Îëåã Þðüåâè÷
Áóðÿòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Äîðæè Áàíçàðîâà
E-mail: nikolaev.oleg1@yandex.ru.
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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíà îöåíêà ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ðåøåíèé ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèìè îïåðàòîðíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Óñòàíîâëåí êâàçèêàíîíè÷åñêèé âèä ýêñïîíåíöèàëüíîé

õàðàêòåðèñòèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé îïåðàòîð.

AMS Subject Classi�cation: 34D20

1. Ââåäåíèå. Çàïðîñû ðàçâèòèÿ áèîòåõíîëîãèé, òåîðèè ñâÿçè, äèíàìè÷åñêîé òåîðèè èíôîð-
ìàöèè, ìîäåëåé ñîöèàëüíîé äèíàìèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñîïðÿæåíû ñ îöåíêîé ïîðÿäêà ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ïðîöåññîâ, êîòîðûå íå îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè âî âðåìåíè. Îòêëîíåíèÿ
îò ïðåäâû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ìîãóò âîçðàñòàòü, íî ñêîðîñòü ýòîãî âîçðàñòàíèÿ äîëæíà áûòü
ìåíüøå, èëè â êðàéíåì ñëó÷àå � íå ïðåâûøàòü ñêîðîñòè âîçðàñòàíèÿ ñàìîãî ïðîöåññà. Â [1]
ïîëó÷åíû îöåíêè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ðåøåíèé ëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â áàíà-
õîâîì ïðîñòðàíñòâå: äèôôåðåíöèàëüíûõ, äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ è èíòåãðàëüíûõ. Â [2] �
îïåðàòîðíûõ è ýêâèâàëåíòíûõ èì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ââåäåíî ïîíÿòèå ýêñïîíåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ κ(α)-çàâèñè-

ìîñòü ìåæäó ïîðÿäêîì α ýêñïîíåíöèàëüíîãî êëàññà, èç êîòîðîãî áåðóòñÿ ïðàâûå ÷àñòè, è íèæ-
íåé ãðàíüþ β ïîðÿäêîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîâîêóïíîñòü
ðåøåíèé [4,5].
Â [3] îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ÿäðà òèïà ôóíêöèè Êîøè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåððà. Íà-

çâàííîå ÿäðî îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, âûðàæåííîãî ÷åðåç îïåðàòîð Êîøè. ßäðî
òèïà ôóíêöèè Êîøè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) 0 < M1 6 ‖K(t, t)‖ 6M2;
2)
∥∥∂K
∂t

∥∥ 6M‖K‖;
3)
∥∥∂K
∂s

∥∥ 6M‖K‖;
4) Ñóùåñòâóåò s0 òàêîå, ÷òî K(t, s0) íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé ôóíêöèåé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
∃T = Tϕ òàêîå, ÷òî K(t, s0) = 0 ïðè t > T .

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî äëÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Âîëüòåððà ñ
ÿäðîì òèïà ôóíêöèè Êîøè, óñòàíîâèì âèä ýêñïîíåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè íà÷àëüíîé çàäà÷è
äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè çàïàçäûâàíèÿìè.

2. Ïîñòðîåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè íà÷àëüíîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì íà-
÷àëüíóþ çàäà÷ó
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L(y)−
m∑
j=1

Aj(t)y(t− aj) = f(t); y|t60 = 0, 0 < a1 < . . . < am < +∞, 0 6 t < +∞, (1)

ãäå y(t) è f(t) � íåïðåðûâíûå âåêòîð-ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì (äåéñòâèòåëüíîì èëè
êîìïëåêñíîì) áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X.

Çäåñü L(y) = y(n) + P1(t)y
(n−1) + . . . + Pny; Pi(t) (i = 1, n) è Aj(t) (j = 1,m) � ñåìåéñòâà

ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå X.
Íåïðåðûâíûé íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè îïåðàòîð Aj(t) (j = 1,m) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïåðèî-

äè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå l = l(ε) > 0, ÷òî â
ëþáîì èíòåðâàëå äëèíû l íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ÷èñëî τ , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Aj(t+ τ)−Aj(t)‖X < ε, 0 6 t < +∞.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå íåïðåðûâíûå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X îïå-

ðàòîðû Pi(t) (i = 1, n).
Ïóñòü f(t) � ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) ïðîáåãàåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Eα =
{
f(t) : lim

(
t−1 ln ‖f(t)‖X

)
< α+ ε, ∀ε > 0

}
.

Î÷åâèäíî, äëÿ f(t) èç Eα: ‖f(t)‖X 6 Dεe
(α+ε)t.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç κ(α) íèæíþþ ãðàíü òåõ β, ïðè êîòîðûõ ïðîñòðàíñòâî Eα ñîäåðæèò âñå ðå-
øåíèÿ y(t) íà÷àëüíîé çàäà÷è (1). Íàçîâåì κ(α) ýêñïîíåíöèàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ýòîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà (−∞ <) α0 6 β0 6 γ0 (< +∞) òàêèå, ÷òî
κ(α) = β0 ïðè α 6 α0 è κ(α) = α ïðè α > γ0 (â ïðîìåæóòêå (α0, γ0) κ(α) � íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà èññëåäîâàíèå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

y(t) = (Kf)(t) =

∫ t

0
K(t, s)f(s) ds, (2)

ãäå ÿäðî K(t, s) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è

L(K) =

m∑
j=1

Aj(t)K(t− aj , s), (3)

K(s, s) = K ′t(s, s) = . . . = K
(n−2)
t (s, s) = 0; K

(n−1)
t (s, s) = I,

êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà èíòåãðî-ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

K(t, s) = H(t, s) +
m∑
j=1

∫ t

s+aj

H(t, τ)Aj(τ)K(τ − aj , s) dτ.

Çäåñü H(t, s) � ôóíêöèÿ Êîøè îïåðàòîðà L:

L(H) = 0; H(s, s) = Ht(s, s) = . . . = H
(n−2)
t (s, s) = 0; H

(n−1)
t (s, s) = I,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

H(t, s) =
(t− s)n−1

(n− 1)!
+

∫ t

s

(τ − s)n−1

(n− 1)!

∂nH(τ, s)

∂tn
dτ.

Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð (2) çàäàåò ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (1). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå
ýòîãî îïåðàòîðà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Eα è áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

Bα =
{
f(t) : limt→∞

(
‖f(t)‖Xe−αt

)
<∞

}
ñ íîðìîé

‖f‖Bα = sup
06t<∞

‖f(t)‖Xe−αt.
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Èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áàíàõà î çàìêíóòîì îïåðàòîðå. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâà-
åòñÿ íà ñëåäóþùåé ëåììå. Åñëè 0 < a1 < . . . < am < +∞ è ïðè êàæäîì t > am äëÿ ÿäðà K(t, s)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥∂K(t, s)

∂t

∥∥∥∥ 6 C m∑
j

‖K(τ − aj , s)‖,

òî ýòî ÿäðî îïåðàòîð - ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ‖K(t, s)‖ 6 Ceα(t−s).
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè

∂nK

∂tn
+ p1(t)

∂n−1K

∂tn−1
+ . . .+ pn(t)K = A1(t)K(t− a1, s) + . . .+Am(t)K(t− am, s),

òî èìååì ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà:

‖K(t, s)‖,
∥∥∥∥∂K(t, s)

∂t

∥∥∥∥ , . . . , ∥∥∥∥∂mK(t, s)

∂tm

∥∥∥∥ 6 Deν(t−s).
Åñëè f(t) � ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) ïðîáåãàåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Eα, òî ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé y(t) ïîêðûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Eβ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì β.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà (−∞ <) α0 6 β0 6 γ0 (< +∞) òàêèå, ÷òî
κ(α) = β0 ïðè α 6 α0 è κ(α) = α ïðè α > γ0 (â ïðîìåæóòêå (α0, γ0) κ(α) � íåóáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ).
Çäåñü α0 � ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ (1),

÷èñëî γ0 � ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ÿäðà K(t, s) ïî îáåèì ïåðåìåííûì, à ÷èñëî β0 �
ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ÿäðà K(t, s) ïî ïåðåìåííîé t. ßñíî, ÷òî β0 6 γ0. Ýêñïîíåí-
öèàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èìååò êâàçèêàíîíè÷åñêèé âèä.
Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ α0 = β0 = γ0. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ õàðàê-

òåðèñòèêà ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêèé âèä κ(α) = max(α, α0). �

3. Çàêëþ÷åíèå. Äàí îòâåò íà âîïðîñ: êàêèì íàèìåíåå æåñòêèì îãðàíè÷åíèÿì ýêñïîíåíöèàëü-
íîé îöåíêè äîëæíî áûòü ïîä÷èíåíî âõîäíîå âîçäåéñòâèå, ÷òîáû ðåøåíèå èìåëî ïîäýêñïîíåíöè-
àëüíûé ðîñò ñ íåêîòîðûì (â òîì ÷èñëå îòðèöàòåëüíûì) ïîêàçàòåëåì. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ýòî
èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïî îòíîøåíèþ ê èññëåäîâàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü.
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñìåøàí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå ïî íåÿâíîé ðàçíîñò-
íîé ñõåìå. Àíàëèçèðóþòñÿ íåäîñòàòêè èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû, ðåàëèçîâàí-
íîé â MathCad-15, â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè äëÿ ïåðåìåííûõ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûì
êîîðäèíàòàì áîêîâîãî òåïëîîòâîäà è âíóòðåííåãî èñòî÷íèêà òåïëà. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ýòîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áûë èñïîëüçîâàí ëîêàëüíî-îäíîìåðíûé ìåòîä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà,
ëîêàëüíî-îäíîìåðíûé ìåòîä, êðàåâûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà.

AMS Subject Classi�cation: 65M06, 80-10

1. Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõ [3, 4] ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïî ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå äëÿ äâóìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî ñëó÷àÿ, íå òðåáóþùåé ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíî-îäíîìåðíîãî ìåòîäà. Äëÿ êîíêðåò-
íîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà â ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Mathcad-15 áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà [5].
Îäíàêî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïî ýòîé ðàçíîñòíîé ñõåìå èìååò íåäîñòàòîê â ïëàíå óñòîé÷èâîñòè
è áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïîýòîìó â äàííîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ
áîëåå ýêîíîìè÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ïî íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ïðîãîí-
êè [6].

2. Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èññëåäóå-
ìûõ ïðîöåññîâ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ïî äâóì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì:

b(x, y, t)
∂2u

∂t2
+ a(x, y, t)

∂u

∂t
= λ(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) + c(x, y, t)u+ f(x, y, t), (1)

â îáëàñòè G = [0, X]×[0, Y ]×[−T, T ], T>0. Ïðè ýòîì, b(x, y, t) = 0, ïðè t 6 0; b(x, y, t) > 0, t > 0;
a(x,y,t)>0, äëÿ âñåõ (x,y,t) èç îáëàñòè G, ò.å. ïðè t 6 0 � óðàâíåíèå (1) � ïàðàáîëè÷åñêîå, à ïðè
t>0 -ãèïåðáîëè÷åñêîå.
Äëÿ êîíêðåòíîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà â ïðîãðàììå Mathcad-15 òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â îäíîðîäíîé
ìåìáðàíå c X=Y=π è èíòåðâàëîì âðåìåíè [-Ò,Ò] ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ:
b(x,y,t)=0 ïðè t 6 0; b(x,y,t)=1 ïðè t>0; a=1, c(x,y,t)=const<0, λ = const > 0 è ñ ïåðåìåííûì
èñòî÷íèêîì òåïëà f(x,y,t)=0.
Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è: Äëÿ óðàâíåíèÿ (1), ïðèíèìàþùåãî âèä

b(t)utt + ut = λ(uxx + uyy) + cu+ f(x, y, t), (2)

ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ:

u(x, y, t)|t=T = u0(x, y) = 10sinx · siny, (3)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ �23-21-00269, https://rscf.ru/project/23-21-00269/.
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u(0, y, t) = 0, u(π, y, t) = 0, u(x, 0, t) = 0,

u(x, π, t) = 0, 0 6 x, y 6 π,−T < t 6 T.
(4)

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïî íåÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè [1] òî÷íîé ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è (2-4) å¼ äèñêðåòíîé ðåàëèçàöèåé, ðàññìîòðèì íåÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ óðàâíåíèÿ
(2) ïî ëîêàëüíî-îäíîìåðíîìó ìåòîäó [1,2]:

b(tk+1)
Uk+1
i,j − 2Uki,j + Uk−1

i,j

τ2
+
Uk+1
i,j − Uki,j

τ
=

= λ
Uk+1
i+1,j − 4Uk+1

i,j + Uk+1
i−1,j + Uk+1

i,j−1 + Uk+1
i,j+1

h2
+ cUk+1

i,j + f(xi, yj , tk+1).

Ôîðìóëà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè t 6 0:

Uk+1
i,j − Uki,j

τ
= λ

Uk+1
i+1,j − 4Uk+1

i,j + Uk+1
i−1,j + Uk+1

i,j−1 + Uk+1
i,j+1

h2
+

+cUk+1
i,j + f(xi, yj , tk+1).

Ïðèâîäèì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó [5] äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìåòîäà ïðîãîíêè

λ

h2
(Uk+1

i+1,j + Uk+1
i−1,j)− (

1

τ
+

4λτ

h2
− c)Uk+1

i,j +
λ

h2
(Uk+1

i,j−1 + Uk+1
i,j+1) =

= −1

τ
Uki,j − f(xi, yj , tk+1),

A = C =
λ

h2
, B =

1

τ
+

4λτ

h2
− c,D = −1

τ
Uki,j − f(xi, yj , tk+1).

Ïðîãîíêó ïðîâîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî ñíà÷àëà â íàïðàâëåíèè îñè Ox, çàòåì îñè Îó, ïî ôîðìóëàì
ëîêàëüíî-îäíîìåðíîãî ìåòîäà [1, 2].
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ìåòîäà ïðîãîíêè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ýòàïà.

4. Çàêëþ÷åíèå. Ïðèâåäåíà âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîëåé òåìïåðàòó-
ðû â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè è èõ àíèìàöèÿ ïî âðåìåíè â ïàêåòå MatchCad-15. Ýòà ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ïðîöåññ, ñâÿçàííûé ñ îòêëþ÷åíèåì ýëåêòðè÷åñêîé äóãè â ñïóòíîì
ïîòîêå ãàçà. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä òåïëîâîãî áàëàíñà, ïðèìåíèâ ýòó
âû÷èñëèòåëüíóþ ìîäåëü ê áîëåå ðåàëüíîé çàäà÷å â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà èçâåñòíàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè, êîãäà

ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íàãðóæåíû òîëüêî ÷àñòè÷íî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ñèììåòðè-

÷åñêèìè óñèëèÿìè. Èññëåäóþòñÿ õàðàêòåðíûå èçìåíåíèÿ ñêà÷êîâ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèå íà

ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíèêà. Âû÷èñëåíû è âûÿâëåíû êà÷åñòâåííûå è êîëè÷åñòâåííûå çàêîíîìåðíî-

ñòè èçìåíåíèÿ ñêà÷êîâ íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

çàäà÷è ñ ïîìîùüþ íîâûõ ìåòîäîâ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå, â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãèé ïðÿìîóãîëüíèê, âû÷èñëåíèå ðàçðûâîâ íàïðÿæåíèé, êà÷åñòâåííûå

çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ ñêà÷êîâ.

AMS Subject Classi�cation: 70Q05, 93C95, 74-10

1. Ââåäåíèå. Â ñòàòüå [7] ïðåäëîæåí ñïîñîá, êîòîðûé äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè âñå òå òî÷-
êè íà ãðàíèöå óïðóãîãî òåëà, ãäå íàïðÿæåíèÿ ìîãóò èìåòü ðàçðûâû. Ýôôåêòèâíîñòü ïîäõîäà
ïîêàçàíî íà ðåøåíèè èçâåñòíîé çàäà÷è î ðàñòÿãèâàíèè êâàäðàòíîé ïëàñòèíêè ñèììåòðè÷íîé íà-
ãðóçêîé ðàñïîëîæåííîé ïî íåêîòîðîìó ó÷àñòêó. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äîñòîâåðíîñòü è òî÷íîñòü
ðåçóëüòàòîâ ìíîãèõ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ
ïðÿìîóãîëüíèêà [1,2,6,7,11] (ïîäðîáíûé îáçîð cì. [4,10]) àïðîáèðîâàíû íà ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, êàê åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ñòàòüè [7], ñòàâèò öåëüþ âûÿñíèòü êà÷åñòâåí-
íûå çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ ñêà÷êîâ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà â çàâèñèìîñòè
îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ìåòî-
äû âû÷èñëåíèÿ ñêà÷êîâ ôóíêöèè ïîñðåäñòâîì êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà å¼ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
ïðåäëîæåíû ëèøü íåäàâíî, åñòåñòâåííî â âûøåóêàçàííûõ ðàáîòàõ òàêîé âîïðîñ íå ñòàâèëñÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñòÿæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèí-
êè, ãðàíè÷íûå ñòîðîíû êîòîðîé ÷àñòè÷íî íàãðóæåíû òîëüêî ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûìè íîðìàëüíûìè ñèëàìè èíòåíñèâíîñòè q1, q2 (ñì. ðèñ. 1).
Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðîå ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ

ñèë îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∇2 (Xx + Yy) = 0

∂Xx

∂x
+
∂Xy

∂y
= 0,

∂Yx
∂x

+
∂Yy
∂y

= 0

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè â âèäå äâîéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, â ÷àñòíîñòè
(ñì. òàêæå [7]),

Xx(x, y) =
1

4
A00 +

1

2

∞∑
j=1

A0j cos(βjy) +
∞∑
i=1

∞∑
j=1

Aij cos(αix) cos(βjy) (1)

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåííûå çàäà÷è.

Yy(x, y) =
1

4
B00 +

1

2

∞∑
i=1

Bi0 cos(αix) +
∞∑
j=1

∞∑
i=1

Bij cos(αix) cos(βjy), (2)

è

Xy(x, y) =

∞∑
j=1

∞∑
i=1

Cij sin(αix) sin(βjy) (3)

ãäå

αi =
iπ

a
, βj =

jπ

b
.

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Aij , Bij è Cij â ñèëó ñèììåòðèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îïðåäåëÿþòñÿ
èç ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:1

2
+

∞∑
j=2,4,...

ωij

Xi +
∞∑

j=2,4,...

ωijYj = δi0Ri, i = 2, 4, . . . , (4)

1

2
+

∞∑
i=2,4,...

νij

Yj +

∞∑
i=2,4,...

νijXj = δ0jQj , j = 2, 4, . . . (5)

ãäå

δij = α2
ij + β2ij , ωij =

(
δi0
δij

)2

, νij =

(
δ0j
δij

)2

Ri =
4q1d1
aiπ

cos
iπ

2
sin

iπd1
2a

, i = 2, 4, . . . ,

Qj =
4q2d2
ajπ

cos
jπ

2
sin

iπd2
2b

, j = 2, 4, . . .

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì (4)-(5) ðåãóëÿðíà. Ïðè ïîäñòàíîâêå
Xi = αiX

∗
i è Yj = βjY

∗
j îíà ïðèâîäÿòñÿ ê âïîëíå ðåãóëÿðíîé (ñì. [6]). Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîýôôèöè-

åíòû ðàçëîæåíèÿ äâîéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ (1)-(3) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ î÷åíü âûñîêîé
òî÷íîñòüþ (ñì. [3]). Ñâîáîäíûå ÷ëåíû îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî è èìåþò âèä

B00 = 4q1d1/a, A00 = 4q2d2/b.

Êðîìå òîãî, èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è òàêæå ñëåäóåò, ÷òî òàíãåíöèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ïî êðîìêàì
ïðÿìîóãîëüíèêà Xy(x, y) = 0 è â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.
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3. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ðàçðûâîâ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ïðÿìîóãîëüíèêà. Î÷å-
âèäíî, â ñèëó òîãî ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé ñèììåò-
ðèè ïðÿìîóãîëüíèêà äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðíûõ çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ ñêà÷êîâ çàâèñèìî-
ñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü õàðàêòåðíûå èç-
ìåíåíèÿ ðàçðûâîâ íàïðÿæåíèÿ Xx(x, 0). Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ çêñïåðèìåíòîâ âûáðà-
íû ðàçëè÷íûå ãðóïïû òèïè÷íûõ ñëó÷àåâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è.
Ðàçðûâû (ñêà÷êè) A1 è A2 íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé Xx(x, 0) âû÷èñëÿëèñü ïóòåì, ïðåäëîæåííûì
â ðàáîòàõ [5,8,9,12]. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ |A1| äëÿ äâóõ íàèáîëåå õàðàêòåðíûõ ñëó÷àåâ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 2 è â ãðàôèêàõ 2 è 3.

Òàáëèöà 1. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñêà÷êà |A1| äëÿ ïàðàìåòðîâ a = 2; b = 1; d1 =
0.5a; d2 = 0.5b; q2 = 0.5 è äëÿ ðàçëè÷íûõ q1.

q1 = 0.25 q1 = 0.5 q1 = 1

n = 64 0.1174 0.2347 0.4694
n = 128 0.1149 0.2299 0.4598
n = 256 0.1137 0.2275 0.4550

1 2
x

-0.090

0.013

0.12

Xx
(c)(x,0)

q1 = 0.25

1 2
x

-0.083

0.16

0.41

Xx
(c)(x,0)

q1 = 0.5

1 2
x

-0.23

0.20

0.63

Xx
(c)(x,0)

q1 = 1

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ôóíêöèè X
(c)
x (x, 0) (óñêîðåííûé ðÿä) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

ïðåäñòàâëåííûõ â Òàáëèöå 1 ïðè n = 64.

Òàáëèöà 2. ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñêà÷êà |A1| äëÿ ïàðàìåòðîâ a = 2; b = 1; d1 =
0.5a; d2 = 0.5b; q1 = 0.5 è äëÿ ðàçëè÷íûõ q2.

q2 = 0.25 q2 = 0.5 q2 = 1

n = 64 0.4694 0.4694 0.4694
n = 128 0.4598 0.4598 0.4598
n = 256 0.4550 0.4550 0.4550

1 2
x

-0.29

0.13

0.55

Xx
(c)(x,0)

q2 = 0.25

1 2
x

-0.23

0.20

0.63

Xx
(c)(x,0)

q2 = 0.5

1 2
x

-0.17

0.32

0.81

Xx
(c)(x,0)

q2 = 1

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ôóíêöèè X
(c)
x (x, 0) (óñêîðåííûé ðÿä) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

ïðåäñòàâëåííûõ â Òàáëèöå 2 ïðè n = 64.
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4. Îñíîâíûå âûâîäû. Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû. Äëÿ äàííîé ãåîìåòðèè ïðÿìîóãîëüíèêà, àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ðàçðûâîâ A1, A2 íàïðÿ-
æåíèÿ Xx(x, 0) ðàâíû äðóã äðóãó è çàâèñÿò ëèøü îò èíòåíñèâíîñòè q1 ñèëîâîé íàãðóçêè Yy(x, 0),
çàäàííîé íà ýòîé æå ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà. Îíî íå ÷óâñòâèòåëüíî ê èçìåíåíèÿì äðóãèõ ïàðà-
ìåòðîâ çàäà÷è d1, d2, q2. Äàëåå, ìåæäó àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì ðàçðûâà è èíòåíñèâíîñòè q1 èìååò
ìåñòî ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ, ñîäåðæàùèå ìàëûé ïàðàìåòð ïðè îäíîé èç ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ

ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ïîäîáíûì ñïîñîáîì çàäà÷è è ðåøåíèÿìè ïðå-

äåëüíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ìàò-

ðè÷íîãî ïó÷êà, ñîñòàâëåííîãî èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé ñèñòåìû, íà ðàçðåøèìîñòü êàê èñ-

õîäíîé, òàê è ïðåäåëüíîé çàäà÷. Íà ýòîé îñíîâå ñôîðìóëèðîâàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïðå-

äåëüíîãî ïåðåõîäà ïî ïàðàìåòðó îò âîçìóùåííîé ñèñòåìû ê ïðåäåëüíîé. Âåêòîðíî-ìàòðè÷íûìè

ìåòîäàìè ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàëûé ïàðàìåòð, çàäà÷à Êîøè, ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à, ìàòðè÷íûé ïó÷îê, èíäåêñ

ðåãóëÿðíîñòè.

AMS Subject Classi�cation: 35A20

1. Ââåäåíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ìàëûé ïàðàìåòð
(âîçìóùåíèå), âîçíèêàåò âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîé (âîçìóùåííîé) çà-
äà÷è è ïðåäåëüíîé (êîãäà ìàëûé ïàðàìåòð îáðàùàåòñÿ â íîëü). Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîæíî ëè, èñõîäÿ
èç ðåøåíèÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è, ïîëó÷èòü õîòÿ áû ïðèáëèæåííî ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è.
Â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ýòî âîçìîæíî. Â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îáðàùåíèå â íîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà â ãëàâíîé ÷àñòè ìîæåò,
íå èçìåíèâ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, ïîìåíÿòü åãî òèï, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò ïðèâåñòè ê ñó-
ùåñòâåííîìó ðàçëè÷èþ ñâîéñòâ ðåøåíèé îáåèõ çàäà÷, êàê ñëåäñòâèå íåâîçìîæíîñòü ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ìåæäó íèìè. Â äàííîé ðàáîòå âûäåëåíû êëàññ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
ïî ïàðàìåòðó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà:

n∑
j=1

(
bij
∂2ui
∂x2

− aij
(
ε
∂2uj
∂t2

+ α
∂uj
∂t

))
= hi(x, t), (1)

ui(x, 0, ε) = fi(x), (2)

∂ui
∂t

(x, 0, ε) = gi(x), i = 1, . . . , n, (3)

ãäå ui(x, t, ε) ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t > 0), fi(x) ∈ C1(R), gi(x) ∈ C(R), fi(x) è gi(x) àáñîëþòíî
èíòåãðèðóåìû íà R, α > 0, ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð.
Çàäà÷ó (1)�(3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå:

B
∂2ū

∂x2
− A

(
ε
∂2ū

∂t2
+ α

∂ū

∂t

)
= h̄(x, t),

ū(x, 0, ε) = f̄(x),
∂ū

∂t
(x, 0, ε) = ḡ(x),

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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çäåñü B = ‖bij‖, A = ‖aij‖,

ū(x, t, ε) =


u1(x, t, ε)
u2(x, t, ε)

...
un(x, t, ε)

 , h̄(x, t) =


h1(x, t)
h2(x, t)

...
hn(x, t)

 , f̄(x) =


f1(x)
f2(x)
...

fn(x)

 , ḡ(x) =


g1(x)
g2(x)
...

gn(x)

 .

Î÷åâèäíî ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)�(3) çàâèñèò êàê îò ñâîéñòâ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
∂2

∂x2
−
(
ε ∂

2

∂t2
+ α ∂

∂t

)
, òàê è îò ñâîéñòâ ìàòðè÷íîãî ïó÷êà (λB + A) . Îòñëåäèòü âëèÿíèå êàæäîãî èç

ýòèõ ôàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç çàäà÷ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ ìàòðè÷íîãî ïó÷êà
(λB + A) âîçìîæíû äâà ñóùåñòâåííî ðàçíûõ ñëó÷àÿ: îáðàòèìîñòè è íåîáðàòèìîñòè ìàòðèöû B.
Íàøà ôèíàëüíàÿ öåëü ýòî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíîé (âîçìóùåííîé) çàäà÷è
(1)�(3) è ïðåäåëüíîé (ïðè ε = 0) çàäà÷è (1)�(2), à òàêæå ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ
ðåøåíèé.

3. Ñëó÷àé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû B. Ïóñòü â ìàòðè÷íîì ïó÷êå (λB + A) ìàòðèöà B îáðà-
òèìà, òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü åå åäèíè÷íîé B = En.
Èçâåñòíî (ñì. [3]). ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ðàçìåðíîñòè n ñóùåñòâóåò íåâûðîæ-

äåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî

TAT−1 = Jn =


λ1Eq1 + Nq1 0 0 . . . 0

0 λ2Eq2 + Nq2 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λµEqµ + Nqµ

 = (4)

= diag{λ1Eq1 + Nq1 , λ2Eq2 + Nq2 , . . . , λµEqµ + Nqµ},

çäåñü q1 + q2 + ·+ qµ = n, èíäåêñ qi ïðè åäèíè÷íûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèöàõ Eqi è ïðè æîðäàíîâûõ
íèëüïîòåíòíûõ áëîêàõ Nqi îçíà÷àåò èõ ðàçìåðíîñòü qi,

Nqi =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 , i = 1, . . . µ, Nqiqi = Oqi . (5)

Îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå óñëîâèå
A) detA 6= 0 è âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λµ ïîëîæèòåëüíû.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A), íåâûðîæäåííîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ v̄ = T ū, çàäà÷à (1)�(3)

ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó

∂2v̄

∂x2
− Jn

(
ε
∂2v̄

∂t2
+ α

∂v̄

∂t

)
= H̄(x, t), (6)

v̄(x, 0, ε) = F̄ (x) = Tf̄(x), (7)

∂v̄

∂t
(x, 0, ε) = Ḡ(x) = Tḡ(x), (8)

H̄(x, t) = Th̄(x, t),

ò. å. ðàñïàäàåòñÿ íà µ íåçàâèñèìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà (â ñîîòâåòñòâèè
ñ æîðäàíîâûìè ¾ÿùèêàìè¿ (λiEqi + Nqi)). Ðàññìîòðèì ïåðâûé áëîê èç g1 óðàâíåíèé ñèñòåìû
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(6)�(8) (îñòàëüíûå áëîêè èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî)

∂2v1
∂x2
− λ1

(
ε∂

2v1
∂t2

+ α∂v1∂t

)
+ v2 = H1(x, t),

∂2v2
∂x2
− λ1

(
ε∂

2v2
∂t2

+ α∂v2∂t

)
+ v3 = H2(x, t),

· · ·
∂2vq1−1

∂x2
− λ1

(
ε
∂2vq1−1

∂t2
+ α

∂vq1−1

∂t

)
+ vq1 = Hq1−1(x, t),

∂2vq1
∂x2
− λ1

(
ε
∂2vq1
∂t2

+ α
∂vq1
∂t

)
= Hq1(x, t),

(9)

Ðåøàÿ ïîñëåäíåå q1-å óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, ïî ìåòîäèêå ðàáîòû [4]), íàõîäèì

vq1(x, t, ε) = M

(
x, t, λ1, Fq1(x), Gq1(x), Hq1(x, t)

)
= (10)

= exp

(
−αt

2ε

){Fq1 (x− t√
λ1ε

)
+ Fq1

(
x+ t√

λ1ε

)
2

+

+
1

2

t√
λ1ε∫

− t√
λ1ε

[
J0
(
αi

2ε

√
t2 − λ1εξ2

)(√
λ1εGq1(x− ξ) +

α

2

√
λ1
ε
Fq1(x− ξ)

)
+

+
1

i
J1
(
αi

2ε

√
t2 − λ1εξ2

)
· α

√
λ1t

2
√
ε
√
t2 − λ1εξ2

Fq1(x− ξ)

]
dξ

}
−

− 1

2
√
λ1ε

t∫
0

exp

(
−α(t− τ)

2ε

) x+ t−τ√
λ1ε∫

x− t−τ√
λ1ε

J0
(
αi

2ε

√
(t− τ)2 − λ1ε(x− ξ)2

)
Hq1(ξ, τ)dξdτ,

çäåñü J0(ix) è 1
iJ1(ix) ôóíêöèè Áåññåëÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïîðÿäêà ìíèìîãî àðãóìåíòà.

Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

vq1(x, t, ε) = M0

(
x, t, λ1, Fq1(x), Hq1(x, t)

)
= (11)

=

√
λ1α

2
√
πt

+∞∫
−∞

exp

(
−λ1α(x− ξ)2

4t

)
Fq1(ξ)dξ−

−
t∫

0

+∞∫
−∞

1

2
√
πλ1α(t− τ)

exp

(
−λ1α(x− ξ)2

4(t− τ)

)
Hq1(ξ, τ)dξdτ = v0q1(x, t).

Ôóíêöèÿ v0q1(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðåäåëüíîé çàäà÷è äëÿ ïîñëåäíåãî q1-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(9).
Ðåøàÿ (q1 − 1)-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (9) ïî ôîðìóëå (10), íàõîäèì

vq1−1(x, t, ε) = M

(
x, t, λ1, Fq1−1(x), Gq1−1(x), Hq1−1(x, t)− vq1(x, t, ε)

)
è ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî ôîðìóëå (11)

lim
ε→0+

vq1−1(x, t, ε) = M0

(
x, t, λ1, Fq1−1(x), Hq1−1(x, t)− v0q1(x, t)

)
= v0q1−1(x, t)

ïîëó÷àåì ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è äëÿ (q1 − 1)-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (9) è ò. ä.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 1. Åñëè â ìàòðè÷íîì ïó÷êå (λB + A) ìàòðèöà B = En åäèíè÷íàÿ, à äëÿ ìàòðèöû
A âûïîëíåíî óñëîâèå A), òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(3) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

ū(x, t, ε) = lim
ε→0+

T−1v̄(x, t, ε) = T−1v̄0(x, t) = ū0(x, t),

ãäå ū0(x, t) � ðåøåíèå ïðåäåëüíîé (ε = 0) çàäà÷è (1)�(2).

4. Ñëó÷àé íåîáðàòèìîñòè ìàòðèöû B. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðè÷íûé
ïó÷îê (λB+A) ðåãóëÿðåí (ñì. [2,5]), ò. å. det(λB+A) 6= 0, òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà íåâûðîæäåííûõ
ìàòðèö P è Q ðàçìåðíîñòè n òàêèå, ÷òî (ñì. [2, 5])

P(λB + A)Q = λ

(
Ed Od×(n−d)

O(n−d)×d Nn−d

)
+

(
Jd Od×(n−d)

O(n−d)×d En−d

)
,

ãäå Ed è En−d åäèíè÷íûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû, Od×(n−d) è O(n−d)×d íóëåâûå ïðÿìîóãîëüíûå ìàò-
ðèöû óêàçàííûõ ðàçìåðíîñòåé, Nn−d = diag{Nm1 , Nm2 , . . . , Nmj , }, Nmi � æîðäàíîâû íèëüïîòåíò-
íûå áëîêè ðàçìåðíîñòèmi, (ñì. (5)), n−d = m1+m2+· · ·+mj , âåëè÷èíó m̃ = max(m1,m2, . . . ,mj)
íàçûâàþò èíäåêñîì ðåãóëÿðíîñòè (ñì. [2,5]) ìàòðè÷íîãî ïó÷êà (λB+A), Jd � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè d æîðäàíîâîé ñòðóêòóðû ñì. (4), â îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëû (4) q1 + q2 + · · ·+ qµ = d.
Åñëè detA 6= 0, òî âñå λi 6= 0, i = 1, . . . , µ.
Èòàê, îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî ïó÷êà (λB + A) áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì óñëîâèå
B) ïó÷îê (λB + A) ðåãóëÿðåí, detA 6= 0 è âñå ÷èñëà λ1, . . . , λµ ïîëîæèòåëüíû.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ B) íåâûðîæäåííîé çàìåíîé ū = Qv̄ çàäà÷à (1)�(3) ïðèâîäèòñÿ ê

áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó(
Ed Od×(n−d)

O(n−d)×d Nn−d

)
∂2v̄

∂x2
−
(

Jd Od×(n−d)
O(n−d)×d En−d

)(
ε
∂2v̄

∂t2
+ α

∂v̄

∂t

)
= H̃(x, t), (12)

v̄(x, 0, ε) = F̃ (x) = Q−1f̄(x),
∂v̄

∂t
(x, 0, ε) = G̃(x) = Q−1ḡ(x), H̃(x, t) = Ph̄(x, t). (13)

Ïåðâûå d óðàâíåíèé ñèñòåìû (12) èìåþò òàêîé æå áëî÷íûé âèä, êàê ñèñòåìà (6), ïîýòîìó â
ñèëó òåîðåìû 1 äëÿ íèõ çàäà÷à (12)�(13) îáëàäàåò ïðåäåëüíûì ñâîéñòâîì. Îñòàâøèåñÿ (n − d)
óðàâíåíèé ñèñòåìû (12) ðàñïàäàþòñÿ íà j íåçàâèñèìûõ áëîêîâ. Êàê è âûøå äëÿ ñèñòåìû (6)�(8),
èññëåäóåì îäèí èç áëîêîâ, à èìåííî ïîñëåäíèé j-é, îñòàëüíûå èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Âûïèøåì ïîäñèñòåìó èç ïîñëåäíèõ mj óðàâíåíèé ñèñòåìû (12):

∂2vn−mj+2

∂x2
−
(
ε
∂2vn−mj+1

∂t2
+ α

∂vn−mj+1

∂t

)
= H̃n−mj+1(x, t),

· · ·
∂2vn
∂x2
−
(
ε∂

2vn−1

∂t2
+ α∂vn−1

∂t

)
= H̃n−1(x, t),

−
(
ε∂

2vn
∂t2

+ α∂vn∂t

)
= H̃n(x, t).

(14)

Ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

vn(x, t, ε) = M̃
(
x, t, F̃n(x), G̃n(x), H̃n(x, t)

)
= (15)

= − 1

α

t∫
0

(
1− exp

(
−α
ε

(t− τ)
))

H̃n(x, τ)dτ+

+
ε

α

(
1− exp

(
−α
ε
t
))(

G̃n(x) +
α

ε
F̃n(x)

)
+ exp

(
−α
ε
t
)
F̃n(x).

Â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

lim
ε→0+

vn(x, t, ε) = M̃0

(
x, t, F̃n(x), H̃n(x, t)

)
= F̃n(x)− 1

α

t∫
0

H̃n(x, τ)dτ = v0n(x, t) (16)

ïîëó÷àåì ðåøåíèå ïðåäåëüíîãî (ïðè ε = 0) óðàâíåíèÿ (äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14)).
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Ðåøåíèåì ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (15) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

vn−1(x, t, ε) = M̃

(
x, t, F̃n−1(x), G̃n−1(x), H̃n−1(x, t)−

∂2vn
∂x2

)
,

ò. å. äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (14) òðåáóåòñÿ ïîâûøåííàÿ ãëàäêîñòü ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïå-

ðåìåííîé îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (1)�(3), à èìåííî, fi(x), gi(x), h(x, t) ∈ C2(m̃−1)(R), ãäå m̃
� èíäåêñ ðåãóëÿðíîñòè ìàòðè÷íîãî ïó÷êà (λB + A) (ñì. [2, 5]). Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (16) ïîëó÷àåì

lim
ε→0+

vn−1(x, t, ε) = M̃0

(
x, t, F̃n−1(x), H̃n−1(x, t)−

∂2v0n
∂x2

)
= v0n−1(x, t)

ðåøåíèå ïðåäåëüíîé çàäà÷è äëÿ ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14) è ò. ä.
Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ ìàòðè÷íîãî ïó÷êà (λB + A) âûïîëíåíî óñëîâèå B), fi(x), gi(x), h(x, t) ∈
C2(m̃−1)(R1), ãäå m̃ � èíäåêñ ðåãóëÿðíîñòè ìàòðè÷íîãî ïó÷êà (λB + A), òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1)�(3) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
ε→0+

ū(x, t, ε) = lim
ε→0+

Qv̄(x, t, ε) = Qv̄0(x, t) = ū0(x, t),

ãäå ū0(x, t) � ðåøåíèå ïðåäåëüíîé (ε = 0) çàäà÷è (1) � (2).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîâûøåííàÿ ãëàäêîñòü íà âõîäíûå äàííûå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì ñâîé-
ñòâà íåîáðàòèìîñòè ìàòðèöû B. Â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ ýòèõ óñëîâèé çàäà÷à (1)�(3) îêàæåòñÿ
íåðàçðåøèìîé â äàííûõ óñëîâèÿõ, íî ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ î åå ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå
ðàñïðåäåëåíèé [1].

Çàìå÷àíèå 2. Î÷åâèäíî äëÿ ðàçðåøèìîñòè ïðåäåëüíîé çàäà÷è óñëîâèå (3) íå íóæíî.

Çàìå÷àíèå 3. Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíèìà ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Äèðèõëå â ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå t > 0 äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà

n∑
j=1

(
bij

(
∂2uj
∂x21

+
∂2uj
∂x22

)
+ aij

(
ε
∂2uj
∂t2

− α∂uj
∂t

))
= hi(x1, x2, t),

ui(x1, x2, 0, ε) = fi(x1, x2), i = 1, . . . , n,

ãäå ui(x1, x2, t, ε) ∈ C2(t > 0) ∩ C(t > 0), fi(x1, x2) ∈ C(R2), fi(x1, x2) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìû
íà R2, α > 0, ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, lim

(x1,x2,t)→∞
|ui(x1, x2, t| < +∞.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ïðîöåññà íà-
ãðåâà ïëàñòèíû, îãðàíè÷åííîé ïî äâóì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïðèâîäÿòñÿ íåäîñòàòêè
èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ
è îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ ñìåøàííîãî óðàâíåíèÿ. Â íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ïðèìåíÿåòñÿ
èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä äëÿ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòåé. Èñòî÷íèê òåïëà â ïàðàáîëè÷å-
ñêîé ÷àñòè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðàâåí 0, à íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ýòàïå íà÷èíàåòñÿ ðåçêèé íàãðåâ.
Ïîñòàâëåíà è ÷èñëåííî ðåøåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñî ñìåøàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåð-
âîãî è òðåòüåãî ðîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ìåòîä
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå, òåïëîâîé áàëàíñ, óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà.

AMS Subject Classi�cation: 65M06, 80-10

1. Ââåäåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà, îïèñûâàåìîå ëèíåéíûì óðàâíåíèåì ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ [2]- [5], ÷òî ñëåäóåò èç ëþáîãî ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî ïàðàäîêñà
åùå Ìàêñâåëë [12] âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà èìååò íå òîëüêî äèôôó-
çèîííûé õàðàêòåð, íî è âîëíîâîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, Êàòòàíåî [11] â êëàññè÷åñêîì çàêîíå
Ôóðüå î ïðîïîðöèîíàëüíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà àíòèãðàäèåíòó òåìïåðàòóðû, âûðàæàþùåì äèô-
ôóçèîííûé õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, äîáàâèë ñëàãàåìîå â âèäå ïðîèçâîäíîé òåïëîâîãî
ïîòîêà ïî âðåìåíè, âûðàæàþùåå âîëíîâîé õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà

q(x, t) = −λgradT (x, t)− τ ∂q(x, t)
∂t

, (1)

ãäå q � ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà, λ � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, τ�âðåìÿ, â òå÷å-
íèå êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ìåæäó ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû
è òåïëîâûì ïîòîêîì (âðåìÿ ðåëàêñàöèè òåïëîâîãî ïîòîêà), T � òåìïåðàòóðà, t � âðåìÿ, x �
îäíîìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ.
Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà îñíîâå çàêîíà (1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

è èìååò âîëíîâîé õàðàêòåð ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ

τ
∂2T

∂t2
+
∂T

∂t
= div(a · gradT ),

ãäå a = λ/cρ � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, ãäå c � óäåëüíàÿ òåïëî¼ìêîñòü, ρ �
óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ �23-21-00269, https://rscf.ru/project/23-21-00269/.

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äàíà îãðàíè÷åííàÿ ïëàñòèíà, ðàçìåð êîòîðîé ïî îñè x ðàâåí X à ïî
îñè y ðàâåí Y . Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ïëàñòèíå çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé
u0(x, y), íà ãðàíèöàõ ïëàñòèíû ñëåâà è ñïðàâà(x = 0, x = X) óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà òåìïåðàòóðà
ðàâíà ul(x) è ur(x) ñîîòâåòñòâåííî, íà ãðàíèöàõ ñíèçó è ñâåðõó (y = 0, y = Y ) óñëîâèÿ òðåòüåãî
ðîäà òåìïåðàòóðà ñðåäû ðàâíà ud(y)è uu(y).
Çàäàíû òåïëîôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè: cv, λ, ρ, αd è αu -ñîîòâåòñòâåííî, óäåëüíàÿ òåïëî-

åìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü è êîýô-
ôèöèåíò òåïëîïåðåäà÷è â çàêîíå Íüþòîíà ñíèçó è ñâåðõó ïëàñòèíû. Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è è
÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà â ïàêåòå ïðîãðàììèðîâàíèÿ MAthcad-15 êîíêðåòèçèðóåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ.
Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è: Íàéòè òåìïåðàòóðíîå ïîëå â óêàçàííîé ïëàñòèíå ñ X =

π è Y = π è âðåìåíàìè ðàñ÷åòà: T1 = −5, T2 = 2, � äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñî
ñëåäóþùèìè êðàåâûìè è íà÷àëüíûì óñëîâèÿìè:

k(x, t)utt + cv(x, t) · ρ(x, t)ut = (λ(u, x, y, t)ux)x + (λ(u, x, y, t)uy)y + c(x, y, t)u+ f(x, y, t),

x = 0 : u(0, y, t) = ul,

x = X : u(X, y, t) = ur,

y = 0 : −λ(u, x, 0, t)
∂u(x, 0, t)

∂y
+ αdu(x, 0, t) = ud,

y = Y : λ(u, x, Y, t)
∂u(x, Y, t)

∂x
+ αuu(x, Y, t) = uu,

u(x, y, t)|t=T1 = u0(x, y),

ãäå ul, ur � òåìïåðàòóðà íà ëåâîé è íà ïðàâîé ñòîðîíå ïëàñòèíû, ud, uu � òåìïåðàòóðà íà
íèæíåé è íà âåðõíåé ñòîðîíå ïëàñòèíû, à αd, αu � êîýôôèöèåíòû òåïëîîòäà÷è íà íèæíåé è íà
âåðõíåé ñòîðîíå ïëàñòèíû.

3. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ äëÿ ïðîãîíêè ïî îñè x âû-
ãëÿäèò òàê:

k(xi, yr, tj+ 1
2
)
ui,,r,j+ 1

2
− 2ui,r,j + ui,r,j− 1

2

τ2
+ a(xi, yr, tj+ 1

2
)
ui,r,j+ 1

2
− ui,r,j
τ

=

= (λ(ui,r,j+ 1
2
, xi+ 1

2
, yr, tj+ 1

2
)
ui+1,r,j+ 1

2
− ui,r,j+ 1

2

hx
−

−λ(ui,r,j+ 1
2
, xi− 1

2
, yr, tj+ 1

2
)
ui,r,j+ 1

2
− ui−1,r,j+ 1

2

hx
)

1

hx
+

+c(xi, yr, tj+ 1
2
)ui,r,j+ 1

2
+ f(xi, yr, tj+ 1

2
),

äëÿ ïðîãîíêè ïî îñè y:

k(xi, yr, tj+1)
ui,,r,j+1 − 2ui,r,j+ 1

2
+ ui,r,j

τ2
+ a(xi, yr, tj+1)

ui,r,j+1 − ui,r,j+ 1
2

τ
=

= (λ(ui,r,j+1, xi, yr+ 1
2
, tj+1)

ui,r+1,j+1 − ui,r,j+1

hy
−

−λ(ui,r,j+1, xi, yr− 1
2
, tj+1)

ui,r,j+1 − ui,r−1,j+1

hy
)

1

hy
+

+c(xi, yr, tj+1)ui,r,j+1 + f(xi, yr, tj+1).
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4. Çàêëþ÷åíèå. Çàäà÷à ÷èñëåííî ðåøåíà â ïàêåòå Mathcad-15 ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðî-
èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà c èñïîëüçîâàíèåì êâàçèëèíåéíîé ñõåìû [1] è ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé
ñõåìû [6]. Ðåçóëüòàòû äëÿ áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû ñ ïåðåìåííîé y â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ïðèâî-
äÿòñÿ â âèäå ãðàôèêîâ è òàáëèö â ðàáîòå [7] è ïîëó÷åíû ñâèäåòåëüñòâà íà ãîñóäàðñòâåííóþ
ðåãèñòðàöèþ ïðîãðàìì [8]- [9].
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü äëÿ ñìåøàííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà. Ýòà ÌÌ ìîäåëèðóåò ïðîöåññ êîì-
ìóòàöèîííîãî îòêëþ÷åíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé äóãè ñ äîáàâëåíèåì ïåðèîäà óñòîé÷èâîãî ãîðåíèÿ
å¼ äî ìîìåíòà îòêëþ÷åíèÿ è çàìåíîé ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêèì. Ïðè ýòîì ÷èñëåííûé ðàñ÷åò çàäà÷è âåäåòñÿ â ïàêåòå ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ MathCad-15 ïî íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ìåòîäîì òåïëîâîãî áàëàíñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñìå-
øàííîãî òèïà, íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå, ìåòîä òåïëîâîãî áàëàíñà.

AMS Subject Classi�cation: 65M06, 80-10

1. Ââåäåíèå. Â êðàòêîâðåìåííûõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññàõ âûñîêîâîëüòíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ñå-
òåé ñ î÷åâèäíîé íåñòàöèîíàðíîñòüþ, êëàññè÷åñêèå ïàðàáîëè÷åñêèå ìîäåëè òåïëîïðîâîäíîñòè, îñ-
íîâàííûå íà îáû÷íîé ãèïîòåçå Ôóðüå, ñîçäàþò ãðóáûå èñêàæåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé, ò. å.
êëàññè÷åñêèå ãèïîòåçû î ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïëîòíîñòè ïîòîêà òåïëà âåêòîðó ãðàäèåíòà òåìïå-
ðàòóðû ïðèâîäÿò ê áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ôóí-
äàìåíòàëüíûì çàêîíàì åñòåñòâîçíàíèÿ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîãî ïàðàäîêñà: â ðàìêàõ òåîðèè ãàçî-
äèíàìèêè Äæ. Ìàêñâåëë [7], ìàññîîáìåíà À. Â. Ëûêîâ [2]; òåïëîïðîâîäíîñòè Ê. Êàòòàíåî [6] è
Ï. Âåðíîòòå [8]) èç ìîëåêóëÿðíî-êèíåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, èñïîëüçóÿ ãèïîòåçó î êîíå÷íîñòè
âðåìåíè ñîóäàðåíèÿ ìîëåêóë è ïðåäñòàâëåíèÿ î èõ äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ïîëó÷èëè íîâûé
îáîáù¼ííûé çàêîí òåïëîìàññîïåðåíîñà, â êîòîðîì ôèãóðèðóåò äîïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò, òàê íà-
çûâàåìîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè, ò. å. âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæäó
ïîòîêîì è ãðàäèåíòîì ïîòåíöèàëà. Ïðè ýòîì âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå òåïëîìàññîïåðåíîñà ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà [5].

2. Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Ïðîäîëæàÿ ýòè èññëåäîâàíèÿ, ðàññìîòðèì íåëè-
íåéíîå óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà:

k(x, t)
∂2u(x, t)

∂t2
+ a(x, t)

∂u(x, t)

∂t
=

∂

∂x

[
λ(x, t)

∂u(x, t)

∂x

]
+ c(x, t)u(x, t) + bur(x, t) + f(x, t), (1)

â îáëàñòè G = [0, L] × [−T1, T2], çäåñü ïðè t 6 0, k(x, t) = 0, à äëÿ t > 0, k(x, t) > 0, λ(x, t)
� êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, k(x, t) � êîýôôèöèåíò òåïëîâîé ðåëàêñàöèè, f(x, t) � ïå-
ðåìåííûé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé êîîðäèíàòàì âíóòðåííèé èñòî÷íèê òåïëà, r > 1 �
öåëûé ïàðàìåòð çàêîíîâ èçëó÷åíèÿ.
Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è: íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþ-

ùèõ êðàåâûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà è íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû u0(x):[
∓λ(x, t)∂u(x, t)

∂x
+ α0,Lu(x, t)

]
x=0,L

= q0,L(t), t ∈ [−T1, T2] , (2)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ �23-21-00269, https://rscf.ru/project/23-21-00269/.

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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u (x,−T1) = u0(x), (3)

ãäå α0,L è q0,L � êîýôôèöèåíòû òåïëîîòäà÷è è ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà ïîâåðõíîñòíûõ
èñòî÷íèêîâ íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ ñòåðæíÿ [5].

3. ×èñëåííîå ðåøåíèå. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ïàêåòå MathCad-15
çàäàäèì êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1):

k(x, t) = k ïðè t > 0, a(x, t) = a > 0 , b > 0, c(x, t) = c < 0, λ(x, t) = x+ 2.
Äëÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ:

k
∂2u(x, t)

∂t2
+ a

∂u(x, t)

∂t
=

∂

∂x

[
(x+ 2)

∂u(x, t)

∂x

]
+ cu(x, t) + bur(x, t) + f(x, t), (4)

ïðèâåäåì ïðèìåð îäíîé èç ðàçíîñòíîé ñõåì, ó÷àñòâóþùèõ â ìåòîäå ïðîãîíêè:

k
U j+1
i − 2U ji + U j−1

i

τ2
+ a

U j+1
i − U ji

τ
=

[
λi+0.5

U j+1
i+1 − U

j+1
i

h2
− λi−0.5

U j+1
i − U j+1

i−1

h2

]
+

+cU j+1
i + b(U j+1

i )r + f(ih, (j + 1)τ),

(5)

ãäå ðàñ÷åò âåäåòñÿ ïî êâàçèëèíåéíîé ìåòîäèêå, îïèñàííîé â [1] äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

4. Çàêëþ÷åíèå. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (2)�(4), ïî íåÿâíîé êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîé ñõåìå â ïàêåòå ïðîãðàììèðîâàíèÿ MathCad-15, øèðîêî ïðèìåíÿåìîé â èíæåíåðíîé
ñðåäå, ïîëó÷åíû òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ èìåþùèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíû-
ìè äàííûìè [3]� [?]. Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà áóäåò ïðèìåíåíà ê äâóõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó
ñëó÷àþ è ñ áîëåå áûñòðî ñõîäÿùèìèñÿ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè.
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Àííîòàöèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Êîøè â ïîëîñå Cn × [0, T ], n > 1, T > 0, äëÿ ñèñòåìû
íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñòðóêòóðíî ïîõîæåé íà êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Íà-
âüå � Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Îñíîâíîå îòëè÷èå ýòîé ñèñòåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà
ïîðîæäåíà íå ñòàíäàðòíûìè îïåðàòîðàìè ãðàäèåíòà∇, äèâåðãåíöèè div è ðîòîðà rot, à ìíîãîìåð-
íûì îïåðàòîðîì Êîøè-Ðèìàíà ∂ â Cn, åãî ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ∂

∗
è êîìïëåêñîì

ñîâìåñòíîñòè äëÿ ∂, êîòîðûé îáû÷íî íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñîì Äîëüáî. Ñõîæåñòü ñòðóêòóðû ïîç-
âîëÿåò äîêàçàòü äëÿ ýòîé çàäà÷è òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáûõ ðåøåíèé è òåîðåìó îá îòêðûòîì
îòîáðàæåíèè íà øêàëå ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ ïðîñòðàíñòâ Áîõíåðà � Ñîáîëåâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êîìïëåêñ Äîëüáî, îîáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Ñòîêñà è Íàâüå � Ñòîêñà,
ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêèå îïåðàòîðû.

AMS Subject Classi�cation: 35Qxx, 35Kxx, 35Nxx

1. Îáîáùåííûå îïåðàòîðû Ñòîêñà è Íàâüå � Ñòîêñà. Óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà, ñì.,
íàïðèìåð, ðàáîòó [2] èëè ìîíîãðàôèè [1], [9] è áèáëèîãðàôèþ ê íèì, íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ
äåñÿòèëåòèé îñòàþòñÿ âûçîâîì äëÿ êàê ìàòåìàòèêîâ-òåîðåòèêîâ, òàê è äëÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêå è ãèäðîäèíàìèêå. Â ðàáîòå [3] áûëà ïðåäëîæåíà áîëåå îáùàÿ çàäà÷à, â
ðàìêàõ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, à â ðàáîòå [6] ýòà çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà äëÿ
êîìïëåêñà äå Ðàìà â Rn, n > 1, íà øêàëå ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ ïðîñòðàíñòâ Áîõíåðà � Ñî-
áîëåâà (â ïåðâîé ñòåïåíè êîìïëåêñà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè Íàâüå �
Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè). Êîìïëåêñ Äîëüáî íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå Cn èìååò
ìíîãî îáùèõ ÷åðò ñ êîìïëåêñîì äå Ðàìà, íî îòëè÷àåòñÿ îò íåãî ðÿäîì âàæíûõ îñîáåííîñòåé �
îòñóòñòâèåì, âîîáùå ãîâîðÿ, êîíå÷íîìåðíîñòè ðåøåíèé îïåðàòîðà â íóëåâîé ñòåïåíè êîìïëåê-
ñà è ñóáýëëèïè÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ Íåéìàíà (â òî âðåìÿ êàê äëÿ êîìïëåêñà äå Ðàìà
ðåøåíèÿ â íóëåâîé ñòåïåíè êîìïëåêñà ñóòü ïîñòîÿííûå, à çàäà÷è Íåéìàíà ýëëèïòè÷íû).
Áîëåå òî÷íî, ïóñòü ∂ îáîçíà÷àåò ìíîãîìåðíûé îïåðàòîð Êîøè-Ðèìàíà â Cn ∼= R2n, n > 2, ò.

å. ñòîëáåö äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (∂1, . . . ∂n)T , êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñóòü îäíîìåðíûå

îïåðàòîðû Êîøè-Ðèìàíà ∂j = 1
2

(
∂
∂xj

+ ι ∂
∂xj+n

)
, ãäå ι � ìíèìàÿ åäèíèöà. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîðó

ãðàäèåíòà â Rn, îïåðàòîð ∂ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàåò êîìïëåêñ ñîâìåñòíîñòè

0→ C∞Λ0,0
∂

0

−→ C∞Λ0,1
∂

1

−→ · · · ∂
n−1

−−−→ C∞Λ0,n → 0,

ãäå CΛp,q ïðîñòðàíñòâî âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì áè-ñòåïåíè (p, q) îòíîñèòåëüíî ïåðå-

ìåííûõ z = (z1, . . . zn), z = (z1, . . . zn), zj = xj + ιxj+n, ñ êîýôôèöèåíòàìè êëàññà C, à ∂
0

= ∂,

∂
q+1 ◦ ∂q = 0, 0 6 q 6 n − 1 ñì. [8, �1.2]. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç (∂

q
)∗ � ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé îïå-

ðàòîð äëÿ ∂
q
, ìû ïîëó÷àåì íàáîð ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîðîâ (îáîáùåííûõ ëàïëàñèàíîâ

êîìïëåêñà Äîëüáî) ∆q = (∂
q
)∗∂

q
+ ∂

q−1
(∂
q−1

)∗, 0 6 q 6 n, ãäå, ïî óìîë÷àíèþ, ∂
−1

= 0, ∂
n

= 0.
Â ðàáîòå [3] áûëà ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, àññîöèè-

ðîâàííûõ ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè êîìïëåêñàìè. Ñ ó÷åòîì óòî÷íåíèé [5], â äàííîì êîíòåêñòå ìû

Èññëåäîâàíèÿ ïîääåðæàíû Êðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì è ïðîôèíàíñèðîâàíû Ìèíèñòåðñòâîì íàó-
êè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (Ñîãëàøåíèå No. 075-02-2024-1429).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé: ïî çàäàííûì (0, q)-äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå f
íà Cn× [0, T ) è (0, q)-äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå u0 íà Cn íàéòè (0, q)-äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó
u è (0, q − 1) äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó p íà Cn × [0, T ), óäîâëåòâîðÿþùèå

∂tu+ µ∆qu+N qu+ ∂
q−1

p = f â Cn × (0, T ),

(∂
q−1

)∗u = 0 â Cn × (0, T ),

(∂
q−2

)∗p = 0 in Cn × (0, T ),
u(z, 0) = u0(z), z ∈ Cn,

sup
t∈[0,T ]

∫
Cn
|u(z, t)|2dx+

T∫
0

∫
Cn

∑2n
j=1 |∂ju(z, t)|2 dxdt < +∞;

(1)

çäåñü µ, T � ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, âñå ôîðìû çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà t, à N q �
ïîäõîäÿùèé íåëèíåéíûé îïåðàòîð. Îòìåòèì, ÷òî ñèëüíàÿ ýëëèïòè÷íîñòü îïåðàòîðà ∆q îçíà÷àåò,
÷òî îïåðàòîð ∂t + µ∆q ñèëüíî ðàâíîìåðíî ïàðàáîëè÷åí ïî Ïåòðîâñêîìó. ×òî êàñàåòñÿ íåëèíåé-
íîñòè N q, òî ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèì ñëó÷àåì. Çàôèêñèðóåì äâà áèëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðà íóëåâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

M q
1 : C∞Λ0,q+1 × C∞Λ0,q → C∞Λ0,q , M

q
2 : C∞Λ0,q × C∞Λ0,q → C∞Λ0,q−1

è ïîëîæèì N qu = M q
1 (∂

q
u, u) + ∂

q−1
M q

2 (u, u).
Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêîé ñõåìå èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, ìîæíî ïîëó÷èòü òåîðåìó î

ñóùåñòâîâàíèè ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ôîðìóM q
1 . Èìåííî,

ïóñòü LrΛp,q îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì u =
∑

#I=p

∑
#J=q uIJdzI ∧ dzJ

áè-ñòåïåíè (p, q) íà Cn ñ êîìïîíåíòàìè uIJ â Lr(Cn); ñíàáäèì åãî íîðìîé

‖u‖Lr
Λp,q

=
( ∑

#I=p

∑
#J=q

∫
R2n

|uIJ(x)|rdx
)1/r

.

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà ôîðì íà Cn ñ êîìïîíåíòàìè êëàññà Ñîáîëåâà W s,r
Λp,q , H

s
Λp,q .

Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç VΛ0,q ïîäïðîñòðàíñòâî â C∞0,Λ0,q , ñîñòîÿùåå èç ôîðì, óäîâëåòâîðÿþùèõ

(∂
q−1

)∗u = 0 â Cn, à ÷åðåç Hs
q � çàìûêàíèå VΛ0,q â Hs

Λ0,q , s ∈ Z+. Êàê îáû÷íî, (Hs
q)
′ îáîçíà÷àåò

ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê Hs
q. Êðîìå òîãî, åñëè I = [0, T ], p > 1, à B ïðîñòðàíñòâî

Áàíàõà (ôóíêöèé íà Cn), òî ÷åðåç Lr(I,B) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Áîõíåðà èçìåðèìûõ îòîáðà-
æåíèé u : I → B ñ íîðìîé

‖u‖Lr(I,B) := ‖‖u(·, t)‖B‖Lr(I), r > 1,

ñì., íàïðèìåð, [9, ãë. III, � 1]. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà C(I,B), ò. å. ïðîñòðàíñòâà âñåõ
îòîáðàæåíèé u : I → B ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖u‖C(I,B) := sup
t∈I
‖u(·, t)‖B.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü s ∈ N è s 6 n 6 (s+ 1). Åñëè

(M q
1 (∂

q
w, v), v)L2

Λ0,q
= 0 äëÿ âñåõ v ∈ VΛ0,q , (2)

òî äëÿ ëþáîé ïàðû (f, u0) ∈ L2(I, (H1
q)
′)×H0

q íàéäåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà u ∈ L∞(I,H0
q)∩

L2(I,H1
q), óäîâëåòâîðÿþùàÿ{

d

dt
(u, v)L2

Λ0,q
+ µ(∂

q
u, ∂

q
v)L2

Λ0,q+1
= 〈f −N qu, v〉Λ0,q ,

u(·, 0) = u0

(3)

äëÿ âñåõ v ∈ Hs
q. Êðîìå òîãî, ∂tu ∈ L

4
2n+2−2s (I, (Hs

q)
′).

Â öåëîì äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó, ñì., íàïðèìåð, [1], [9]. Êàê îáû÷íî
äëÿ óðàâíåíèé òèïà Íàâüå � Ñòîêñà, â ýòîì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ äîêàçàòü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè
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äëÿ ñëàáûõ ðåøåíèé u óðàâíåíèé (1), ò. å. óäîâëåòâîðÿþùèõ (3), à íåèçâåñòíàÿ ôîðìà p èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ (àääèòèâíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ôîðìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè) òîëüêî â ïðî-
ñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèè î êîãîìîëîãèÿõ êîìïëåêñà Äîëüáî, ñð. [6], [9].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè q = 1 åñòü åñòåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü N qu = ?(?∂
1
u∧u) +∂

0|u|2, ñòðóê-
òóðíî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìå Ëýìáà íåëèíåéíîñòè, âõîäÿùåé â óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà, è
óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2); çäåñü ? åñòü îïåðàòîð Õîäæà íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ, à ?v := (?v).
Äëÿ ïîèñêà áîëåå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ïîäîáíîé çàäà÷è äëÿ êîìïëåêñà äå Ðàìà â ðàáîòå [6],

áûëà ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå øêàëà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Áîõíåðà � Ñîáîëåâà, îäíà èç
ìîäèôèêàöèé êîòîðîé áûëà ïîçäíåå èñïîëüçîâàíà ïðè ðåøåíèè àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèï-
òè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ íà ãëàäêèõ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîîáðàçèÿõ;

îíà ãîäèòñÿ è äëÿ çàäà÷è (1). Áîëåå òî÷íî äëÿ s, k ∈ Z+ îáîçíà÷èì ÷åðåç Bk,2s,s
vel,q ìíîæåñòâî âñåõ

¾ñêîðîñòåé¿, ò. å. (0, q)-ôîðì u èç C(I,Hk+2s
q ) ∩ L2(I,Hk+1+2s

q ) òàêèõ, ÷òî

∂αx ∂
j
t u ∈ C(I,Hk+2s−|α|−2j

q ) ∩ L2(I,Hk+1+2s−|α|−2j
q ),

åñëè |α|+ 2j 6 2s. Ìû ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî Bk,2s,s
vel,q åñòåñòâåííîé íîðìîé

‖u‖
Bk,2s,svel,q

:=
( k∑
i=0

∑
|α|+2j62s

‖∂αx ∂
j
t u‖2i,q,T

)1/2
,

ãäå ‖u‖i,q,T =
(
‖∇iu‖2C(I,L2

Λ0,q ) + µ‖∇i+1u‖2L2
Λ0,q (I,L2)

)1/2
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ s, k ∈ Z+, ïóñòü B
k,2s,s
for,q ñîñòîèò èç âñåõ ¾âíåøíèõ ñèë¿, ò. å. (0, q)-ôîðì f èç

C(I,H2s+k
q ) ∩ L2(I,H2s+k+1

q ) äëÿ êîòîðûõ ïðè |α|+ 2j 6 2s âåðíî, ÷òî

∂αx ∂
j
t f ∈ C(I,Hk

q ) ∩ L2(I,Hk+1
q ).

Åñëè f ∈ Bk,2s,s
for,q , òî íà ñàìîì äåëå

∂αx ∂
j
t f ∈ C(I,Hk+2(s−j)−|α|

q ) ∩ L2(I,Hk+1+2(s−j)−|α|
q )

äëÿ âñåõ α è j, óäîâëåòâîðÿþùèõ |α| + 2j 6 2s. Ìû ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî Bk,2s,s
for,q åñòåñòâåííîé

íîðìîé

‖f‖
Bk,2s,sfor,q

=
( ∑
|α|+2j62s

06i6k

‖∇i∂αx ∂
j
t f‖2C(I,L2

q)
+ ‖∇i+1∂αx ∂

j
t f‖2L2(I,L2

q)

)1/2
.

Íàêîíåö, çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ h0 ∈ C∞0 (Cn) òàêóþ, ÷òî∫
R2n

h0(x) dx = 1,

è îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Bk+1,2s,s
pre,q−1 äëÿ ¾äàâëåíèÿ¿ p êàê ñîñòîÿùåå èç âñåõ (0, q − 1)-ôîðì èç

C(I,H2s+k+1
loc,q−1 ) ∩ L2(I,H2s+k+2

loc,q−1 ), óäîâëåòâîðÿþùèõ∫
R2n

p0J(x)h0(x)dx = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] è #J = q − 1,

è òàêèõ, ÷òî ∂
q−1

p ∈ Bk,2s,s
for,q ,

∂
∗
q−2p = 0 â Cn × [0, T ], (4)

‖p‖L2(I,Cb,Λ0,q−1 ) < +∞ ïðè 2s+ k = n+ 1, (5)

‖p‖L2(I,Cb,Λ0,q−1 ) + ‖p‖C(I,Cb,Λ0,q−1 ) < +∞ ïðè 2s+ k > n+ 1; (6)



ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÍÀÂÜÅ � ÑÒÎÊÑÀ, ÀÑÑÎÖÈÈÐÎÂÀÍÍÛÅ Ñ ÊÎÌÏËÅÊÑÎÌ ÄÎËÜÁÎ 87

çäåñü Cb � ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â Cn ñ íîðìîé ‖w‖Cb =
supz∈Cn |w(z)|. Îòäåëüíî äîêàçûâàåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñíàáäèòü íîð-
ìîé

‖∂q−1
p‖
Bk+1,2s,s

pre,q−1
=


‖∂q−1

p‖
Bk,2s,sfor,q

, 2s+ k 6 n,

‖∂q−1
p‖
Bk,2s,sfor,q

+ ‖p‖L2(I,Cb,Λ0,q−1 ), 2s+ k = n+ 1,

‖∂q−1
p‖
Bk,2s,sfor,q

+ ‖p‖L2(I,Cb,Λ0,q−1 ) + ‖p‖C(I,Cb,Λ0,q−1 ), n+ 1 < 2s+ k.

ßñíî, ÷òî Bk,2s,s
vel,q , Bk,2s,s

for,q , Bk+1,2s,s
pre,q−1 , ñóòü ïðîñòðàíñòâà Áàíàõà.

Ïðåäñêàçóåìî, íà ýòèõ øêàëàõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè. Îäíàêî â ïîñëåäíèå
ãîäû óñèëèÿ íàó÷íîãî ñîîáùåñòâà áûëè íàïðàâëåíû è íà ïîèñêè äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ òåî-
ðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé òèïà Íàâüå � Ñòîêñà â âûñîêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàçìåðíî-
ñòÿõ, ñì., íàïðèìåð, [2], [4], [7], [9]. Òåì íå ìåíåå, ìû ïîëó÷àåì òåîðåìó îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè
èëè, èíà÷å, òåîðåìó îá óñòîé÷èâîñòè, äëÿ çàäà÷è (1) íà ââåäåííîé øêàëå ïðîñòðàíñòâ Áîõíåðà �
Ñîáîëåâà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n > 2, 1 6 q < n, s ∈ N è k ∈ Z+, 2s + k > n. Òîãäà (1) èíäóöèðóåò
èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå íåëèíåéíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå

A(q) : Bk,2s,s
vel,q ×B

k+1,2(s−1),s−1
pre,q−1 → B

k,2(s−1),s−1
for,q ×H2s+k

q . (7)

Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû äàííûõ, äëÿ êîòîðîé íàéäåòñÿ ðåøåíèå â
íóæíîì êëàññå, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ êîòîðîé òîæå ñóùåñòâóþò ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà â äðóãèõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîäîáíîå óòâåðæäåíèå îòìå÷àëîñü â êíèãå Î. À. Ëàäûæåíñêîé [1]. Äëÿ
íåêîòîðûõ äðóãèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ àíàëîãè÷íûå òåîðåìû áûëè ïîëó÷åíû â [5], [6].
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâ-

êè äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷å-

ñêèì óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðè ïîìîùè ñèììåòðèçóþùåãî îïåðàòîðà è ñîîòâåò-

ñòâóþùåé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè, ïðåäëîæåííûõ Â. Ì. Ôèëèïïîâûì, ïîëó÷åí âàðèàöèîí-

íûé ôóíêöèîíàë êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, íå çàâèñÿùèé

îò ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè è íå ñîäåðæàùèé êðèâîëèíåéíûõ è ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ.

Ïîëó÷åííûé ôóíêöèîíàë ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà ïîòåðü â çàäà÷àõ îáó-

÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé, àïïðîêñèìèðóþùèõ ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåñêîíå÷íîìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, ãèïåðáî-

ëè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ôóíêöèîíàë ïîòåðü.

AMS Subject Classi�cation: 35A15

1. Ââåäåíèå. Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè êàê êîíå÷íî-
ìåðíûõ, òàê è áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [1]. Äëÿ íåïîòåíöèàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì îäíèì èç âàæíåéøèõ èñòî÷íèêîâ âàðèàöèîííûõ ôîðìóëèðîâîê ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ âàðèàöè-
îííûõ ïðèíöèïîâ äëÿ íåïîòåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ [3]. Âàðèàöèîííûå ôîðìóëèðîâêè êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðè ïîìî-
ùè ìåòîäà ñèììåòðèçóþùåãî îïåðàòîðà, ïðåäëîæåííîãî Â. Ì. Øàëîâûì [5, 6]. Ïðèìåíÿÿ ýòîò
ìåòîä, Â. Ì. Øàëîâ [7] ïîñòðîèë è èññëåäîâàë îãðàíè÷åííûé ñíèçó âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë
äëÿ íåîäíîðîäíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, óñòàíîâèë ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé è êðàåâîé çàäà÷. Âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë Â.
Ì. Øàëîâà ñîäåðæèò ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Â. Ì. Ôèëèïïîâ [4]
ïðåäëîæèë äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ àëüòåðíàòèâíûé ñèììåòðèçóþùèé îïåðàòîð è ïî-
ñòðîèë äëÿ íåãî îãðàíè÷åííûé ñíèçó âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë, íå ñîäåðæàùèé ïðîèçâîäíûõ
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè.

2. Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì íà
ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè ξ, η îáëàñòü Ω ñ ãðàíèöåé Γ â âèäå ïÿòèóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
Γ0 (2π,−π) ,Γ1 (π,−π) ,Γ2 (0, 0) ,Γ3 (π, π) ,Γ4 (2π, 0). Ñëåäóÿ [4, 7], îáîçíà÷èì ÷åðåç γ, l1, l2 ó÷àñò-
êè Γ2Γ3,Γ1Γ2,Γ3Γ4 ãðàíèöû Γ ñîîòâåòñòâåííî, è çàïèøåì óðàâíåíèå ó÷àñòêà ãðàíèöû Γ3Γ4Γ0 â
âèäå ξ = γ1 (η) , −π 6 η 6 π, à óðàâíåíèå ó÷àñòêà ãðàíèöû Γ0Γ1Γ2 â âèäå η = γ2 (ξ) , 0 6 ξ 6 2π.
Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ ôîðìóëèðîâêó äëÿ îäíîðîäíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂ξ∂η
= 0, (ξ, η) ∈ Ω (1)

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà �002092-0-000 Ðîññèéñêîãî óíèâåðñèòåòà äðóæáû íàðîäîâ èìåíè Ïàòðèñà

Ëóìóìáû.

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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â îáëàñòè Ω ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [4]



u |γ = ϕ (s) ,

∂u

∂s
|γ =

∂ϕ

∂s
(s) ,

∂u

∂n
|γ = ψ (s) ,

∂u

∂η
|l1 = χ (s) ,

u |l2 = ω (s) ,

(2)

ãäå n � íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê Γ, s � ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âäîëü êîíòóðà Γ.
Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)-(2) èùåòñÿ â êëàññå ôóíêöèé W 1

2 (Ω), ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ôóíêöèè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (2) èçìåðèìû, ò. å.
(
ϕ, ∂ϕ∂s , ψ, χ, ω

)
∈ L2 (γ, γ, γ, l1, l2), è ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ (2) ñîâìåñòíû.
Âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë, ïîñòðîåííûé Â. Ì. Ôèëèïïîâûì [4] äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ è îáëàñòè îáùåãî âèäà, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è (1)-(2) ðàâåí

D [u] =

∫
Ω

u2 (ξ, η) dξdη − 2

∫
γ

ϕ (s) cos θ

η∫
γ2(ξ)

u (ξ, τ) dτds−

− 2

∫
γ

(
∂ϕ (s)

∂s
sin2 θ − ψ (s) sin θ cos θ

) ξ∫
γ1(η)

η∫
γ2(ζ)

u (ζ, τ) dτdζds+

+ 2

∫
l1

χ (s) sin θ

ξ∫
γ1(η)

η∫
γ2(ζ)

u (ζ, τ) dτdζds− 2

∫
l2

ω (s) cos θ

η∫
γ2(ξ)

u (ξ, τ) dτds,

(3)

ãäå θ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè n íà êîíòóðå Γ è îñüþ η.
Äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé, êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþò ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, îáû÷íî

ïðèìåíÿþò ôóíêöèîíàë íåâÿçêè [10, 11], ðåæå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû (ïîòåíöèàëû) [8].
Êàê óêàçûâàëîñü â [9,12], äëÿ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è êâàçèêëàñ-
ñè÷åñêèå ôóíêöèîíàëû èç [3], â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèîíàë (3).
Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà ïîòåðü èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë îáû÷íî

îöåíèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî [2] äëÿ ïîñëåäóþùåãî âû÷èñëåíèÿ
ãðàäèåíòà ïî ïàðàìåòðàì (âåñàì) íåéðîííîé ñåòè. Ôóíêöèîíàë (3) ñîäåðæèò ÷åòûðå ïîâòîðíûõ
èíòåãðàëà, êîòîðûå ïðè îöåíêå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïîòðåáóþò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñîâ, ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ â ôóíêöèîíàëå (3) â
èíòåãðàëû ïî îáëàñòè Ω è åå ïîäîáëàñòÿì.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå âàðèàöèîííîãî ôóíêöèîíàëà. Îáëàñòü êðàåâîé çàäà÷è Ω ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îáúåäèíåíèå ÷åòûðåõ ïîäîáëàñòåé Ω1,Ω2,Ω3,Ω4:

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè Φ (η) ,Ψ (λ) ,Θ (ξ, η), îïðåäåëåííûå ðàâåí-
ñòâàìè:

Φ (η) =

0∫
η

χ (τ) dτ, η ∈ [−π, 0] ,

Ψ (λ) =

λ∫
0

(
∂ϕ (s)

∂s
sin θ − ψ (s) cos θ

)
ds, λ ∈ [0, π] ,

Θ (ξ, η) =


Ψ (ξ)−Ψ (η) , (ξ, η) ∈ Ω1,

Ψ (2π − ξ)−Ψ (η) , (ξ, η) ∈ Ω2,

Ψ (2π − ξ)−Ψ (0) , (ξ, η) ∈ Ω3,

Ψ (ξ)−Ψ (0) , (ξ, η) ∈ Ω4.

(4)

Òîãäà âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë Â. Ì. Ôèëèïïîâà âèäà (3) äëÿ îáëàñòè Ω ìîæåò áûòü ïðå-
îáðàçîâàí ê ñëåäóþùåìó êîìïàêòíîìó âèäó.

Òåîðåìà 1. Âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë (3) äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)-(2) â îáëàñòè Ω ìîæåò

áûòü çàïèñàí â âèäå

D [u] =

∫
Ω

u2 (ξ, η) dξdη − 2

∫
Ω

Θ (ξ, η)u (ξ, η) dξdη − 2

∫
Ω1∪Ω4

ϕ (ξ)u (ξ, η) dξdη+

+ 2

∫
Ω3∪Ω4

Φ (η)u (ξ, η) dξdη − 2

∫
Ω2∪Ω3

ω (2π − ξ)u (ξ, η) dξdη.

(5)

Âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë (5) îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèîíàëà (3) îòñóòñòâèåì êðèâîëèíåéíûõ
è ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ, ïîýòîìó îöåíêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà (5) ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
âûïîëíåíà ïðè ïîìîùè ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî [2]. Ôóíêöèîíàë (5) íå çàâèñèò îò
ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u (ξ, η), ïîýòîìó, êàê ïîêàçûâàþò ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëü-
íûå ýêñïåðèìåíòû, ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèîíàëà (5) â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà ïîòåðü ïðè îáó-
÷åíèè íåéðîííîé ñåòè, àïïðîêñèìèðóþùåé ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (1)-(2), îáó÷åíèå íåéðîííîé
ñåòè ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî (â íåñêîëüêî ðàç) áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ îáó÷åíèåì íà ôóíê-
öèîíàëå íåâÿçêè è, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòèãàþòñÿ áîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà
íåéðîñåòåâîé ìîäåëè.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ íåëè-

íåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì ïî ñîñòîÿíèþ. Íà îñíîâå ïðè-

ìåíåíèÿ âàðèàíòà ìåòîäà ïðèðàùåíèé äîêàçàí äèñêðåòíûé àíàëîã ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíò-

ðÿãèíà. Äëÿ ñëó÷àÿ âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ïîëó÷åí àíàëîã ëèíåàðè-

çîâàííîãî óñëîâèÿ ìàêñèìóìà. Ïðèâåäåí òàêæå àíàëîã óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïðè ïðåäïîëîæåíèè

îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì 1, äðîáíûé îïåðàòîð 2, äðîáíàÿ ñóì-

ìà 3, äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà 4, àíàëîã óðàâíåíèÿ Ýéëåðà 5.

AMS Subject Classi�cation: 49K15, 49K20

Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàç-
äûâàíèåì äðîáíîãî ïîðÿäêà α [1�3].

4α x(t+ 1) = f(t, x(t), x(t− h), u(t)), (1)

t ∈ T = {t0, t0 + 1, . . . t1 − 1},
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(t) = ϕ(t), t ∈ Et0 = {t0 − h, t0 − h+ 1, . . . t0 − 1}, x(t0) = x0. (2)

Çäåñü x(t) � n-ìåðíûé âåêòîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, to, t1 �çàäàííûå ÷èñëà, x0 � çàäàííûé ïîñòî-
ÿííûé âåêòîð, f(t, x, y, u) � çàäàííàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, äèñêðåòíàÿ ïî t è íåïðåðûâíàÿ
ïî (x, y, u) âìåñòå ñ fx(t, x, y, u), fy(t, x, y, u), h � çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (çàïàçäûâàíèå),
x0, ϕ(t), t ∈ Et0 çàäàíû, 4αx(t)(0 < α < 1) äðîáíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà α [4, 5], à u(t) � r-ìåðíûé
äèñêðåòíûé âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ñî çíà÷åíèÿìè èç çàäàííîãî íåïóñòîãî è îãðàíè-
÷åííîãî ìíîæåñòâà U , ò. å.

u(t) ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T. (3)

Òàêèå óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè íàçûâàåì äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè. Â ýòîé çàäà÷å öåëü ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë

S(u) = φ(x(t1)) (4)

îïðåäåëåííîãî íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1), ïîðîæäåííûõ âñåâîçìîæíûìè äîïóñòèìûìè óïðàâëå-
íèÿìè.
Çäåñü φ(x) çàäàííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.
Êàê âèäíî çàäà÷à óïðàâëåíèÿ (1)�(4) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé äèñêðåòíîãî òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ñ çàïàçäûâàíèåì äðîáíîãî ïîðÿäêà.
Äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t), äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (4) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1)�

(3), íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì, à ñîîòâåòñòâóþùèé äîïóñòèìûé ïðîöåññ (u(t), x(t))
� îïòèìàëüíûì ïðîöåññîì.
Ñ÷èòàÿ u(t) íåêîòîðûì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì, ââåäåì äèñêðåòíûé àíàëîã ôóíêöèÿ Ãàìèëü-

òîíà � Ïîíòðÿãèíà.

H(t, x, y, u, ψ) = ψ′f(t, x, y, u).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024



ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ ÄËß ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈß 93

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû

ψ(t− 1) =

t1−1∑
s=t

(t+ α− σ(s))(α−1)Hx[s] +

t1−1∑
s=t+h

(t+ α− h− σ(s))(α−1)Hy[s], (5)

ψ(t1 − 1) = −φx(x(t1)). (6)

Çàäà÷ó (5)�(6) íàçîâåì ñîïðÿæåííîé ñèñòåìîé äëÿ çàäà÷è (1)�(2). Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âäîëü äîïóñòèìîãî ïðîöåññà (u(t), x(t)) ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé ñèñòåìû , ò. å. ìíîæå-
ñòâî

f(t, x(t), y(t), U) = {β : β = f(t, x(t), y(t), v), v ∈ U} (7)

âûïóêëî.
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. (Äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì). Åñëè â çàäà-
÷å (1)�(2) ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé ñèñòåìû (1) âûïóêëî, òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè
óïðàâëåíèÿ u(t) â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåîáõîäèìî, ÷òîáû

t1−1∑
t=t0

4v(t)H[t] 6 0,

âûïîëíÿëîñü äëÿ ëþáîãî v(t) ∈ U, t ∈ T ñîîòâåòñòâåííî.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2. (Ïîòî÷å÷íûé äèñêðåòíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 1 äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íåîáõîäèìî,
÷òîáû óñëîâèå

maxv∈UH(θ, x(θ), y(θ), v, ψ(θ)) = H(θ, x(θ), y(θ), u(θ), ψ(θ)),

âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ θ ∈ T .

Ïðåäïîëîæèì ÷òî, âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x, y, u) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìå-
ñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî (x, u), à ìíîæåñòâî U âûïóêëî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî U âûïóêëî, à f(t, x, y, u) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî (x, u). Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî
óïðàâëåíèÿ u(t) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ

t1−1∑
t=t0

H ′u[t](u(t)− v(t)) 6 0, (8)

âûïîëíÿëîñü äëÿ ëþáîãî u(t) ∈ U, t ∈ T .

Ñîîòíîøåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëèíåàðèçîâàííîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäñòâèå.
À òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî U � çàäàííîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå è îòêðûòîå ìíîæåñòâî è

âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x, y, u) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè ïî (x, u).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî U îòêðûòî, à f(t, x, y, u) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-
ðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî (x, u). Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî
óïðàâëåíèÿ u(t) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ

Hu[t] = 0 (9)

âûïîëíÿëîñü äëÿ ëþáîãî t ∈ T .

Ñîîòíîøåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé òèïà ¾ðàñòèòåëüíûé
êîíñóìåíò � ðàñòåíèÿ¿. Äèíàìèêà ïîïóëÿöèé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé, ñîñòîÿùåé èç ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî è îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèé ñ íåñòàíäàðòíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Óïðàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì âîçäåéñòâèÿ íà ðîñò ðàñòèòåëüíîãî ðåñóðñà. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî íåëèíåéíîãî öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â êëàññå
ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îñ-
íîâàííûõ íà ïîëó÷åííîì ðåçóëüòàòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé, ãëàäêèå óïðàâëåíèÿ, îïòèìàëüíîå
óïðàâëåíèå, íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè.

AMS Subject Classi�cation: 49J20, 49M05

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, âîçíèêàþùóþ ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè äâóõ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé ¾ðàñòèòåëüíîÿäíûé êîíñóìåíò � ðàñòåíèÿ¿ [1]

∂x

∂t
+
∂x

∂s
= −µ(s, t)x(s, t), (1)

(s, t) ∈ Π, Π = S × T, S = [0, sk], T = [0, tk].

Çäåñü x = x(s, t) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàñòèòåëü-
íîÿäíîãî êîíñóìåíòà â çàâèñèìîñòè îò âîçðàñòà s ∈ S = [0, sk], sk � ìàêñèìàëüíàÿ ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü æèçíè êîíñóìåíòà; t � âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî èçó÷àåòñÿ ïðîöåññ; µ � êîýôôèöèåíò
ñìåðòíîñòè.
Êîíñóìåíò ïîòðåáëÿåò âîçîáíîâëÿþùèéñÿ ðåñóðñ R(t). Îáèëèå ðåñóðñà âëèÿåò íà ðîæäàåìîñòü,

êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè b(s), [s1, s2] � èíòåðâàë âîçðàñòîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðåïðîäóê-
öèÿ.
Íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ (1) çàäàäèì â ñëåäóþùåì âèäå

x(s, 0) = x0(s), s ∈ S; x(0, t) = f1(R, t) +

s2∫
s1

b(s)x(s, t) ds, t ∈ T, (2)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîãëàîâàíèÿ:

x0(0) = f1(R, 0) +

s2∫
s1

b(s)x0(0) ds. (3)

Èññëåäîâàíèå À. Â. Àðãó÷èíöåâà âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-21-00296,
https://rscf.ru/project/23-21-00296/.
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Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ R(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç óïðàâëÿåìîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

dR

dt
= f2(R(t), y(t), u(t), t), t ∈ T,

R(t0) = R0. (4)

Çäåñü y(t) =
sk∫
0

x(s, t) ds, t ∈ T � îáùàÿ áèîìàññà ïîïóëÿöèè êîíñóìåíòà; ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ u(t)

� âîçäåéñòâèå íà ðîñò ðåñóðñà.
Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññå ãëàäêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé: ôóíêöèÿ u(t) íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå T è óäîâëåòâîðÿåò ïîòî÷å÷íûì îãðàíè÷åíèÿì òèïà âêëþ÷åíèÿ:

u(t) ∈ U, t ∈ T, (5)

ãäå U = [u−, u+] � çàäàííûé îòðåçîê.
Öåëüþ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà

J(u) =

∫
S

ϕ(x(s, tk), s) ds, (6)

îïðåäåëåííîãî íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1)�(4) ïðè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ (5).
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1)�(6) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:
1) ôóíêöèè x0(s) è b(s) íåïðåðûâíû íà S, ôóíêöèÿ µ(s, t) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Π;
2) ôóíêöèÿ f1(R, t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìåååò íåïðåðûâíûå è

îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî R;
3) ôóíêöèÿ f2(R, y, u, t) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìååò íåïðåðûâíûå

è îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî R, y è u;
4) ôóíêöèÿ ϕ = ϕ(x, s) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìååò íåïðåðûâíûå è

îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x.
Ïðè äàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4) è íåïðåðûâ-

íîå â Π ¾ïî÷òè¿ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå (1)�(3) ñ âîçìîæíûì ðàçðûâîì ïðîèçâîäíûõ íà ïðÿìîé
s = t [4].

2. Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ è íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè. Ðàññìîòðèì äâà äî-

ïóñòèìûõ ïðîöåññà: áàçîâûé {u,R = R(t, u), x = x(s, t, u)} è âàðüèðóåìûé {ũ = u + ∆u, R̃ =
R+ ∆R = R(t, ũ), x̃ = x+ ∆x = x(s, t, ũ)}.
Òîãäà çàäà÷à â ïðèðàùåíèÿõ èìååò âèä:

∂∆x

∂t
+
∂∆x

∂s
= −µ∆x(s, t), ∆x(s, 0) = 0,

∆x(0, t) = ∆f1(R, t) + b

s2∫
s1

∆x(s, t) ds,

∆Rt = ∆f2(R, y, u, t), ∆R(t0) = 0,

∆y(t) =

sk∫
0

∆x(s, t) ds.

Çäåñü

∆f1(R, t) = f1(R̃, t)− f1(R, t),

∆f2(R, y, u, t) = f2(R̃, ỹ, ũ, t)− f2(R, y, u, t).

Ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà ∆J(u) = J(ũ)− J(u) èìååò âèä

∆J(u) =

∫
S

∆ϕ(x(s, t1), s) ds. (7)
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Ïðîäåëàåì ðÿä îïåðàöèé, îáû÷íî ïðèìåíÿåìûõ ïðè âûâîäå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëü-
íîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

• Äîáàâèì â (7) íóëåâûå ñëàãàåìûå∫
Π

∫
ψ(s, t)[

∂∆x

∂t
+
∂∆x

∂s
+ µ∆x(s, t)] ds dt,

∫
T

p(t)[∆Rt −∆f2(R, y, u, t)] dt,

ãäå ψ(s, t) è p(t) ïîêà íåîïðåäåëåííûå ôóíêöèè.
• Â ââåäåííûõ âûøå ñëàãàåìûõ èñïîëüçóåì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
• Ïðèðàùåíèÿ ∆ϕ(x(s, tk), s),∆f1(R, t) è ÷àñòíûå ïðèðàùåíèÿ ∆

R̃
f2(R, y, ũ, t) ïî R è y ðàç-

ëîæèì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà.
• Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè ψ(s, t), p(t) áóäóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñî-
ïðÿæåííîé çàäà÷è:

∂ψ

∂t
+
∂ψ

∂s
= ψµ− p(t)∂f2(R, y, u, t)

∂y
− ψ(0, t) · b(s), (8)

ψ(s, tk) = −ϕx(x(s, tk), s), ψ(sk, t) = 0;

pt = −p(t)∂f2(R, y, u, t)

∂R
− ψ(0, t)

∂f1(R, t)

∂R

p(tk) = 0. (9)

Òîãäà ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà ïðèíèìàåò âèä

∆J(u) = −
∫
T

p(t)∆ũf2(R(t), y(t), u(t), t) dt+ η, (10)

ãäå

η =

∫
S

oϕ(|∆x(s, tk)|) ds+

∫
T

of1(|∆R(t)|) dt+

+

∫
T

[∆ũf2R(R, y, u, t)∆R(t) + ∆ũf2y(R̃, y, u, t)∆y(t) + ∆
R̃
f2y(R, y, u, t)∆y(t)] dt.

Ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ (10) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïðîöåññîâ. Ðàññìîò-
ðèì òåïåðü ñïåöèàëüíóþ âàðèàöèþ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ, ñîõðàíÿùåå ãëàäêîñòü óïðàâëÿþ-
ùèõ âîçäåéñòâèé [2]. Ïðîâàðüèðîâàííîå óïðàâëåíèå ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó

uε,δ(t) = u(t+ εδ(t)), t ∈ T,

ε ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð âàðüèðîâàíèÿ, δ(t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ t0 6 t+ δ(t) 6 t1, t ∈ T.
Òàê êàê äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ � ãëàäêèå ôóíêöèè, èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

∆u = u̇(t)εδ(t) + o(ε).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(p,R, y, u, t) = p(t) · f2(R, y, u, t). Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäèêîé [3], ìîæíî äî-
êàçàòü, ÷òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå (10) èìååò ïîðÿäîê o(ε):

∆J(u) = −ε
∫
T

hu · u̇ · δ(t) dt+ o(ε).

Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δ(t), ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Åñëè ïðîöåññ {u(t), R(t), x(s, t)} ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷å, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ω(t) = hu(p(t), R(t), y(t), u(t), t) · u̇(t) = 0, t ∈ T,

ãäå p(t) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è (8),(9).
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3. Ìåòîä óëó÷øåíèÿ ãëàäêèõ óïðàâëåíèé. Îïèøåì îáùóþ ñõåìó ìåòîäà.
1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u0 = u0(t) è ïîëîæèì k = 0.
2. Ïî óïðàâëåíèþ uk ïîñòðîèì ðåøåíèÿ xk, Rk èñõîäíîé è ψk, pkñîïðÿæåííîé çàäà÷.
3. Íà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèÿõ âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Jk = J(uk) è ñêîíñòðóèðóåì

ôóíêöèþ
ωk(t) = hu(pk, Rk, yk, uk, t) · u̇k.

Äàëåå ïðîâåðÿåì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ωk(t) = 0. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ìåòîä çàêàí÷èâàåò
ñâîþ ðàáîòó.
4. Åñëè äàííîå óïðàâëåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè, ïîñòðîèì åãî ãëàäêóþ

âàðèàöèþ, îäèí èç âàðèàíòîâ êîòîðîé èìååò âèä

ukεk(t) = uk(t+ εkδk(t)), δk(t) =
(t− t0)(t1 − t)ωk(t)
(t1 − t0) max

t∈T
|ωk(t)|

.

Ïàðàìåòð εk îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

εk : J(ukεk) = minJ(ukε), ε ∈ [0, 1].

Ñëó÷àé, êîãäà íàéäåííîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà áëèçêî ê íóëþ, ñîîòâåòñòâóåò íåóëó÷øåíèþ
ôóíêöèîíàëà íà øàãå ìåòîäà.
5. Â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáåðåì uk+1(t) = ukεk(t) è ïðîäîëæèì èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ñëóæèò îäíà èç ñèòóàöèé, ïîëó÷åííûõ íà k-é èòåðàöèè ìåòîäà:
à) âûïîëíåíèå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ôóíêöèè uk(t).

Íàïðèìåð, áëèçîñòü ê íóëþ ôóíêöèè ωk(t) â êàæäîé òî÷êå t ∈ T ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, åñëè
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî max

t∈T
|ωk(t)| 6 10−5;

á) íåóëó÷øåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåé (k − 1)-é èòåðàöèè, íà-
ïðèìåð, Jk − Jk−1 > 10−6.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé, ãåíåðèðóåìàÿ ìåòîäîì, ÿâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèîííîé è ñõîäÿùåé-

ñÿ ê íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ îïòèìàëüíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííîìó â òåîðåìå 1 [2].
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Àííîòàöèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè óñëîâèÿ-
ìè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè
íà çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ñ êðèòåðèÿìè êà÷åñòâ èíòåãðàëîâ ãðàíè÷íûõ ýíåðãèé. Óïðàâëåíèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ êàê ñìåùåíèåì îäíîãî êîíöà ïðè çàêðåïëåííîì äðóãîì êîíöå, òàê è ñìåùåíèåì íà
äâóõ êîíöàõ. Èíòåãðàëû ãðàíè÷íûõ ýíåðãèé ðàññìàòðèâàþòñÿ íà âñåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Èñ-
ïîëüçóÿ ìåòîäû ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïðîáëåì ìîìåíòîâ, ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé êîëåáàíèÿìè ñòðóíû. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò è âûïîëíåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè, ïðîìåæóòî÷-
íûå óñëîâèÿ, èíòåãðàë ãðàíè÷íîé ýíåðãèè, ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ.

AMS Subject Classi�cation: 93C95, 70Q05

1. Ââåäåíèå. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàòåëüíûìè ïðîöåññàìè êàê ðàñïðåäå-
ëåííûìè, òàê è ãðàíè÷íûìè âîçäåéñòâèÿìè èññëåäîâàíû, â ÷àñòíîñòè, â [1�3, 5, 6, 9]. Â ðàáî-
òàõ [1�4,7,9,10] ðàññìîòðåíû çàäà÷è äëÿ äèíàìè÷åñêèõ (ñ ðàñïðåäåëåííûìè è ñîñðåäîòî÷åííûìè
ïàðàìåòðàìè) ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè êðàåâûìè (íà÷àëüíûìè è êîíå÷-
íûìè) óñëîâèÿìè çàäàíû òàêæå ìíîãîòî÷å÷íûå ïðîìåæóòî÷íûå (êàê ðàçäåëåííûå, òàê è íåðàç-
äåëåííûå) óñëîâèÿ. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàòåëüíûìè ïðîöåññàìè ñ
ìíîãîòî÷å÷íûìè ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè è ôóíêöèîíàëîì èíòåãðàëà îò êâàäðàòîâ ãðàíè÷-
íûõ ñìåùåíèé èññëåäîâàíû, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [1�3,9].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû ñ

çàäàííûìè íà÷àëüíûìè, êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè è ïðîìåæóòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòåé òî÷åê
ñòðóíû ñ êðèòåðèÿìè êà÷åñòâ èíòåãðàëîâ ãðàíè÷íûõ ýíåðãèé, çàäàííûõ íà âñåì ïðîìåæóòêå âðå-
ìåíè. Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïðîáëåì ìîìåíòîâ
ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ,
êîòîðûé äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà äðóãèå íåîäíîìåðíûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû. Áëàãîäàðÿ
êîíñòðóêòèâíîñòè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû. Âûïîëíåí àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

2. Îá îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ. Ïóñòü ñîñòîÿíèå ðàñïðåäåëåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû (ìà-
ëûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ íàòÿíóòîé ñòðóíû), ò.å. îòêëîíåíèå îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïèñû-
âàåòñÿ ôóíêöèåé Q (x, t), 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T , êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðè 0 < x < l è t > 0
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
(1)

Èññëåäîâàíèå Ñ. Â. Ñîëîäóøè âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî
îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò FWEU-2021-0006, òåìà No. AAAA-A21-121012090034-3).
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ñ íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), 0 6 x 6 l, (2)

Q(x, T ) = ϕT (x) = ϕm+1(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x), 0 6 x 6 l. (3)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:
� ñìåùåíèå ëåâîãî êîíöà ïðè çàêðåïëåííîì ïðàâîì êîíöå

Q(0, t) = µ(t), Q(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (4)

� ñìåùåíèå äâóõ êîíöîâ

Q(0, t) = µ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 6 t 6 T, (5)

ãäå ôóíêöèè µ(t) è ν(t) � ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ. Â óðàâíåíèè (1) a2 = T0
ρ , ãäå T0 � íàòÿæåíèå

ñòðóíû, ρ � ïëîòíîñòü îäíîðîäíîé ñòðóíû.
Ïóñòü â íåêîòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè tk (k = 1, ...,m),

0 = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 = T,

çàäàíû ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé òî÷åê â âèäå

∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=tj

= ψj(x), 0 6 x 6 l, i = 1 , . . . , m. (6)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4) è (5) ìèíèìèçèðóåìûå èíòåãðàëû ãðàíè÷íîé ýíåðãèè
âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
� ïðè ñìåùåíèè ëåâîãî êîíöà è çàêðåïëåííîì ïðàâîì êîíöå

T∫
0

(
µ′(t)

)2
dt, (7)

� ïðè ñìåùåíèè äâóõ êîíöîâ

T∫
0

((
µ′(t)

)2
+
(
ν ′(t)

)2)
dt. (8)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî âñå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ ñî-
ãëàñîâàíèÿ [1�3,9, 10].
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è.
1. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå µ0(t), 0 6 t 6 T , ïîä âîçäåéñòâèåì

êîòîðîãî êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ñèñòåìû (1) èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (2) ïåðåõîäèò
â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (3), îáåñïå÷èâàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (6) è ìèíèìèçèðóÿ ôóíêöèîíàë (7).
2. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ µ0(t) è ν0(t), 0 6 t 6 T , ïîä âîçäåé-

ñòâèÿìè êîòîðûõ êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ñèñòåìû (1) èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (2)
ïåðåõîäèò â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (3), îáåñïå÷èâàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (6) è ìèíèìèçèðóÿ ôóíê-
öèîíàë (8).
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ îïòèìàëüíî-

ãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷èòûâàåòñÿ ñïåöèôèêà ïðîìåæóòî÷íûõ óñëîâèé. Ýòîò
ïîäõîä îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ñõåìå: èñõîäíûå çàäà÷è ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè óïðàâëåíèÿìè (èëè ñ
íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè) ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïðå-
äåëåííûìè âîçäåéñòâèÿìè ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äèíàìèêà ñâåäåííûõ ïðîöåññîâ
îïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), (9)
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ãäå V (x, t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ò. å. V (0, t) = V (l, t) = 0.
Â (9) äëÿ çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì ëåâîãî êîíöà ïðè çàêðåïëåííîì ïðàâîì êîíöå (ò. å. ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (4))

F (x, t) =
(x
l
− 1
)
µ̈ (t) ,

à äëÿ çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì äâóõ êîíöîâ (ò.å. ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (5))

F (x, t) =
(
µ̈(t)− ν̈(t)

)x
l
− µ̈(t).

Äàëåå äëÿ ôóíêöèè V (x, t) è äëÿ ïðîöåññà (9), ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå, ïðî-
ìåæóòî÷íûå, êîíå÷íûå óñëîâèÿ è èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííûå çàäà÷è
ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè, êîíå÷íûìè è ìíîãîòî÷å÷íûìè ïðîìåæóòî÷íûìè óñëîâèÿìè êàê ïðî-
áëåìà ìîìåíòîâ. Íà îñíîâå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïðîáëåì ìîìåíòîâ êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì [8] äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïåðâûõ n ãàðìîíèê ñòðîÿòñÿ îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäà÷è 1 îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå µ
(1)0
n (t), t ∈ [0, T ], ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

ñëåäóþùåì âèäå:
� ïðè tj−1 < t 6 tj , j = 1, 2, ..., m, t0 = 0:

µ(1)0n (t) =
1

(ρ01n)2

n∑
k=1

1

λk

[
F

(1)
jk

(
p
(1)0
k , q

(1)0
k , γ

(1)0
jk , λk, T, ti, t

)
+

+ G
(1)
jk

(
p
(1)0
k , q

(1)0
k , γ

(1)0
jk , λk, T, ti

)]
+ ϕ0(0),

ãäå

F
(1)
jk

(
p
(1)0
k , q

(1)0
k , γ

(1)0
jk , λk, T, ti, t

)
= −p(1)0k sinλk (T − t) +

+q
(1)0
k cosλk (T − t) +

m∑
i=j

γ
(1)0
ik sinλk (ti − t) ,

G
(1)
jk

(
p
(1)0
k q

(1)0
k , γ

(1)0
jk , λk, T, ti

)
= p

(1)0
k sinλkT + q

(1)0
k cosλkT +

m∑
i=j

γ
(1)0
ik sinλkti,

� ïðè tm < t 6 tm+1 = T :

µ(1)0n (t) =
1

(ρ01n)2

n∑
k=1

1

λk

[
−p(1)0k sinλk (T − t) + q

(1)0
k cosλk (T − t)

]
+ ϕ0(0).

Çäåñü èçâåñòíûå âåëè÷èíû p
(1)0
k , q

(1)0
k , γ

(0)
ik (k = 1, ..., n, i = 1, ..., m) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñîîò-

âåòñòâóþùåé çàìêíóòîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîëó÷åíû â õîäå ðåøåíèÿ
êîíå÷íîìåðíîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ. Äëÿ ïåðâûõ n ãàðìîíèê ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîì âèäå îïòè-
ìàëüíûå ôóíêöèè ïðîãèáà Q0

n(x, t) ñòðóíû.
Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò è âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàñ÷åòîâ, êîòîðûé

ïîäòâåðæäàåò ýôôåêòèâíîñòü ïîäõîäà. Â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû àíàëèçà, äàæå ïðè n = 1, ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ïîä âîçäåéñòâèåì ïîñòðîåííûõ îïòèìàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé ïîâåäåíèå
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïðîãèáà ñòðóíû äîñòàòî÷íî áëèçêî â ïðîìåæóòî÷íûõ ìîìåíòàõ âðåìå-
íè çàäàííûì ôóíêöèÿì çíà÷åíèé ñêîðîñòåé òî÷åê ñòðóíû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè îïòèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè èëè âîë-
íîâûìè ïðîöåññàìè â ôèçè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìèêðîñåðâèñíîé àðõèòåêòóðîé ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìèêðîñåðâèñíûå ñèñòåìû õàðàê-
òåðèçóþòñÿ âûñîêîé ñòåïåíüþ ñëîæíîñòè è íåîïðåäåëåííîñòè, ÷òî òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ àäåêâàò-
íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ èõ àíàëèçà è óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè òàêèõ ñèñòåì, ó÷èòûâàÿ
ñëó÷àéíûå âîçäåéñòâèÿ è êîëåáàíèÿ íàãðóçêè. Ïðèâåäåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è,
âêëþ÷àÿ ôóíêöèè öåëè è îãðàíè÷åíèÿ. Îïèñàíû ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèêðîñåðâèñíàÿ àðõèòåêòóðà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ñòîõàñòè÷åñêèå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, óïðàâëåíèå ðåñóðñàìè, íàäåæíîñòü
è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñèñòåìû.

AMS Subject Classi�cation: 93E20

1. Ââåäåíèå. Ìèêðîñåðâèñíàÿ àðõèòåêòóðà ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ïîïóëÿðíîé â ñîâðåìåííûõ
ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ [6]. Óïðàâëåíèå òàêèìè ñèñòåìàìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñëîæíóþ çàäà÷ó èç-çà èõ äèíàìè÷åñêîé ïðèðîäû è ïîäâåðæåííîñòè ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì
[4]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òàêîé
ñèñòåìîé.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Îñíîâíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû [7]:

dx(t) = f(x(t), u(t), t) dt+ g(x(t), u(t), t) dW (t), (1)

ãäå f(x, u, t) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÷àñòü, g(x, u, t) � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷àñòü, W (t) � Âèíåðîâñêèé
âåêòîðíûé ïðîöåññ.
Äëÿ ñëó÷àÿ ìèêðîñåðâèñíîé àðõèòåêòóðû ôóíêöèè f è g ìîãóò áûòü âûáðàíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

f(x, u, t) =


λ1(t) − µ1(x1, u1)
λ2(t) − µ2(x2, u2)

...
λn(t) − µn(xn, un)

 ,

ãäå λi(t) � èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà çàïðîñîâ ê i-ìó ìèêðîñåðâèñó, µi(xi, ui) � èíòåíñèâ-
íîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàïðîñîâ i-ì ìèêðîñåðâèñîì, çàâèñÿùàÿ îò òåêóùåé î÷åðåäè xi è âûäåëåííûõ
ðåñóðñîâ ui.

Èññëåäîâàíèå È. Ì. Äîáðèíöà âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-21-00296,
https://rscf.ru/project/23-21-00296/.
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g(x, u, t) =


σ1(x1, u1) 0 · · · 0

0 σ2(x2, u2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · σn(xn, un)

 ,

ãäå σi(xi, ui) îòðàæàåò âîëàòèëüíîñòü ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ â i-ì ìèêðîñåðâèñå.
Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÑÄÓ) âûáðàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìèêðîñåð-

âèñíîé àðõèòåêòóðû èç-çà èõ ñïîñîáíîñòè ó÷èòûâàòü ñëó÷àéíûå ôàêòîðû è íåîïðåäåëåííîñòè [1].
ÑÄÓ ïîçâîëÿþò áîëåå òî÷íî îïèñûâàòü äèíàìèêó ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, ïîäâåðæåííûõ ñëó-
÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì [5].

3. Ðåøåíèå çàäà÷è. Ôóíêöèÿ öåëè J ôîðìóëèðóåòñÿ êàê [3]:

J = E
[∫ T

0
(c1 · E(W (x(t))) + c2 ·R(u(t))) dt

]
,

ãäå E(W (x)) � îæèäàåìîå âðåìÿ îæèäàíèÿ â î÷åðåäè, R(u) � çàòðàòû íà ðåñóðñû, c1 è c2 �
âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.
Îãðàíè÷åíèÿ:

• îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå: umin 6 u(t) 6 umax;
• îãðàíè÷åíèÿ íà ñîñòîÿíèå: xmin 6 x(t) 6 xmax;
• äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ: ñîáëþäåíèå ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî êîëè÷åñòâà ñáîåâ â
îáñëóæèâàíèè (SLA).

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è:

1) Ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑÄÓ:
• ìåòîä Ýéëåðà � Ìàðóÿìû [5];
• ñòîõàñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ ìåòîäà Ðóíãå � Êóòòû [2].

2) Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ:
• ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì [9];
• ìåòîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [8].

Ðàçâåðíóòà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ ïî ìèêðîñåðâèñíîé àðõèòåêòóðå, ðàñïðå-
äåëåííàÿ ïî íåñêîëüêèì óçëàì, ãäå íåîáõîäèìî îïòèìèçèðîâàòü (îðêåñòðèðîâàòü) êîëè÷åñòâî
ñåðâåðîâ è ìàðøðóòèçàöèþ çàïðîñîâ äëÿ ìèíèìèçàöèè âðåìåíè îòâåòà è çàòðàò íà ðåñóðñû. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ÑÄÓ è ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû ýêñ-
ïåðèìåíòû, ïîêàçàâøèå çíà÷èòåëüíîå óëó÷øåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû è óñòîé÷èâîñòè ê
ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì ïðè îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè äàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìîé.
Â õîäå àïðîáàöèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëü-

òàòû:

• ñðåäíåå âðåìÿ îòêëèêà ñèñòåìû óìåíüøèëîñü íà 27% (ñ 250 ìñ äî 182 ìñ);
• óòèëèçàöèÿ ðåñóðñîâ ïîâûñèëàñü íà 18% (ñ 65% äî 83%);
• êîëè÷åñòâî ñáîåâ â îáñëóæèâàíèè (SLA) ñîêðàòèëîñü íà 42% (ñ 50 äî 29 ñëó÷àåâ â ÷àñ);
• çàòðàòû íà ðåñóðñû ñíèçèëèñü íà 15% ïðè ñîõðàíåíèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè.

Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû íà òåñòîâîé ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç 13 ìèêðîñåðâèñîâ, îáðàáà-
òûâàþùèõ â ñðåäíåì 1037 çàïðîñîâ â ñåêóíäó â òå÷åíèå 24-÷àñîâîãî ïåðèîäà íàáëþäåíèÿ.

4. Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìèêðîñåðâèñíîé ñèñòåìîé ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû ïîçâî-
ëÿþò ýôôåêòèâíî óïðàâëÿòü ðàñïðåäåëåííûìè ðåñóðñàìè â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.
Èñõîäíûå ôîðìóëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ áûëè àïðîáèðîâàíû íà òåñòîâîé ñèñòåìå, ðåçóëüòàòû

ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè óëó÷øåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ïðè âíåäðåíèè
ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ áóäóò íàïðàâëåíû íà ðàñøèðåíèå ìîäåëè äëÿ
ó÷åòà äîïîëíèòåëüíûõ âíåøíèõ ôàêòîðîâ è óëó÷øåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Àííîòàöèÿ. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè � ïîçèöèîííûé ïðèíöèï ìèíèìó-
ìà, � óñòàíîâëåííûé äëÿ çàäà÷ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì êîíöîì òðàåêòîðèé, îáîáùàåòñÿ íà ãëàäêóþ
çàäà÷ó ñ òåðìèíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ àáñòðàêòíûé
ìåòîä îïîðíûõ ìàæîðàíò, êîòîðûé êîíêðåòèçèðóåòñÿ äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ íà óðîâíå ìîäèôè-
öèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñ êâàäðàòè÷íûì øòðàôîì. Íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåçóñëîâíàÿ ýêñ-
òðåìàëüíàÿ çàäà÷à íå òðåáóåò ðåøåíèÿ: åñëè èññëåäóåìûé ïðîöåññ îïòèìàëåí â èñõîäíîé çàäà÷å
óïðàâëåíèÿ, òî ñïóñê ñ íåãî â áåçóñëîâíîé çàäà÷å íà äîïóñòèìóþ òðàåêòîðèþ ñ ïîìîùüþ ïîçèöè-
îííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà íåâîçìîæåí (ïðè ëþáîì âûáîðå ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà è øòðàôíîãî
ïàðàìåòðà). Íàðóøåíèå ýòîãî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ïðåäúÿâëåíèåì óëó÷øàþ-
ùåãî ïðîöåññà (êîòîðûé ìîæåò îêàçàòüñÿ ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîáõîäèìîå óñëîâèå, ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå, ñëàáî ìîíîòîííûå ôóíêöèè,
äâèæåíèÿ Êðàñîâñêîãî � Ñóááîòèíà.

AMS Subject Classi�cation: 49L99, 49K15

1. Ââåäåíèå. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîçèöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà [2�7] íà
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (P ):

ẋ = f(t, x, u), x(t0) = x0, (1)

u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1], (2)

gi
(
x(t1)

)
= 0, i = 1, k, (3)

J [σ] = g0

(
x(t1)

)
→ inf .

Çäåñü ÷åðåç σ îáîçíà÷åíû ïàðû ôóíêöèé (x, u) ñ óïðàâëåíèÿìè èç êëàññà U := L∞(T,U), U � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rm, âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x, u) íåïðåðûâíà, ãëàäêàÿ ïî x, è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà, âñå ôóíêöèè gi(x) òîæå ãëàäêèå.
×åðåç Σ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïàð σ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (1), (2), à ÷åðåç D ⊂ Σ �

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïàð (ïðîöåññîâ) çàäà÷è (P ).
Óïîìÿíóòûé ïîçèöèîííûé ïðèíöèï ìèíèìóìà (êðàòêî, F-ÏÌ) äîêàçàí â [2�7] äëÿ ðàçëè÷-

íûõ âàðèàíòîâ çàäà÷è (P0) áåç òåðìèíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (3). Îí áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè
îïîðíûõ ìàæîðàíò ôóíêöèîíàëà � ñëàáî óáûâàþùèõ (u-ñòàáèëüíûõ [9]) ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ
ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà Ãàìèëüòîíà � ßêîáè

ϕt(t, x) + min
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u) 6 0, ϕ(t1, x) = g0(x)− g0

(
x̄(t1)

)
. (4)

Äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ (êîòîðûå ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü) ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà (4) ñ÷èòàþòñÿ
ëèïøèöåâûìè, ãëàäêèìè ïî x ôóíêöèÿìè, îáðàçóþùèìè ïðîñòðàíñòâî F .
Åñëè âûáðàíî íåêîòîðîå ðåøåíèå ϕ(t, x) ∈ F íåðàâåíñòâà (4), òî íàõîäèòñÿ: ñîîòâåòñòâóþùåå

ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå

Uϕ(t, x) = Argmin
u∈U

ϕx(t, x) · f(t, x, u); (5)

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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ìíîæåñòâî Vϕ åãî ñåëåêòîðîâ v(t, x) � ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé ïîòåíöèàëüíîãî ñïóñêà (â îáùåì
ñëó÷àå ðàçðûâíûõ). Ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) ñ òàêèì óïðàâëåíèåì (ò. å. ïðè u = v(t, x)) ñ÷èòàåòñÿ
ïó÷îê äâèæåíèé Êðàñîâñêîãî � Ñóááîòèíà X (v) (ñì. [9]), äîïîëíåííûé ðåøåíèÿìè Êàðàòåîäîðè,
åñëè òàêîâûå ñóùåñòâóþò.
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèé F-ÏÌ (çàâèñÿùèé îò ϕ) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå

ñëåäóþùåãî
Óñëîâèÿ N(ϕ). Åñëè ïðîöåññ σ̄ = (x̄, ū) îïòèìàëåí â çàäà÷å (P0), òî òðàåêòîðèÿ x̄ îïòèìàëüíà

â ñëåäóþùåé ϕ-ïðèñîåäèíåííîé çàäà÷å:

g0

(
x(t1)

)
→ min, x(·) ∈ X (v), v ∈ Vϕ.

Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ìàæîðàíò íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíîé äëÿ ìàññîâîãî ïðèìåíåíèÿ è óíè-
âåðñàëüíîé ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíàÿ ìàæîðàíòà

ϕψ(t, x) = g0(x)− g0

(
x̄(t)

)
+
(
ψ(t)−∇g0

(
x̄(t)

))
·
(
x− x̄(t)

)
+ r(t). (6)

Çäåñü ψ(·) � êîòðàåêòîðèÿ ïðîöåññà σ̄, ò. å. ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

ψ̇ = −Hx

(
t, x̄(t), ψ, ū(t)

)
, ψ(t1) = g0x

(
x̄(t1)

)
,

ãäå H(t, x, ψ, u) = ψ · f(t, x, u), à ¾ïîïðàâêà¿ r(t) îáåñïå÷èâàåò ñëàáîå óáûâàíèå ôóíêöèè (6).
Äàííàÿ ìàæîðàíòà ôîðìèðóåòñÿ â ðàìêàõ êîíñòðóêöèé ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, íî

ñîîòâåòñòâóþùèé åé F-ÏÌ � óñëîâèå N(ψ) := N(ϕψ) � ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò ïðèíöèï Ïîíò-
ðÿãèíà (è åãî îáîáùåíèÿ òèïà Êëàðêà [12]; ñì. òàêæå [6]).
Ðàñïðîñòðàíåíèå F-ÏÌ íà çàäà÷ó (P ) îêàçàëîñü íåòðèâèàëüíûì. Ñõåìà òàêîãî ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ ïðåäñòàâëåíà â [8] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà (ÌÔË)
ñ êâàäðàòè÷íûì øòðàôîì. Îäíàêî å¼ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäî-
âàíèÿ ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íî èç-çà íåîáõîäèìîñòè ñîâåðøàòü ñèíãóëÿðíûå
ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû, îáóñëîâëåííûå ðàçðûâíîñòüþ ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé ñïóñêà.
Ïîýòîìó â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñîâåðøåííî íîâûé, àëüòåðíàòèâíûé ïîä-

õîä, ñâîáîäíûé îò óêàçàííûõ òðóäíîñòåé.

2. Îïîðíûå ìàæîðàíòû ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è óëó÷øåíèå äîïóñòèìîé òî÷êè. Â
íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå Z ðàññìîòðèì çàäà÷ó (A):

f(z)→ min, z ∈ D ⊂ Z,

ãäå f � êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ íà Z.
Ôóíêöèþ Φ(z), îïðåäåëåííóþ íà Z, íàçîâåì îïîðíîé ñâåðõó ê f â òî÷êå z̄ ∈ Z, åñëè Φ(z̄) = f(z̄)

è

f(z)− f(z̄) 6 Φ(z)− Φ(z̄), z ∈ Z.

Òàêóþ ôóíêöèþ Φ íàçîâåì îïîðíîé ìàæîðàíòîé f â òî÷êå z̄.
Ïîä çàäà÷åé óëó÷øåíèÿ òî÷êè z̄ â çàäà÷å (A) ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå òî÷êè z∗ ∈ D ñî ñâîé-

ñòâîì f(z∗) < f(z̄). (Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì z̄ íå äîëæíà áûòü ðåøåíèåì (A).)

Ïðåäëîæåíèå 1. Ëþáàÿ òî÷êà z∗ ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó Φ(z∗) < Φ(z̄), ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è óëó÷øåíèÿ òî÷êè z̄ â çàäà÷å (A).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (MA):

Φ(z)→ min, z ∈ Z.

Òîãäà ïðåäëîæåíèå 1 ðåêîìåíäóåò çàìåíèòü çàäà÷ó óëó÷øåíèÿ z̄ â çàäà÷å (A) (ò. å. ñïóñêà èç z̄
ïî f) çàäà÷åé ñïóñêà èç z̄ ïî ìàæîðàíòå Φ áåç ÿâíîãî ó÷åòà îãðàíè÷åíèÿ z ∈ D. Êîíå÷íî, â êàæ-
äîé êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè äàííîãî ïîäõîäà ðàçðåøèìîñòü íîâîé çàäà÷è ñïóñêà íà äîïóñòèìîì
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ìíîæåñòâå D òðåáóåò îáîñíîâàíèÿ. Íî åñëè îí îêàçàëñÿ âîçìîæíûì, òî óëó÷øàåìàÿ òî÷êà íå îï-
òèìàëüíà â èñõîäíîé çàäà÷å (îíà ¾áðàêóåòñÿ¿). Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ
ðåøàòü çàäà÷ó (MA).
Â ãëàäêèõ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷àõ ÌÔË è øòðàôíûå ôóíêöèè ïîðîæäàþò îïîðíûå ìàæî-

ðàíòû, äëÿ êîòîðûõ ïîëíîå îáîñíîâàíèå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ îáùåé òåîðèè ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
ìà [10] (äëÿ ÌÔË), èëè øòðàôîâ ñî ñðåçêàìè öåëåâîé ôóíêöèè [1] (ò. å. ïåðâîå ñëàãàåìîå áåðåòñÿ
â âèäå f̄+(z) := max{f(z̄), f(z)}).

3. Ïîçèöèîííûé ïðèíöèï ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (P ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà F-ÏÌ áóäåò
èñïîëüçîâàòüñÿ ÌÔË

Mλγ(x) = g0(x) + λ′g(x) +
γ

2
|g(x)|2, (7)

ãäå λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, g = (g1, . . . , gk), γ > 0 � ïàðàìåòð øòðàôà è | · | � åâêëèäîâà
íîðìà.
Ñâîéñòâà ôóíêöèè (7) è ñîîòâåòñòâóþùåãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è íà óñëîâíûé

ýêñòðåìóì g0(x)→ min, g(x) = 0 îïèñàíû â çàìå÷àòåëüíîé ñòàòüå Ïîëÿêà [11]. Â ÷àñòíîñòè, òàì
äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåçàâèñèìûõ ãðàäèåíòàõ îãðàíè÷åíèé â òî÷êå x̄ ñòàíäàðòíîé êâàäðàòè÷íîé
äîñòàòî÷íîñòè äëÿ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, â áåçóñëîâíîé çàäà÷åMλ̄γ(x)→ min, x ∈ Rn x̄ îñòàåòñÿ
òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ïðè λ̄ � èç óñëîâèÿ êðèòè÷íîñòè x̄, è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
γ). Ýòî ñâîéñòâî âàæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íî íàñ èíòåðåñóåò îïîðíîñòü ôóíêöèè
Mλγ .
Äëÿ ýòîãî, ñëåäóÿ [11], ïåðåïèøåì å¼ â ñëåäóþùåì âèäå

Mλγ(x) = f(x) +
γ

2
|g(x) + r|2 + ν,

ãäå r = λ/γ, ν = −λ2/2γ = −γ/2 · r2. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Mλγ(x)−Mλγ(x̄) = f(x)− f(x̄) +
γ

2

(
|g(x+ r)|2 − |r|2

)
.

Åñëè ïðè íåêîòîðûõ x∗, λ, γ ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà îêàçàëàñü < 0, òî è ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò
< 0, ÷òî äàåò íåðàâåíñòâî

f(x∗)− f(x̄) <
γ

2

(
|r|+ |g(x∗ + r)|

)(
|r| − |g(x∗ + r)|

)
.

Íî åñëè äîïîëíèòåëüíî îêàçàëîñü, ÷òî x∗ äîïóñòèìà, òî îíà ðåøàåò çàäà÷ó óëó÷øåíèÿ. Îòñþäà
è èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò îïîðíîñòü Mλγ â òî÷êå x̄.
Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñõåìó ï.2 ê çàäà÷å (P ), âçÿâ â êà÷åñòâå Φ ôóíêöèþ Mλγ , è

îáðàòèâøèñü ê ñåìåéñòâó çàäà÷ (Pλγ) áåç òåðìèíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé:

Mλγ

(
x(t1)

)
→ min, σ ∈ Σ. (8)

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé çàäà÷è (Pλγ) ìîæíî ïðèìåíèòü F-ÏÌ ñ êâàçèëèíåéíîé ìàæîðàíòîé, ò.
å. óñëîâèå N(ψ) ââåäåíèÿ (ïðè ýòîì â ðîëè g0 âûñòóïàåò ôóíêöèÿ Mλγ). Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ:
êîòðàåêòîðèÿ η(t) ïðîöåññà σ̄ çàäà÷è (8); å¼ âîçìóùåíèå

p(t, x) := ∇xϕη(t, x) = η(t) +∇Mλγ(x)−∇Mλγ

(
x̄(t)

)
(ñì. ôîðìóëû (5), (6)); η-ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå

Uη(t, x) = Argmin
u∈U

p(t, x) · f(t, x, u), (t, x) ∈ T ×Rn;

ìíîæåñòâî åãî ñåëåêòîðîâ Vη è äâèæåíèé Êðàñîâñêîãî�Ñóááîòèíà X (v), v ∈ Vη. (Çàâèñèìîñòü
ýòèõ îáúåêòîâ îò (λγ) îïóùåíà.)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Eη îáúåäèíåíèå âñåõ ïó÷êîâ äâèæåíèé ïî v ∈ Vη, à ÷åðåç ETλγ � ìíîæå-

ñòâî âñåõ äâèæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåðìèíàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì (3) (ýòî ìíîæåñòâî ìîæåò
ñîäåðæàòü òðàåêòîðèè îâûïóêëåííîé çàäà÷è (coP )).
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Òåîðåìà 1. Åñëè σ̄ = (x̄, ū) � îïòèìàëüíûé ïðîöåññ â çàäà÷å (P ), òî ïðè ëþáîì âûáîðå

λ ∈ Rk, è γ > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g0

(
x̄(t1)

)
6 g0

(
x(t1)

)
∀x ∈ ETλγ .

Ñìûñë òåîðåìû ÿñåí: â å¼ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñïóñê ñ σ̄ íà äîïóñòèìóþ òðàåêòîðèþ îâûïóêëåí-
íîé çàäà÷è (coP ) ñ ïîìîùüþ ïîçèöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà íåâîçìîæåí (σ̄ ¾íå áðàêóåòñÿ¿).
Â êîíòðïîçèòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà óêàçàííûé ñïóñê îêàæåòñÿ âîçìîæíûì, ïðîöåññ σ̄ íå îïòèìà-
ëåí, à ïîëó÷åííàÿ òðàåêòîðèÿ ñïóñêà x∗(·) çàäàåò äîïóñòèìûé ïðîöåññ â çàäà÷å (coP ) (íà åãî
òåñòèðîâàíèè â îáùåì ñëó÷àå íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ).
Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà íå òðåáóåò îò σ̄ áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è (8).
Îòíîñèòåëüíî ñòðàòåãèè âûáîðà ïàðàìåòðîâ λ, γ: λ ìîæåò íàñëåäîâàòüñÿ èç ïðèíöèïà ìàêñè-

ìóìà, à γ � ñëåäîâàòü ðåêîìåíäàöèÿì ñòàòüè [11].

4. Ïðèìåð. ẋ1 = 1 − u2
1, ẋ2 = x1u2, ẋ3 = x1 − u2, x1(0) = x2(0) = 0, x2(1) = 0, |u1| 6 1,

u2 ∈ [0, 1], x3(1)→ inf.
Çäåñü σ̄ = 0 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ Ïîíòðÿãèíà òîëüêî â àíîðìàëüíîì ñëó÷àå (ïðè ìíîæèòåëå

α0 = 0 â òåðìèíàëüíîì ëàãðàíæèàíå çàäà÷è), à â íîðìàëüíîì ñëó÷àå α0 = 1 σ̄ � íå ýêñòðåìàëü.
Åãî ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü (ñîãëàñíî òåîðèè, ýòî âñ¼ æå àíîðìàëüíàÿ ýêñòðåìàëü).
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, íàõîäèì: η1 ≡ 0, η2 ≡ λ, η3 ≡ 1, p(x) = (0, λ + γx2, 1)′ è ýêñòðåìàëüíîå

îòîáðàæåíèå Uη íàõîäèòñÿ èç çàäà÷è:[
2(λ+ γx2)x1 − 1

]
u2 → min, u2 ∈ [0, 1]. (9)

Åñëè x1(t)x2(t) > 0 íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå èç T , òî îãðàíè÷åíèå x2(1) = 0 íàðóøàåòñÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, íà èñêîìîé òðàåêòîðèè ñïóñêà x1(t) ≡ 0 è x2(t) ≡ 0, à óñëîâèå (9) äàåò u2 ≡ 1.
ßñíî, ÷òî çàíóëèòü ïåðâóþ êîìïîíåíòó òðàåêòîðèè ìîæíî òîëüêî îáîáùåííûì óïðàâëåíèåì
1/2 δ(+1,−1) + 1/2 δ(−1,+1). Íåðàâåíñòâî â òåîðåìå 1 ïðèâåëî íàñ ê ñêîëüçÿùåìó ðåæèìó � àá-
ñîëþòíîé ìèíèìàëè îâûïóêëåííîé çàäà÷è.
Ñèòóàöèÿ â äàííîì ïðèìåðå ÿñíà è áåç îñîáîé òåîðèè, íî âàæíî, ÷òî ôîðìàëèçì íåîáõîäèìîãî

óñëîâèÿ óëàâëèâàåò îñîáåííîñòè ïðèìåðà.
Îïûò ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ê òåñòîâûì ïðèìåðàì ñ îñîáåííîñòÿìè âíóøàåò ñäåðæàííûé îï-

òèìèçì. Îïðåäåëåííûå ïåðñïåêòèâû ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè äàííîãî F-ÏÌ ñâÿçàíû ñ àëãî-
ðèòìèçàöèåé âûáîðà λ, γ íà åãî èòåðàöèè.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè òîí÷àéøåãî (ýêîíîìíîãî) ïîêðûòèÿ ýëëèï-
ñîèäà ðàâíûìè øàðàìè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà
ïðèìåíåíèè ãåîäåçè÷åñêîé äèàãðàììû Âîðîíîãî è îïòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîé àíàëîãèè. Ïðîâåäåíû
âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîí÷àéøåå ïîêðûòèå, ïîêðûòèå øàðàìè, íååâêëèäîâà ìåòðèêà, îïòèêî-
ãåîìåòðè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ, äèàãðàììà Âîðîíîãî.

AMS Subject Classi�cation: 52C15

1. Ââåäåíèå. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òîí÷àéøåãî (ýêîíîìíîãî) ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà îòíîñèòñÿ ê
êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè [8]. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå èçâåñòíûìè ÿâëÿþò-
ñÿ çàäà÷è ïîêðûòèÿ ïëîñêèõ ôèãóð ðàâíûìè êðóãàìè [7] è òðåõìåðíûõ � ðàâíûìè øàðàìè [4].
Ïîäîáíûå ïîñòàíîâêè âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ: îò ðàçìåùåíèÿ áåñïðîâîäíûõ äàò÷è-
êîâ è ïðîåêòèðîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì [6] äî ïëàíèðîâàíèÿ ñòåðåîòàêñè÷åñêîé
ëó÷åâîé òåðàïèè ïðè ëå÷åíèè îïóõîëåé ãîëîâíîãî ìîçãà [5]. Îòìåòèì, ÷òî â óêàçàííûõ çàäà÷àõ
ìîæåò âîçíèêàòü èñêàæåíèå ñèãíàëà, ïðèâîäÿùåå ê íàðóøåíèþ ñôåðè÷åñêîé ôîðìû çîíû äåé-
ñòâèÿ îáîðóäîâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òîí÷àéøåãî ïîêðûòèÿ
ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà ðàâíûìè øàðàìè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ êàê åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå, òàê
è ñïåöèàëüíàÿ íååâêëèäîâà ìåòðèêà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ñèãíàëà â ãåòåðîãåííîé ñðåäå [1, 3].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíû ïîâåðõíîñòü (E) ⊂ X
� ýëëèïñîèä èëè ñåãìåíò ýëëèïñîèäà è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ 0 6 f(x, y, z) 6 β, îïðåäåëÿ-
þùàÿ ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ â êàæäîé òî÷êå (x, y, z) ∈ X. Åñëè f(xi, yi, zi) = 0, òî
òî÷êà (xi, yi, zi) ñ÷èòàåòñÿ íåïðîõîäèìîé. Ìåðîé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè p, q ∈ X áó-
äåì ñ÷èòàòü ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïåðåìåùåíèÿ íèìè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè

ρ(p, q) = min
Γ∈G(p,q)

∫
Γ

dΓ

f(x, y, z)
, (1)

ãäå G(p, q) � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ êðèâûõ, ïðèíàäëåæàùèõ (E) è ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè p è q.
Çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ òîí÷àéøåãî ïîêðûòèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íåîá-

õîäèìî ðàçìåñòèòü n øàðîâ Ci(Oi, R) ñ öåíòðàìè Oi = (xi, yi, zi) è îäèíàêîâûìè ðàäèóñàìè R,
êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü ðàäèóñîì ïîêðûòèÿ, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü (E) ïðèíàäëåæàëà îáúåäèíåíèþ
øàðîâ è ðàäèóñ R áûë ìèíèìàëüíûì. Òîãäà ïîëó÷àåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

R→ min, (2)

∀p ∈ (E),∃i : ρ(Oi, p) 6 R, (3)

Oi ∈ (E), i = 1, n. (4)

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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3. Î ìåòîäå ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(4) ïðåäëàãàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèé àëãî-
ðèòì, îñíîâàííûé íà ñîâìåñòíîì ïðèìåíåíèè ãåîäåçè÷åñêîé äèàãðàììû Âîðîíîãî è îïòèêî-
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà [1]. Èñïîëüçîâàíèå äèàãðàììû Âîðîíîãî ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó î
ïîêðûòèè ïîâåðõíîñòè n øàðàìè ê ñåðèè èç n çàäà÷ î ïîêðûòèè ñåãìåíòà ïîâåðõíîñòè îäíèì
øàðîì, à îïòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîä � íàéòè ïîêðûâàþùèé øàð ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà.
Äëÿ ñòàðòà àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàòü n öåíòðîâ ïîêðûâàþùèõ øàðîâ

Oi ∈ (E), i = 1, n. Äàëåå èç êàæäîé òî÷êè Oi âûïóñêàåòñÿ ñâåòîâàÿ âîëíà, è ñòðîÿòñÿ ãðàíèöû
ÿ÷ååê Âîðîíîãî, ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê, äîñòèãíóòûõ äâóìÿ èëè áîëåå âîëíàìè îäíîâðåìåííî [1].
Äàëåå ñâåòîâûå âîëíû âûïóñêàþòñÿ èç âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê êàæäîé ÿ÷åéêè, ÷òî ïîçâîëÿåò íàé-
òè èõ õàóñäîðôîâû öåíòðû [2], êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, áóäóò öåíòðàìè ïîêðûâàþùèõ øàðîâ
ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó. Â êà÷åñòâå ãëî-
áàëèçèðóþùåé ïðîöåäóðû ïðèìåíÿåòñÿ ìíîãîêðàòíàÿ ãåíåðàöèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (ìóëü-
òèñòàðò).
Îòìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñôåðû è ýëëèïñîèäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ

4-ãî ïîðÿäêà. Ýòî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ïîñòðîåíèå ïîêðûòèé èñêîìîãî âèäà äàæå â ñðàâíåíèè
ñî ñëó÷àåì, êîãäà ïîêðûâàåìîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé.
Ïðèìåð. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó ïîêðûòèÿ n øàðàìè ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

(E) :
x2

0.82
+

y2

0.82
+

z2

0.82
= 1,

â ñëó÷àå, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñ÷èòàåòñÿ åâêëèäîâûì, ò. å. f(x, y, z) = 1.
Ðåøåíèå çàäà÷è âûïîëíåíî c ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïîñðåäñòâîì

ìíîãîêðàòíîãî çàïóñêà ñ ïðèìåíåíèåì ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäå-
íû â òàáëèöå. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî ïîêðûòèå ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà øàðàìè â ñëó÷àå n = 10.

n R n R
4 1.0766 10 0.6519
5 0.9188 15 0.5400
6 0.7971 20 0.4769
7 0.7834 32 0.3840
8 0.7466 42 0.3456
9 0.7099 50 0.3120

4. Çàêëþ÷åíèå. Ðàçðàáîòàí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ãåîäåçè÷å-
ñêîé äèàãðàììû Âîðîíîãî è îïòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà. Â êà÷åñòâå ïîêðûâàåìîé ïîâåðõíî-
ñòè ðàññìîòðåíû ýëëèïñîèä è åãî ñåãìåíòû. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëîñü êàê åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå,
òàê è ñïåöèàëüíàÿ íååâêëèäîâà ìåòðèêà.
Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Ïðåäâàðèòåëüíîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ

èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè ïîêàçàëî, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûìè, à
ìåòîäû, îñíîâàííûå íà îïòè÷åñêèõ àíàëîãèÿõ, äàþò áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû.
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Àííîòàöèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèîííîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è îïòèìàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âèä íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ ñïëàéí ôóíêöèè íà êàæäîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ. Â ñòàòüå êðàòêî ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòì
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AMS Subject Classi�cation: 49J20

Çàäà÷à îïòèìàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè äèíàìè÷åñêè èñ-
êàæåííîãî ñèãíàëà ïî èçâåñòíîìó íàáëþäàåìîìó âûõîäíîìó ñèãíàëó è ïàðàìåòðàì èçìåðèòåëü-
íîãî óñòðîéñòâà (ÈÓ) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è óðàâíåíèé
ñîáîëåâñêîãî òèïà [4].
Èçìåðèòåëüíîå óñòðîéñòâî ìîäåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé{

Lẋ = Ax+Bu,

y = Cx,
(1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà[
(αL−A)−1 L

]p+1
(x(0)− x0) = 0, (2)

êîòîðîå îòðàæàåò íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÈÓ äëÿ íåêîòîðîãî x0 ∈ Rn, α ∈ ρL(M) [2].
Â ñèñòåìå (1) ïåðâîå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ñèñòåìó ëåîíòüåâñêîãî òèïà (êîíå÷íîìåðíûé àíàëîã

óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà), L è A � ìàòðèöû, õàðàêòåðèçóþùèå ñòðóêòóðó ÈÓ; x(t) è ẋ(t)
âåêòîð-ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ÈÓ è ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; y(t) � âåêòîð-
ôóíêöèÿ íàáëþäåíèÿ; C � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, õàðàêòåðèçóþùàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñî-
ñòîÿíèåì ñèñòåìû è íàáëþäåíèåì; u(t) � âåêòîð-ôóíêöèÿ èçìåðåíèé; B � ìàòðèöà, õàðàêòåðè-
çóþùàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû è èçìåðåíèÿìè.
Íåèçâåñòíûé âõîäíîé ñèãíàë íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êî-

òîðîé ìèíèìèçèðóåòñÿ øòðàôíîé ôóíêöèîíàë

J(v) = min
u∈U∂

J (x(u), u)

â âèäå

J(u) = J (x(u)) =
1∑

k=0

τ∫
0

∥∥∥Cx(k)(t)− y(k)0 (t)
∥∥∥2 dt (3)

Ôîðìà ôóíêöèîíàëà (3) îïðåäåëÿåò îñíîâíóþ èäåþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïòèìàëüíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó âûõîäíûì ñèã-
íàëîì y(t) = Cx(t) ìîäåëèðóåìûì ñèñòåìîé (1), è íàáëþäàåìûì âûõîäíûì ñèãíàëîì y0(t) (èëè
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íàáëþäåíèåì) ïî ïîêàçàíèÿì ÈÓ è èõ ïðîèçâîäíûì [3]. Ôóíêöèÿ v(t), ïðè êîòîðîé äîñòèãà-
åòñÿ ìèíèìóì øòðàôíîãî ôóíêöèîíàëà, íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì äèíàìè÷åñêèì èçìåðåíèåì.
Èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå ïîäõîäû ïîäðîáíî îïèñàíû â [1,2].
Îïèøåì àëãîðèòì ñïëàéí-ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû: ìàòðèöû, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (1) è íà÷àëüíîå

óñëîâèå (2), íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0 ∈ Rn; ìàññèâ íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé Y0i â óçëîâûõ òî÷êàõ
ti = 0, 1, . . . , n âûõîäíîãî ñèãíàëà, ïðè÷åì ti+1 − ti = δ, t0 = 0, tn = τ .

1. Ðàçáèâàåì èíòåðâàë [0, τ ] íà M èíòåðâàëîâ [τm−1, τm], ãäå m = 1, 2, . . . ,M è t0 = τ0 = 0,
tn = τM .

2. Íà êàæäîì èíòåðâàëå [τm−1, τm], ñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííóþ ôóíêöèþ yl0m(t) â âèäå ïîëè-
íîìà ñòåïåíè l 6 (n− 1)/M .

3. Äëÿ m = 1, 2, . . . ,M íà îòðåçêå [τm−1, τm], ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî
äèíàìè÷åñêîãî èçìåðåíèÿ. {

Lxm = Axm +Bulm,

ym = Cxm,[
(αL−A)−1 L

]p+1
(x(τm−1)− xm) = 0,

J(vlm) = min
um∈U∂

J (xm(u), u) ,

J(u) = J (x(u)) =
1∑

k=0

τm∫
τm−1

∥∥∥∥Cx(k)m (t)−
(
yl0m(t)

)(k)∥∥∥∥2 dt.
Íàéä¼ì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå îïòèìàëüíîãî èçìåðåíèÿ vlm (t) â âèäå ïîëèíîìà ñòåïå-

íè l, íàêëàäûâàþùåãî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè

vlm (τm) = vlm+1 (τm) ,

äëÿ u ∈ U∂m, ãäå U∂m ⊂ U∂ � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî U∂ .
4. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñïëàéí-ôóíêöèþ

ṽlk (t) =
⋃
m

vlkm (t) ,

íåïðåðûâíóþ íà [0, τ ].

Â ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ñè-
ñòåìà 

Lx1 = x2,

Lx2 = −25x1 − 5x2 + 25u,

y = x2,

Òåñòîâûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí ïåðèîä ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû ñ àìïëèòóäîé 0,48 Â,
÷àñòîòîé 2 Ãö, ñî ñäâèãîì ôàç 270 ãðàäóñîâ, ïîñòîÿííûì ñìåùåíèåì 0,48 Â è ÷àñòîòîé 2 Ãö è
u = 0, 48 sin(4πt+ 3π/2) + 0, 48, t = [0; 2π].
Íà âñåõ ðèñóíêàõ òåñòîâûé ñèãíàë ïîêàçàí ñèíèì ãðàôèêîì. Â ðàáîòå íàáëþäàåìûé ñèãíàë

(çåëåíûé ãðàôèê) èñêàæàåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò èíåðöèè èçìåðèòåëüíîãî óñòðîéñòâà (ðèñ. 1).
Ïðè âîññòàíîâëåíèè âõîäíîãî ñèãíàëà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ñïëàéí-ìåòîäà ïðèíèìàþòñÿ ñëå-

äóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

x1(τm−1) = ξm−1, x2(τm−1) = pm−1, (4)

ãäå ξm−1 = y0(τm−1), pm−1 = y′0(τm−1). Âûïîëíåíèå àëãîðèòìà áûëî îñòàíîâëåíî ïîñëå øàãà 20
èç-çà óâåëè÷åíèÿ îøèáêè ñ êàæäûì ïîñëåäóþùèì øàãîì (ðèñ. 2, à)). Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ
(ðèñ. 2, á)) áûëà ïîëó÷åíà ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé

x1(τm) = ξm, x2(τm−1) = pm−1, (5)

ãäå ξm = y0(τm).
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Ðèñ. 1. Ñèíèé öâåò � u(t), çåëåíûé öâåò � y0(t)

Òàêæå áûëè èñïîëüçîâàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âèäà

x1(τm) = ξm, x2(τm) = pm. (6)

Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2, â). Îòìåòèì, ÷òî íåïîëíàÿ
ïðîâåðêà èíåðöèîííîñòè èçìåðèòåëüíîãî óñòðîéñòâà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ âõîä-
íîãî ñèãíàëà âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî.

à) á) â)

Ðèñ. 2. à) Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4), á)Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (5), â)Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (6)
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Àííîòàöèÿ. Ïîïóëÿðíîñòü îäíîãî èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Python âî ìíîãîì îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì öåëîãî ðÿäà áèáëèîòåê, îðèåíòèðîâàííûõ íà ðåøåíèå
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷. Ñðåäè áèáëèîòåê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæ-
íî âûäåëèòü Gekko, Control, CasADi è äð. Â ðàáîòå òðè óïîìÿíóòûå áèáëèîòåêè ñðàâíèâàþòñÿ
íà îñíîâå ðåøåíèÿ èìè òðåõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Êàæäàÿ èç áèáëèîòåê èñïîëüçóåò
îïðåäåë¼ííûé óðîâåíü àáñòðàêöèè, âëèÿþùèé íà âîçìîæíîñòè è ïðîñòîòó ðåøåíèÿ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Áèáëèîòåêè Python, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, gekko, control, casadi.

AMS Subject Classi�cation: 49-04

1. Ââåäåíèå. Îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ Python. Ïðè-
÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îãðîìíîãî ÷èñëà áèáëèîòåê. Áèáëèîòåêè îðèåíòèðîâàíû äëÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, â òîì ÷èñëå è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Áèáëèîòåê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî: Gekko [6], Control

[7], CasADi [4], PyOMO [8], CVXOPT [5] è äðóãèå.
Êàæäàÿ áèáëèîòåêà èñïîëüçóåò îïðåäåëåííûé óðîâåíü àáñòðàêöèè. Îò óðîâíÿ àáñòðàêöèè çà-

âèñÿò âîçìîæíîñòè áèáëèîòåêè è ïðîñòîòà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è.
Ñõåìà ðàáîòû âñåõ áèáëèîòåê ïðèìåðíî îäèíàêîâàÿ. Íà ïåðâîì øàãå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðå-

õîä îò çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â íåêîòîðûõ
(Gekko, Control) ýòîò øàã âûïîëíÿåò ñàìà áèáëèîòåêà, à â äðóãèõ (CasADi) åãî ðåàëèçóåò ïîëü-
çîâàòåëü ñ èñïîëüçîâàíèåì èíñòðóìåíòàðèÿ áèáëèîòåêè. Âòîðûì øàãîì âûïîëíÿåòñÿ ðåøåíèå
çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âñòðîåííûõ ìåòîäîâ
(Control èñïîëüçóåò ìåòîäû íà áàçå èçâåñòíîé áèáëèîòåêè SciPy), ëèáî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòîðîí-
íèõ ðåøàòåëåé (Gekko è CasADi èñïîëüçóþò ïî óìîë÷àíèþ ðåøàòåëü IPOPT).

2. Ðåøåíèå çàäà÷. Òåñòèðîâàíèå áèáëèîòåê ïðîâîäèëîñü íà ðÿäå çàäà÷ èç [1]. Çà x = x(t) îáî-
çíà÷àåòñÿ ñîñòîÿíèå, çà u = u(t) óïðàâëåíèå. Â ïåðâûõ äâóõ ïðèìåðàõ íå ïðèâîäèòñÿ ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ïàðàìåòðîâ è ôóíêöèé. Ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷ èëè âàðèàíòàìè ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ òàêæå â [1].

2.1. Îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå ïîñòàâêè ïðîäóêöèè.

J(u) =

∫ t1

t0

[f1(x(t)− r(t)) + f2(u(t))]dt→ min;

ẋ = u(t), x(t0) = x0, t ∈ T = [t0, t1];

f1(ξ) =

{
a1ξ

2, ξ > 0;

b1ξ
2, ξ < 0;

b1 > a1 > 0.

f2(u) =

{
a2u

2, u > 0;

b2u
2, u < 0;

a2 > 0, b2 > 0.

Èññëåäîâàíèå Ä. Å. Êîïûëîâà âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 23-21-00296,
https://rscf.ru/project/23-21-00296/.
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Çäåñü a1, a2, b1, b2 � çàäàííûå ïàðàìåòðû, r = r(t) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ðàáîò áèáëèîòåê ìîæíî ñ ìåòîäîì, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â [2].
Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è è ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåê.
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Ðèñ. 2. Ðåøåíèå çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ïëàíèðîâàíèè èíâåñòèöèé

2.2. Îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå èíâåñòèöèé.

J(u) =

∫ t1

t0

(u(t)− 1)x(t)dt→ min;

ẋ = αux, x(0) = c;

u(t) =
y1(t)

x(t)
∈ [0, 1], t ∈ [t0, t1].
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Äëÿ äàííîé çàäà÷è èçâåñòíî, ÷òî èíâåñòèðîâàòü íóæíî äî ìîìåíòà âðåìåíè t = t1 − 1/α, à
ïîñëå ñîâñåì ïðåêðàòèòü èíâåñòèðîâàòü.
Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

2.3. Ìÿãêîå ïðèëóíåíèå êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ. Íåêîòîðûå çàäà÷è èìåþò ñïåöèôè÷åñêóþ ïîñòà-
íîâêó. Òàê, â äàííîé çàäà÷å ïðàâûé êîíåö íå çàêðåïëåí. Ýòó çàäà÷ó óäàëîñü ðåøèòü òîëüêî ñ
èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè Gekko.
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Ðèñ. 3. Ðåøåíèå çàäà÷è î ïðèëóíåíèè êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ

J(u, T ) =

∫ T

t0

u(t)dt→ min;

v̇ =
βu(t)

m
− g, ẏ = v, ṁ = −u(t);

y(0) = y0, v(0) = v0, m(0) = m0,

y(T ) = 0, v(T ) = 0,

0 6 u(t) 6 umax, t ∈ [0, T ].

Ïàðàìåòðû çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò ñïóñêàåìîìó àïïàðàòó, àíàëîãè÷íîìó Apollo-11, êîòîðûé
îñóùåñòâëÿë ïîñàäêó íà Ëóíó â 1969 ã [3] (ìàññà 15 000 êã, âûñîòà 150 ì, ñêîðîñòü 8.2 ì/ñá,
èìïóëüñ äâèãàòåëÿ β = 3050 ì/ñ, g = 1.62 ì/ñ2 , umax = 15.74 êã/ñ).
Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ çàòðàòû òîïëèâà íà ïîñàäêó ñîñòàâèëè 163, 398 êã, ïåðåõîä ñ ðå-

æèìà ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â ðåæèì óïðàâëÿåìîãî ïàäåíèÿ ñîñòîÿëñÿ ñïóñòÿ 5, 29 ñåêóíäû, îáùåå
âðåìÿ ïîñàäêè 15, 56 ñåêóíäû. Â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [3] ïðèâåäåíî ñëåäóþùåå ðåøåíèå: çàòðàòû
òîïëèâà 170, 08 êã, ïåðåêëþ÷åíèå â ìîìåíò âðåìåíè 4, 7347 ñåêóíäû è âðåìÿ ïîñàäêè 16, 4083
ñåêóíäû.

2.4. Ñðàâíåíèå áèáëèîòåê. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2 ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òðåõ áèáëèîòåê (çàäà÷à 3 ðåøàëàñü òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè Gekko).
Ñ ïåðâîé çàäà÷åé ëó÷øå ñïðàâèëàñü áèáëèîòåêà CasADi. Áèáëèîòåêà Gekko îêàçàëàñü ìåäëåí-

íåå, ÷åì CasADi è Control, íî ïðè ýòîì îíà ïîçâîëèëà ðåøèòü áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó 3, êîòîðóþ
íåëüçÿ òàê ïðîñòî ðåøèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì CasADi è Control.
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû

Çàäà÷à 1 Çàäà÷à 2
Áèáëèîòåêà Âðåìÿ J Âðåìÿ J

Gekko 6.96 24.37 6.90 -147.53

Control 2.14 22.47 0.63 -145.10
CasADi 0.48 22.18 1.29 -136.24

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå 22.45 -143.41

3. Çàêëþ÷åíèå. Åñëè èññëåäîâàòåëþ íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
òî îí ìîæåò âîñïîëüçîâàòüñÿ îäíîé èç ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå áèáëèîòåê. Ïåðâûì, ÷òî ñëåäóåò
ïîïðîáîâàòü, ÿâëÿåòñÿ áèáëèîòåêà Gekko. Åñëè íåîáõîäèìî ðåøàòü ñïåöèôè÷åñêóþ çàäà÷ó, òî
ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà áèáëèîòåêó CasADi. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü ñî
ñëîæíûìè ñèñòåìàìè, ãäå òðåáóåòñÿ ïðèâëåêàòü àïïàðàò òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ,
ìîæåò áûòü ïîëåçíîé áèáëèîòåêà Control.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ çàïàçäûâàíèå ïî
ôàçîâûì ïåðåìåííûì è óïðàâëÿåìûé ðàçðûâ ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òàêîãî
òèïà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïðåäñòàâëåíèè óïðàâ-
ëÿþùèõ ôóíêöèé â âèäå îáîáùåííîãî ñïëàéíà ñ ïîäâèæíûìè óçëàìè è ïîñëåäóþùåì ñâåäåíèè
èñõîäíîé çàäà÷è ê êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåò-
ðîâ óïðàâëåíèÿ. Â èññëåäîâàíèè ïåðåìåííûå ïîëó÷åííîé êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è ðàñøèðÿþòñÿ
ìîìåíòîì ðàçðûâà ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Äëÿ ïåðåìåííûõ êîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ
àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé ôóíêöèè íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ñîïðÿæåííûõ ïå-
ðåìåííûõ èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, çàïàçäûâàíèå, óïðàâëÿåìûé ðàçðûâ ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè, ÷èñëåííûå ìåòîäû, ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè.

AMS Subject Classi�cation: 49M37

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðèêëàäíûõ äèíàìè÷åñêèõ îïòèìèçàöèîííûõ
ïðîáëåì, ôîðìóëèðóåìûõ â òåðìèíàõ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÎÓ), çà÷àñòóþ âîçíèêà-
þò çàäà÷è ñ ðàçðûâàìè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, íàïðèìåð, [1, 3]. Äðóãèì óñëîæíåíèåì ìîäåëè ìî-
æåò áûòü íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà çàïàçäûâàþùåãî ïî âðåìåíè ýôôåêòà, íàïðèìåð [4�6]. Â ðàáîòå [7]
ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìîé â óñëîâèÿõ ìàññîâîãî çàáîëåâàíèÿ, â
ðàìêàõ êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò îäíîâðåìåííî êàê çàïàçäûâàíèå ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì, òàê è
óïðàâëÿåìûé ðàçðûâ ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ÎÓ ïîäîáíîãî ðîäà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå:

ẋ = f(t, x(t), x(t− h), u(t)); (1)

u(t) ∈ U, t0 6 t 6 T ; (2)

x(t) = ψ(t), t0 − h 6 t 6 t0; (3)

x(τ+) = θ(x(τ−)) äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ [t0;T ] ; (4)

J = g(x(T ), τ)→ min . (5)

Çäåñü ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ x(t) ∈ <n, âåêòîð ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ u(t) ∈ <r ïðè t0 6 t 6 T,
f : <1+2n+r → <n, g : <n → <, ψ : < → <n, θ : <n → <n. Ôóíêöèÿ ψ(t) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ
âåëè÷èíà, îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå x äî ìîìåíòà íà÷àëà óïðàâëåíèÿ. Ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà h > 0
îïðåäåëÿåò òî÷å÷íîå çàïàçäûâàíèå ñèñòåìû. Ñêàëÿð τ ÿâëÿåòñÿ óïðàâëÿåìûì ìîìåíòîì ðàçðûâà
ôàçîâîé òðàåêòîðèè, çíà÷åíèå òðàåêòîðèè â τ+ îïðåäåëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèåé θ(x).
Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(5) èùåòñÿ â êëàññå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé.
Ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè [2, 4] çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ ïðîìåæóòêà

[t0, T ]

t0 6 t1 6 . . . 6 tN ≡ T, (6)

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 24-28-00542, https://rscf.ru/project/24-
28-00542/.

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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è çàêðåïëåíèè ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ íà ïðîìåæóòêàõ [tk−1, tk), 1 6 k 6 N . Ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è èùåòñÿ â êëàññå óïðàâëåíèé âèäà:

uµ(t) = ukµ(t; v
k
µ), tk−1 6 t < tk, k = 1, . . . , N, µ = 1, . . . , r, (7)

ãäå vkµ ∈ Rd, u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)) ∈ U è, ñîîòâåòñòâåííî, vk = (vk1 , . . . , v
k
r ) ∈ Rd×r.

Ïóñòü óïðàâëåíèå (2) ïàðàìåòðèçîâàíî â âèäå (6), (7), òîãäà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ x(t), ïî-
ðîæäåííàÿ çàäà÷åé Êîøè (1), (3), (4), ïðè 1 6 k 6 N ïðèíèìàåò çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ
óïðàâëåíèÿ wk = (tk, v

k) ≡ (wk0,0, w
k
1,1, . . . , w

k
r,d) è ìîìåíòà τ :

x(t) =

{
z(t;w1, . . . , wk−1, vk), tk−1 6 t < tk, t < τ ;

z(t;w1, . . . , wk−1, vk, τ), tk−1 6 t < tk, t > τ.

Ôóíêöèè z(·) íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé:

z(t;w1, . . . , wk−1, vk, τ) = ψ(t), t0 − h 6 t 6 t0, k = 0;

z(t;w1, . . . , wk, vk+1, τ) = z(tk;w
1, . . . , wk−1, vk, τ)+∫ t

tk

f
(
s, z(s;w1, . . . , wk−1, vk, τ), z(s− h;w1, . . . , wk−1, vk, τ), uk(s; vk)

)
ds, tk 6 t < tk+1, t < τ ;

z(t;w1, . . . , wk, vk+1, τ) = θ(z(τ−;w1, . . . , wk−1, vk, τ))+∫ t

τ
f
(
s, z(s;w1, . . . , wk−1, vk, τ), z(s− h;w1, . . . , wk−1, vk, τ), uk(s; vk)

)
ds, tk 6 t < tk+1, τ 6 t.

Ââåäåì ôóíêöèþ
ϕ(w1, . . . , wN , τ) = g(z(T ;w1, . . . , wN−1, vN , τ)). (8)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à (1)�(5) ðåäóöèðóåòñÿ ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(ÍÏ):

ϕ(w1, . . . , wN , τ)→ min ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

W = {wk : wk−1
0,0 6 wk0,0, u

k(t; vk) ∈ U, wk−1
0,0 6 t 6 wk0,0,

k = 1, ..., N ; t0 6 τ 6 T,w0
0,0 = t0, w

N
0,0 ≡ T 6 T ∗}.

(9)

2. Ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì óïðàâëåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ê çàäà÷å ÍÏ (9) ïðèìå-
íÿòü ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåîáõîäèì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé ôóíêöèè
ϕ(w1, . . . , wN , τ). Çàâèñèìîñòü ϕ îò (w1, . . . , wN , τ) çàäàíà îïîñðåäîâàííî, òàêèì îáðàçîì âû÷èñ-
ëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ çàäà÷ó.
Â [4] ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ÎÓ ñ òî÷å÷íûì çàïàçäûâàíèåì áåç ðàçðûâà ôàçîâîé òðàåêòîðèè:

(1)�(3), (5). Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ÍÏ (9) èìåëà âèä

ϕ(w1, . . . , wN )→ min ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

W = {wk : wk−1
0,0 6 wk0,0, u

k(t; vk) ∈ U, wk−1
0,0 6 t 6 wk0,0,

k = 1, ..., N ;w0
0,0 = t0, w

N
0,0 ≡ T 6 T ∗}.

(10)

È ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ öåëåâîé ôóíêöèè ϕ ïî ïåðåìåííûì (w1, . . . , wN ) äëÿ çàäà÷è
(10) ñ óñëîâèÿìè (1)-(3), (5) ðåøàëàñü íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû.
Ââåäåì ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà è ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåí-

íûõ:

H(t, p, x, ξ, u) = 〈p, f(t, x, ξ, u)〉 ; (11)
dp

dt
= − ∂H(p(t), x, ξ, u(t))

∂x

∣∣∣∣
x=x(t),ξ=x(t−h)

− ∂H(p(t+ h), x, ξ, u(t+ h))

∂ξ
θ(T − h− t)

∣∣∣∣
x=x(t+h),ξ=x(t)

;

(12)



ÌÅÒÎÄ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈÇÀÖÈÈ Â ÇÀÄÀ×Å ÎÓ 123

p(T ) =
∂g(x)

∂x

∣∣∣∣
x=x(T )

. (13)

Òåîðåìà 1. [4] Ïóñòü ôóíêöèè f , g, âõîäÿùèå â ïîñòàíîâêó çàäà÷è (1)�(3), (5), íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû ïî âñåì ïåðåìåííûì. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ϕ â
çàäà÷å (10) ïî ïàðàìåòðàì âåðíû ôîðìóëû:

∂ϕ(w1, . . . , wN , τ)

∂tk
= H(tk, p(tk), x(tk), x(tk − h), uk(tk, vk))−

H(tk, p(tk), x(tk), x(tk − h), uk+1(tk, v
k+1));

∂ϕ(w1, . . . , wN , τ)

∂T
= H(T, p(T ), x(T ), x(T − h), uN (T, vN ));

∂ϕ(w1, . . . , wN , τ)

∂vkµ,α
=

∫ tk

tk−1

∂H(s, p(s), x(s), x(s− h), u(s))
∂uµ

∂ukµ(s, v
k)

∂vkµ,α
ds.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÎÓ (1)-(5) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé çàäà÷ó ÍÏ (9). Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîä-
íûõ öåëåâîé ôóíêöèè ϕ â çàäà÷å (9) òàêæå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èñïîëüçîâàíèþ ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ. Îäíàêî ñèñòåìà ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ íå èäåíòè÷íà ââåäåííîé âûøå (11), (12),
(13). Åñëè ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò ðàçðûâ, òî ñîïðÿæåííàÿ åé òàêæå èìååò ðàçðûâ.
Ââåäåì óñëîâèå ðàçðûâà ñîïðÿæåííîé òðàåêòîðèè [1]:

p(τ−) = p(τ+)
∂θ(x)

∂x

∣∣∣∣
x=x(τ−)

. (14)

Òàêèì îáðàçîì â çàäà÷å ÎÓ (1)�(5) ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè (11), (12),
(13), (14).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè f , g, θ, âõîäÿùèå â ïîñòàíîâêó çàäà÷è (1)�(5), íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìû ïî âñåì ïåðåìåííûì. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ϕ â
çàäà÷å (9) ïî ïàðàìåòðàì âåðíû ôîðìóëû:

∂ϕ(w1, . . . , wN , τ)

∂tk
= H(tk, p(tk), x(tk), x(tk − h), uk(tk, vk))−

H(tk, p(tk), x(tk), x(tk − h), uk+1(tk, v
k+1));

∂ϕ(w1, . . . , wN , τ)

∂τ
= H(τ, p(τ−), x(τ−), x(τ − h), u(τ−))−

H(τ, p(τ+), x(τ+), x(τ − h), u(τ+));

∂ϕ(w1, . . . , wN , τ)

∂T
= H(T, p(T ), x(T ), x(T − h), uN (T, vN ));

∂ϕ(w1, . . . , wN , τ)

∂vkµ,α
=

∫ tk

tk−1

∂H(s, p(s), x(s), x(s− h), u(s))
∂uµ

∂ukµ(s, v
k)

∂vkµ,α
ds.

Äàííàÿ òåîðåìà äàåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà öåëåâîé ôóíêöèè
â ïîñòðîåííîé çàäà÷å (9), ÷òî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ÍÏ.
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Àííîòàöèÿ. Ñòàâèòñÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà äâóõñòóïåí÷àòàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñèñòåìàìè íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà

è ìíîãîòî÷å÷íûì ôóíêöèîíàëîì êà÷åñòâà. Äîêàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà òèïà ïðèí-

öèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà è ëèíåàðèçîâàííîãî óñëîâèÿ ìàêñèìóìà. Ïîëó÷åí àíàëîã óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððà, ñòóïåí÷àòàÿ çàäà÷à

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìíîãîòî÷å÷íûé ôóíêöèîíàë, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè.

AMS Subject Classi�cation: 49K15, 49K20

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíà äâóõñòóïåí÷àòàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ
ñèñòåìîé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà è íåãëàäêèì òåðìèíàëüíûì
ôóíêöèîíàëîì.
Äîêàçàí ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ

ïî íàïðàâëåíèþ.
Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êðèòåðèé êà÷åñòâà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîòî÷å÷íûì ôóíêöèîíàëîì òèïà Áîëüöà.
Äîêàçàí ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè.
Ïóñòü Ti = [ti−1, ti], i = 1, 2 � çàäàííûå îòðåçêè, U1 ∈ Rr, U2 ∈ Rq- çàäàííûå íåïóñòûå è

îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà, θi ∈ (t0, t1], i = (1,m)(t0 < θ1 < θ2 < . . . < θm 6 t1), ψi ∈ (t1, t2], i =

(1, k)(t1 < ψ1 < ψ2 < . . . < ψk 6 t2) � çàäàííûå òî÷êè.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìóìå ìíîãîòî÷å÷íîãî ôóíêöèîíàëà

S(u1, u2) = ϕ1((x(θ1), x(θ2), . . . , x(θm)) + ϕ2((y(ξ1), y(ξ2), . . . , y(ξk))+

+

∫ t1

t0

[ ∫ t

t0

F1(τ, x(τ), u1(τ))dτ

]
dt+

∫ t2

t1

[ ∫ t

t1

F2(τ, y(τ), u2(τ))dτ

]
dt, (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

ẋ(t) = f1(t, x(t), u1(t)) +

∫ t

t0

K1(t, τ, x(τ), u1(τ))dτ, t ∈ T1, (2)

x1(t0) = x10, (3)

ẏ(t) = f2(t, y(t), u2(t)) +

∫ t

t1

K2(t, τ, y(τ), u2(τ))dτ, t ∈ T2, (4)

y(t1) = G(x(t1)) (5)

u1(t) ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T1, u2(t) ∈ U ⊂ Rq, t ∈ T2, (6)

Çäåñü u1(t)(u2(t))−−− r(q)-ìåðíàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ (ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà
ïåðâîãî ðîäà) âåêòîð-ôóíêöèÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (äîïóñòèìàÿ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ),
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x10 � çàäàííûé ïîñòîÿííûé n-ìåðíûé âåêòîð, f1(t, x, u1),K1(t, τ, x, u1)(f2(t, y, u2),K2(t, τ, y, u2))
� çàäàííûå n-ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x(y), G(x) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ, ϕ1(x1, x2, . . . , xm), ϕ1(y1, y2, . . . , yk) � çàäàííûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ñêà-
ëÿðíûå ôóíêöèè, F1(t, τ, x, u1)(F2(t, τ, y, u2)) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x(y) ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïàðó (u1(t), u2(t)) ñ âûøåïðèâåäåííûìè ñâîéñòâàìè íàçîâåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì, à ñî-

îòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ (u1(t), u2(t), x(t), y(t)) � äîïóñòèìûì ïðîöåññîì.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì çàäàííîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè (u1(t), u2(t)) ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå êóñî÷íî-ãëàäêîå ðåøåíèå (x(t), y(t)) çàäà÷è (2)�(5).
Ïóñòü (u1(t), u2(t), x(t), y(t)) � íåêîòîðûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ.
Ââåäåì àíàëîãè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà � Ïîíòðÿãèíà

H1(t, x(t), u1(t), ψ1(t)) = ψ′1(t)f1(t, x(t), u1(t)) +

∫ t1

t
ψ′1(τ)K1(τ, t, x(t), u1(t))dτ−

−
∫ t1

t
F1(τ, x(t), u1(t))dτ

H2(t, x(t), u2(t), ψ2(t)) = ψ′2(t)f2(t, x(t), u2(t)) +

∫ t2

t
ψ′2(τ)K2(τ, t, x(t), u2(t))dτ−

−
∫ t2

t
F2(τ, x(t), u2(t))dτ

Çäåñü ψi = ψi(t), i = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷:

ψ1(t) = −
m∑
i=1

αi(t)
∂ϕ1((x(θ1), x(θ2), . . . , x(θm))

∂xi
+

+

∫ t1

t

∂H ′1(τ, x(τ), u1(τ), ψ1(τ))

∂x
dτ −

k∑
i=1

∂ϕ2((y(ψ1), x(ψ2), . . . , x(ψk))

∂yi

G(x(t1))

∂x
+

+

∫ t2

t1

∂H ′2(t, y(t), u2(t), ψ2(t))

∂y

G(x(t1))

∂x
dt, (7)

ψ2(t) = −
k∑
i=1

βi(t)
∂ϕ2((y(ξ1), y(ξ2), . . . , y(ξk))

∂yi
+

+

∫ t2

t

∂H ′2(τ, y(τ), u2(τ), ψ2(τ))

∂y
dτ, (8)

ãäå αi(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [t0, θi], βi(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
îòðåçêà [t1, ξi].
Ó÷èòûâàÿ ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó (7)�(8) â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1)�(6) äîêàçàíî,

÷òî ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà (1), ui(t) è ūi(t) = ui(t) + ∆ui(t), i = 1, 2 èìååò âèä:

J(ū1, ū2)− J(u1, u2) =

∫ t1

t0

[
H1(t, x(t), ū1(t), ψ1(t))−H1(t, x(t), u1(t), ψ1(t))

]
−

∫ t2

t1

[H2(t, y(t), ū2(t), ψ2(t))−H2(t, y(t), u2(t), ψ2(t))]dt+ η(t; ∆u1(t),∆u2(t)), (9)

ãäå η(t; ∆u1(t),∆u2(t)) îñòàòîê ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ (9). Èññëåäóÿ ôîðìóëó ïðèðàùåíèÿ (9) íà
èãîëü÷àòîé âàðèàöèè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ, äîêàçàíà
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Òåîðåìà 1. Äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ (u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî, ÷òîáû

ñîîòíîøåíèÿ

maxv1∈U1H1(θ, x(θ), v1, ψ1(θ)) = H1(θ, x(θ), u1(θ), ψ1(θ)),

maxv2∈U2H2(ξ, x(ξ), v1, ψ1(ξ)) = H2(ξ, x(ξ), u2(ξ), ψ2(ξ)),

âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ v1 ∈ U1, θ ∈ [t0, t1), v2 ∈ U2, ξ ∈ [t1, t2) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàíû àíàëîãè ëèíåàðèçîâàííîãî óñëîâèÿ
ìàêñèìóìà è óðàâíåíèå Ýéëåðà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâàUi, i = 1, 2 âûïóêëû, à f1(t, x, u1),K1(t, τ, x, u1), F1(t, τ, x, u1)
è f2(t, y, u2),K2(t, τ, y, u2), F2(t, τ, y, u2) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå òàêæå ïî ui, i = 1, 2
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ (u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî,
÷òîáû íåðàâåíñòâà

H ′1(θ, x(θ), v1(θ), ψ1(θ))

du1
(v1)− u1(θ) 6 0,

H ′2(ξ, x(ξ), v2(ξ), ψ2(ξ))

du2
(v2)− u2(ξ) 6 0,

âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ v1 ∈ U1, θ ∈ [t0, t1), v2 ∈ U2, ξ ∈ [t1, t2) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèâåäåì àíàëîã óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

Òåîðåìà 3. Åñëè ìíîæåñòâà Ui, i = 1, 2 îòêðûòûå, òî äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî

óïðàâëåíèÿ (u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñîîòíîøåíèÿ

H1(θ, x(θ), v1(θ), ψ1(θ))

du1
= 0,

H2(ξ, x(ξ), v2(ξ), ψ2(ξ))

du2
= 0

âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ θ ∈ [t0, t1) è ξ ∈ [t1, t2) ñîîòâåòñòâåííî.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ìàíñèìçàäå À. Ô., Ìàíñèìîâ Ê. Á Îá îäíîé íåãëàäêîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåìåííîé
ñòðóêòóðîé // â êí.: Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è êîìïüþòåðíûå íàóêè: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ : ìàòåðèàëû
5-é Ìåæäóíàð. êîíô. (DYSC 2023), 2023. Ñ. 99�101.

Ìàíñèìçàäå Àéãþëü Ôàçèë êûçû
Áàêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Àçåðáàéäæàí
E-mail: aygulmansimzade@gmail.com

Ìàíñèìîâ Êàìèë Áàéðàìàëè îãëû
Áàêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Àçåðáàéäæàí,
Èíñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ÍÀÍ Àçåðáàéäæàíà
E-mail: kamilbmansimov@gmail.com



ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÍÀÓÊÈ:

ÒÅÎÐÈß È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß (DYSC 2024)

Ìàòåðèàëû 6-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ. 128�130

ÓÄÊ 517.977.56

ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅÃËÀÄÊÎÉ ÑÒÓÏÅÍ×ÀÒÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÌÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌÈ ÒÈÏÀ ÂÎËÜÒÅÐÐÀ

c© 2024 ã. Ê. Á. ÌÀÍÑÈÌÎÂ, À.Â.ÊÅÐÈÌÎÂÀ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ñòóïåí÷àòàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ

ñèñòåìàìè íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà ñ òåðìèíàëüíûì ôóíêöèîíàëîì.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè çàäàþùèå êðèòåðèé êà÷åñòâà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà è

èìåþò ïðîèçâîäíûå ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ. Â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèÿì äîêàçàíî

íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòóïåí÷àòàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ,

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè.

AMS Subject Classi�cation: 49K15, 49K20

Â ðàáîòå [2] ðàññìîòðåíà îäíà ñòóïåí÷àòàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ
ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà, è äîêàçàíû ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòè-
ìàëüíîñòè.
Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå íå ãëàäêîñòè ôóíêöèî-

íàëà êà÷åñòâà è äîêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ ïî
íàïðàâëåíèÿì.
Ïóñòü T1 = {t0, t0 + 1, ..., t1 − 1} è T2 = {t1, t1 + 1, . . . , t2 − 1} � çàäàííûå êîíå÷íûå ìíîæå-

ñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, U1 ∈ Rr, U2 ∈ Rq � çàäàííûå íåïóñòûå, îãðàíè÷åííûå è çàìêíóòûå
ìíîæåñòâà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óïðàâëÿåìûé äâóõýòàïíûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ ðàç-

íîñòíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà

x1(t+ 1) = f1(t, x1(t), u1(t)) +
t∑

τ=t0

K1(t, τ, x1(τ), u1(τ)), t ∈ U1, (1)

x2(t+ 1) = f2(t, x2(t), u2(t)) +

t∑
τ=t1

K2(t, τ, x2(τ), u2(τ)), t ∈ U2, (2)

x1(t0) = x10, (3)

x2(t1) = G(x1(t1)), (4)

Çäåñü fi(t, xi, ui), i = 1, 2(Ki(t, τ, xi, ui), i = 1, 2) � çàäàííûå n-ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè, äèñ-
êðåòíûå ïî t((t, τ)) è èìåþùèå ïî xi, i = 1, 2 íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïðè âñåõ t((t, τ)), G(x1)
� çàäàííàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, x10 � çàäàííûé ïîñòî-
ÿííûé âåêòîð, u1(t), (u2(t))−−− r(q)-ìåðíûé äèñêðåòíûé è îãðàíè÷åííûé âåêòîð óïðàâëÿþùèõ
âîçäåéñòâèé ñî çíà÷åíèÿìè èç U1(U2), ò. å.

u1(t) ∈ U1 ⊂ Rr, t ∈ T1, (5)

u2(t) ∈ U2 ⊂ Rq, t ∈ T2, (6)

Ïàðó (u1(t), u2(t)) ñ âûøåïðèâåäåííûìè ñâîéñòâàìè íàçîâåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì. Íà ðå-
øåíèÿõ çàäà÷è (1)�(2), (3)�(4), ïîðîæäåííûõ âñåâîçìîæíûìè äîïóñòèìûìè óïðàâëåíèÿìè, îïðå-
äåëèì ôóíêöèîíàë

J(u1, u2) = Φ1(x1(t1)) + Φ2(x2(t2)), (7)
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Çäåñü Φ1(x1)(Φ2(x2)) � çàäàííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà è
èìåþùèå ïðîèçâîäíûå ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõýòàïíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ

ñèñòåìàìè íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ íåãëàäêèì òåðìèíàëüíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà.
Ïóñòü (u1(t), u2(t), x1(t), x2(t)) íåêîòîðûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà

fi(t, xi(t), Ui) = {αi : αi = fi(t, xi(t), vi(t)), vi(t) ∈ Ui, t ∈ Ti}, i = 1, 2 (8)

Ki(t, τ, xi(t), Ui) = {βi : βi = Ki(t, τ, xi(τ), vi(τ)), vi(τ) ∈ Ui, τ ∈ Ti}, i = 1, 2 (9)

×åðåç Fi(t, τ)(n× n) îáîçíà÷èì ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

Fi(t, τ − 1) = Fi(t, τ)
∂fi(τ, xi(τ), ui(τ))

∂xi
+

t−1∑
s=τ

∂Ki(s, τ, xi(τ), ui(τ))

∂xi
, i = 1, 2,

Fi(t, t− 1) = E,

ãäå E − (n× n) åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

∆vi(τ)fi[τ ] = fi(τ, xi(τ), vi(τ))− fi(τ, xi(τ), ui(τ)), i = 1, 2,

∆vi(τ)Ki[s, τ ] = Ki(t, τ, xi(τ), vi(τ))−Ki(t, τ, xi(τ), ui(τ)), i = 1, 2,

l1(v1) =

t1−1∑
τ=t0

[
F1[t1, τ ]∆vi(t)fi[τ ] +

t1−1∑
s=τ

F1[t1, s]∆v1(τ)K1[s, τ ]

]
,

l2(v1) =

t1−1∑
τ=t0

F2[t2, t1 − 1]
∂G(x1(t1))

∂x1

[
F1[t1, τ ]∆v1(t)f1[τ ]+

+
t−1∑
s=τ

F2[t2, t1 − 1]
∂G(x1(t1))

∂x1
F1[t1, s]∆v1(t)K1[s, τ ]

]
,

q1(v2) =

t2−1∑
τ=t1

[
F2[t2, τ ]∆v2(τ)f2[τ ] +

t2−1∑
s=τ

F2[t2, s]∆v2(τ)K2[s, τ ]

]
Äîêàçàíà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâà (8)�(9) âûïóêëû. Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî

óïðàâëåíèÿ (u1(t), u2(t)) íåîáõîäèìî, ÷òîáû íåðàâåíñòâà

∂Φ1(x1(t1))

∂l1(v1)
+
∂Φ2(x2(t2))

∂l2(v1)
> 0, (10)

∂Φ2(x2(t2))

∂q1(v2)
> 0, (11)

âûïîëíÿëèñü äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé v1(t) è v2(t) ñîîòâåòñòâåííî.

Ýòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî îáùèìè.
Èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, â ÷àñòíîñòè

â çàäà÷å íà ìèíèìàêñ [1]. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè òèïà (10) è (11) óñòàíîâ-
ëåíû òàêæå â ñëó÷àå âûïóêëîñòè îáëàñòåé óïðàâëåíèÿ è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîñòè
fi(t, xi, ui),Ki(t, τ, xi, ui), i = 1, 2 òàêæå ïî ui, i = 1, 2.



130 Ê. Á. ÌÀÍÑÈÌÎÂ, À.Â.ÊÅÐÈÌÎÂÀ

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Äåìüÿíîâ Â. Ô., Ðóáèíîâ À. Ì. Îñíîâû íåãëàäêîãî àíàëèçà è êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå..
Ì. : Íàóêà, 1990. 432 ñ.

2. Ìàíñèìîâ Ê. Á., Êåðèìîâà À. Â. Îá îïòèìàëüíîñòè îñîáûõ óïðàâëåíèé â ñòóïåí÷àòîé çàäà÷å óïðàâ-
ëåíèÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè òèïà Âîëüòåððà // Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è êîìïüþòåðíûå íàóêè:
Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ : ìàòåðèàëû 5-é Ìåæäóíàð. êîíô. (DYSC 2023). 2023. Ñ. 105�108.

Ìàíñèìîâ Êàìèë Áàéðàìàëè îãëû
Áàêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Àçåðáàéäæàí,
Èíñòèòóò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è îáðàçîâàíèÿ Àçåðáàéäæàíñêîé
Ðåñïóáëèêè (ÈÑÓ ÌÍÎÀÐ)
E-mail: kamilbmansimov @ gmail.com

Êåðèìîâà Àéòàäæ Âàãèô êûçû
Áàêèíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Àçåðáàéäæàí
E-mail: kmansimov@mail.ru



ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÍÀÓÊÈ:

ÒÅÎÐÈß È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß (DYSC 2024)

Ìàòåðèàëû 6-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ. 131�134

ÓÄÊ 517.977

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÌÈÍÈÌÓÌÀ Â ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÕ

ÇÀÄÀ×ÀÕ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÂÛÐÎÆÄÅÍÈÉ

c© 2024 ã. Ì. ÄÆ. ÌÀÐÄÀÍÎÂ, Ò. Ê. ÌÅËÈÊÎÂ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñ çàïàçäûâàíèåì ïðè âûðîæäåíèè óñëîâèÿ
Âåéåðøòðàññà. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òèïà ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà êàê äëÿ ñèëüíî-
ãî, òàê è äëÿ ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ïðèâåäåí êîíêðåòíûé ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé
ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, ñèëüíûé (ñëàáûé) ëî-
êàëüíûé ìèíèìóì, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òèïà ðàâåíñòâà (íåðàâåíñòâà), âûðîæäåíèå â òî÷êå.

AMS Subject Classi�cation: 49J20

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåê-
òîðíàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì:

S(x(·)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), x(t− h), ẋ(t), ẋ(t− h))dt→ min
x(·)

, (1)

x (t) = ϕ (t) , t ∈ [t0−h, t0] , x (t1) = x1, x0, x1 ∈ Rn. (2)

Ôóíêöèè x(t), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2), íàçîâåì äîïóñòèìûìè ôóíêöèÿìè.
Ïóñòü x (·) � äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

L̄(τ) := L(τ, x̄(τ), ȳ(τ), ˙̄x(τ), ˙̄y(τ)) , (3)

L̂(τ, ξ; ˙̂x(·)) := L(τ, x̂(τ), ŷ(τ), ˙̂x(τ) + ξ, ˙̂y(τ)),

L̂(τ, ξ; ˙̂y(·)) := L(τ, x̂(τ), ŷ(τ), ˙̂x(τ), ˙̂y(τ) + ξ),

(àíàëîãè÷íî îáîçíà÷àåòñÿ L̂x(τ), L̂y(τ), L̂ẋ(τ), L̄ẏ(τ) L̂x(τ, ξ; ˙̂x(·)) è L̄y(τ, ξ; ˙̄y(·) ))), ãäå τ ∈ I,ξ ∈
Rn;

E
(
L̂
)

(τ, ξ; ˙̂x(·)) := L̂(τ, ξ; ˙̂x(τ))− L̂(τ)−L̂Tẋ (τ)ξ,

E
(
L̂
)

(ν , ξ; ˙̂y(·)) := L̂(ν, ξ; ˙̂y(·))− L̂(ν)− L̂Tẏ (ν)ξ; (4)

Qk

(
L̂
)

(τ, λ, ξ; ˙̂x(·)) := λkE
(
L̂
)

(τ, ξ; ˙̂x(·)) +
(

1− λk
)
E
(
L̂
)(

τ,
λ

λ− 1
ξ; ˙̂x(·)

)
,

Qk

(
L̂
)

(ν, λ, ξ; ˙̂y(·)) := λkE
(
L̂
)

(ν, ξ; ˙̂y(·)) +
(

1− λk
)
E
(
L̂
)(

ν,
λ

λ− 1
ξ; ˙̂y(·)

)
, (5)

ãäå ξ ∈ Rn,λ ∈ (0, 1), k = 1, 2;

M
(
L̂x

)(
τ, λ, ξ; ˙̂x (·)

)
:=

λ
[
L̂Tx

(
τ, ξ; ˙̂x (·)

)
− L̂Tx (τ)

]
ξ + (1− λ)

[
L̂Tx

(
τ,

λ

λ− 1
ξ; ˙̂x(·)

)
− L̂Tx (τ)

]
ξ,

M
(
L̂y

)
(ν, λ, ξ; ˙̂y(·)) :=

λ
[
L̂Ty (ν, ξ; ˙̂y(·))− L̂Ty (ν)

]
ξ + (1− λ)

[
L̂Ty

(
ν,

λ

λ− 1
ξ; ˙̂y(·)

)
− L̂Ty (ν)

]
ξ, (6)

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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ãäå τ, ν ∈ {t, t+ h}, ξ ∈ Rn,λ ∈ (0, 1).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå óñëîâèé Âåéåðøòðàññà

E
(
L̄
)

(t, ξ; ˙̄x(·)) > 0, ∀ t ∈ I∗
⋂

[t1 − h, t1] ,
E
(
L̄
)

(t, ξ; ˙̄x(·)) + E
(
L̄
)

(t+ h, ξ; ˙̄y(·)) > 0, ∀ t ∈ I∗
⋂

[t0, t1 − h] ,
(7)

êàê íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà áîëåå ýôôåêòèâíî, åñëè â êàæäîé òî÷êå t ∈ I íåðàâåíñòâà
(7) ïåðåõîäÿò â ðàâåíñòâî òîëüêî â îäíîé òî÷êå ξ = 0. Îäíàêî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî õîòÿ áû
â îäíîé òî÷êå θ ∈ I íåðàâåíñòâà (7) ïåðåéäóò â ðàâåíñòâî â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ ξ ∈ Rn. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà (7) âûðîæäàþòñÿ â òî÷êå θ.

2. Ñïåöèàëüíûå âàðèàöèè ýêñòðåìàëè. Ïóñòü äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̄(·) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðå-
ìàëüþ çàäà÷è (1)�(2) è ϑ := (θ, λ, ξ) ∈ [t0, t1 − h]×(0, 1)×Rn\{0} � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà.
Ñëåäóÿ [1], ââåäåì ñëåäóþùèå ñïåöèàëüíûå âàðèàöèè ýêñòðåìàëè x̄(·):
1) âàðèàöèÿ, ââåäåííàÿ ñïðàâà îòíîñèòåëüíî òî÷êè θ ∈ [t0, t1 − h):

x(+)(t;ϑ, ε) = x̄(t) + q(+)(t;ϑ, ε), t ∈ Î , (8)

ãäå ôóíêöèÿ q(+)(t;ϑ, ε) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

q(+)(t;ϑ, ε) =


(t− θ)ξ, t ∈ [θ, θ + λε),
λ
λ−1(t− θ − ε)ξ, t ∈ [θ + λε, θ + ε),

0, t ∈ Î\[θ, θ + ε),

(9)

è λ ∈ (0, 1), ξ ∈ Rn\{0}, ϑ = (θ, λ, ξ) è ε ∈ (0, ε), ε = min{ h, t1 − θ − h};
1) âàðèàöèÿ, ââåäåííàÿ ñëåâà îòíîñèòåëüíî òî÷êè θ ∈ (t0, t1 − h]:

x(−)(t;ϑ, ε) = x̄(t) + q(−)(t;ϑ, ε), t ∈ Î , (10)

ãäå ôóíêöèÿ q(−)(t;ϑ, ε) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

q(−)(t;ϑ, ε) =


(t− θ)ξ, t ∈ (θ − λε, θ],
λ
λ−1(t− θ + ε)ξ, t ∈ (θ − ε, θ − λε],

0, t ∈ Î\(θ − ε, θ],
(11)

ãäåλ ∈ (0, 1), ξ ∈ Rn\{0}, ϑ = (θ, λ, ξ) è ε̃ = min{h, θ − t0}.
Äàëåå âû÷èñëÿþòñÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (1), ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàöèÿì (8), (10), è äî-
êàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè L(·) è ϕ (·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñîâîêóïíîñòè àð-
ãóìåíòîâ, è äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̄(·) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ çàäà÷è (1)�(2), äàëåå, âäîëü íå¼

äëÿ âåêòîðîâ η ∈ Rn\{0} è λ̄
λ̄−1

η, λ̄ ∈ (0, 1) óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà

(t̄0, t̄1) ⊂ [t0, t1 − h] âûðîæäàþòñÿ, ò. å. èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

E
(
L̂
)

(t, η; ˙̂x(·)) + E
(
L̂
)

(t+ h, η; ˙̂y(·)) = 0,∀t ∈ (t̂0, t̂1),

E
(
L̂
)(

t,
λ

λ− 1
η; ˙̂x(·)

)
+ E

(
L̂
)(

t,
λ

λ− 1
η; ˙̂y(·)

)
= 0,∀t ∈ (t̂0, t̂1). (12)

Êðîìå òîãî, ïóñòü ôóíêöèÿ x̄(·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëàõ (t̄0 − h, t̄1 − h) , (t̄0, t̄1)
è (t̄0 + h, t̄1 + h). Òîãäà:

(i) åñëè ôóíêöèÿ x̄(·) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (1)-(2), òî âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

M
(
L̄x
)

(t, λ̄, η; ˙̄x(·)) +M
(
L̄y
)

(t+ h, λ̄, η; ˙̄y(·)) = 0, ∀ t ∈ (t̄0, t̄1) , (13)

ãäå ôóíêöèè M
(
L̄x
)

(· ; ˙̄x(·)) è M
(
L̄y
)

(· ; ˙̄y(·)) îïðåäåëÿþòñÿ ïî (6);
(ii) åñëè ôóíêöèÿ x̄(·) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (1)-(2), òî ñóùåñòâó-

åò ÷èñëî δ > 0, ïðè êîòîðîì äëÿ êàæäîãî (λ, η, λ
λ−1

) ∈ (0, 1)× Bδ(0)× Bδ(0), óäîâëåòâîðÿþùåãî
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óñëîâèÿì (12), âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (13), ãäå Bδ(0) � çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà δ ñ öåíòðîì
â òî÷êå 0 ∈ Rn.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè L(·), Lẋ(·) è Lẏ(·) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî
ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, è ôóíêöèÿ ϕ (·) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Êðîìå òîãî,
ïóñòü äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̄(·) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì çàäà÷è (1)-(2). Òîãäà

(i) åñëè θ ∈ [t0, t1 − h) (θ ∈ (t0, t1 − h]) è ôóíêöèÿ x̄(·) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
â ïðàâîé (ëåâîé) ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè θ − h, θ è θ + h, êðîìå òîãî, âäîëü íå¼ äëÿ ÷èñëà

λ̄ ∈ (0, 1), à òàêæå äëÿ âåêòîðîâ η 6= 0 è (λ̂− 1)−1λη óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà (7) âûðîæäàþòñÿ
ñïðàâà (ñëåâà) â òî÷êå θ, ò. å. èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

E
(
L̄
)

(θ+, η; ˙̄x(·)) + E
(
L̄
)

((θ + h)+, η; ˙̄y(·)) =

= E
(
L̄
) (
θ+, λ̄(1− λ̄)−1η; ˙̄x(·)

)
+ E

(
L̄
) (

(θ + h)+, (1− λ̄)−1λ̄η; ˙̄y(·)
)

= 0 (14)(
E
(
L̄
)

(θ−, η; ˙̄x(·)) + E
(
L̄
)

((θ + h)−, η; ˙̄y(·)) =

= E
(
L̄
) (
θ−, λ̄(1− λ̄)−1η; ˙̄x(·)

)
+ E

(
L̄
) (

(θ + h)−, (1− λ̄)−1λ̄η; ˙̄y(·)
)

= 0
)
, (15)

òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

λ̄
[
M
(
L̄x
)

(θ+, λ̄, η; ˙̄x(·)) +M
(
L̄y
)

((θ + h)+, λ̄, η; ˙̄y(·))
]

+

+
d

dt

[
Q2

(
L̄
) (
θ+, λ̄, η; ˙̄x(·)

)
+Q2

(
L̄
) (

(θ + h)+, λ̄, η; ˙̄y(·)
)]

> 0 (16)(
λ̄
[
M
(
L̄x
)

(θ−, λ̄, η; ˙̄x(·)) +M
(
L̄y
)

((θ + h)−, λ̄, η; ˙̄y(·))
]

+ (17)

+
d

dt

[
Q2

(
L̄
) (
θ−, λ̄, η; ˙̄x(·)

)
+Q2

(
L̄
) (

(θ + h)−, λ̄, η; ˙̄y(·)
)]

6 0

)
,

ãäå E
(
L̄
)

(·), Q2

(
L̄
)

(·), M
(
L̄x
)

(·) è M
(
L̄y
)

(·) îïðåäåëÿþòñÿ ïî (4)-(6);
(ii) åñëè θ ∈ (t0, t1 − h), ôóíêöèÿ x̄(·) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè θ − h, θ è θ + h, êðîìå òîãî, âäîëü íå¼ äëÿ ÷èñëà λ̄ ∈ (0, 1), à
òàêæå äëÿ âåêòîðîâ η 6= 0 è (λ̄− 1)−1λ̄η óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà âûðîæäàþòñÿ â òî÷êå θ, ò. å.
èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

E
(
L̄
)

(θ, η; ˙̄x(·)) + E
(
L̄
)

(θ + h, η; ˙̄y(·)) =

= E
(
L̄
) (
θ, (1− λ̄)−1λ̄η; ˙̄x(·)

)
+ E

(
L̄
) (
θ + h, (1− λ̄)−1λ̄η; ˙̄y(·)

)
= 0, (18)

òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî âèäà

M
(
L̄x
)

(θ, λ̄, η; ˙̄x(·)) +M
(
L̄y
)

(θ + h, λ̄, η; ˙̄y(·)) = 0. (19)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèè L(·), Lẋ(·) è Lẏ(·) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî
ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, è ôóíêöèÿ ϕ (·) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Êðîìå òîãî,
äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ x̄(·) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì çàäà÷è (1)-(2). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî δ > 0, ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) åñëè âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå â (i) ÷àñòè òåîðåìû 2, òî âäîëü ôóíêöèè
x̄(·) äëÿ âñåõ òî÷åê

(
η, (λ̄− 1)−1λ̄η, λ̄

)
∈ Bδ(0) × Bδ(0) × (0, 1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (14)

( (15)), èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (16) ( (17));
(ii) åñëè âûïîëíÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå â (ii) ÷àñòè òåîðåìû 2, òî äëÿ âñåõ(
η, (λ̄− 1)−1λ̄η, λ̄

)
∈ Bδ(0) × Bδ(0) × (0, 1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (18), èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî (19).
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìàÿ ñòîõàñòè÷åñêîé

ñèñòåìîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çàäà÷è òàêîãî âèäà âîçíèêàþò ïðè ìî-

äåëèðîâàíèè ðÿäà õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïîä âëèÿíèåì ñëó÷àéíûõ øóìîâ. Èññëåäó-

þòñÿ íà îïòèìàëüíîñòü îñîáûå â ñìûñëå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, äâóõ-

ïàðàìåòðè÷åñêèé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, îïòèìàëüíîñòü, ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, îñîáîå

óïðàâëåíèå, óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

AMS Subject Classi�cation: 49K15, 93E20

Äîïóñòèì, ÷òî óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ â çàäàííîé îáëàñòè D = [t0, t1]× [x0, x1] îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùåé ñèñòåìîé ñòîõàñòè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂z(t, x)

∂t
= f(t, x, z, y, u) + p(t, x, z)

∂W1(t, x)

∂t
,

∂y(t, x)

∂x
= g(t, x, z, y, u) + q(t, x, y)

∂W2(t, x)

∂t
, (t, x) ∈ D (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà Ãóðñà

z(t0, x) = a(x), x ∈ [x0, x1], y(t, x0) = b(t), t ∈ [t0, t1]. (2)

Çäåñü (z(t, x), y(t, x))−−−(n+m)-ìåðíàÿ èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, f(t, x, z, y, u)(g(t, x, z, y, u))�
çàäàííàÿ n(m)-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè (z, y) äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, p(t, x, z)(q(t, x, y))−−−(n×n)((m×
m))-ìåðíàÿ èçìåðèìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ìàòðèö-ôóíêöèÿ, áåëûå øóìû ∂W (t, x)/∂t, ∂W (t, x)/∂x
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè ñîîòâåòñòâåííî ïî t è x îò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî âèíåðîâñêîãî ïðî-
öåññà W1(t, x),W2(t, x) [2], à a(x), b(t)� çàäàííûå èçìåðèìûå è îãðàíè÷åííûå íà [x0, x1], [t0, t1]
ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð-ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.
Â êà÷åñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé áåðåòñÿ êëàññ èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî íåóáûâàþùåé

áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû F = σ̄(W (τ, s), t0 6 τ 6 t, x0 6 s 6 x) è îãðàíè÷åííûõ íà D r-
ìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé u(t, x) ñî çíà÷åíèÿìè èç çàäàííîãî íåïóñòîãî è îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà
U ∈ Rr, (u(t, x) ∈ L∝(D,U)).
Ðåøåíèå (z(t, x), y(t, x)) ñèñòåìû (1)�(2), ñîîòâåòñòâóþùèì îïðåäåëåííîìó äîïóñòèìîìó óïðàâ-

ëåíèþ u(t, x), ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå [2].
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà

S(u) = E

{∫ t1

t0

∫ x1

x0

F3(t, x, y(t, x), z(t, x), u(t, x))dxdt+

+

∫ x1

x0

F1(x, z(t1, x)) +

∫ t1

t0

F2(t, y(t, x1))dt

}
(3)

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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îïðåäåëåííîãî íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (1)�(2), ïîðîæäåííûõ âñåâîçìîæíûìè äîïóñòèìûìè óïðàâ-
ëåíèÿìè.
Çäåñü F1(x, z), F2(t, y), F3(t, x, z, y, u)� çàäàííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå ïî ñîâî-

êóïíîñòè ïåðåìåííûõ âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ (z, y) äî âòîðîãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. E� çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Ñ÷èòàÿ u(t, x) íåêîòîðûì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì, ââåäåì àíàëîã ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà �

Ïîíòðÿãèíà

H(t, x, z, y, u, ψ, ξ) = −F3(t, x, z, y, u) + ψ′f(t, x, z, y, u) + ξ′g(t, x, z, y, u),

è îáîçíà÷åíèÿ:
∆vH[t, x] =

= H(t, x, z(t, x), y(t, x), v, ψ(t, x), ξ(t, x))−H(t, x, z(t, x), y(t, x), u(t, x), ψ(t, x), ξ(t, x)),

∆vf [t, x] = f(t, x, z(t, x), y(t, x), v)− f(t, x, z(t, x), y(t, x), u(t, x)).

Çäåñü (ψ(t, x)× ξ(t, x)×α(t, x)× β(t, x)) ∈ L∝(D,Rn)×L∝(D,Rm)×L∝(D,Rn×n×L∝)(D,Rm×m)
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñòîõàñòè÷åñêîé ñîïðÿæåííîé çàäà÷è:

ψt(t, x) = −∂H(t, x, z, y, u, ψ, ξ)

∂z
+ α(t, x)

∂W1(t, x)

∂t
, ψ(t1, x) = −∂F1(x, z(t1, x))

∂z
,

ξx(t, x) = −∂H(t, x, z, y, u, ψ, ξ)

∂y
+ β(t, x)

∂W2(t, x)

∂x
, ξ(t, x1) = −∂F2(t, y(t, x1))

∂y
,

Äëÿ äàëüíåéøèõ èçëîæåíèé ââåäåì â ðàññìîòðåíèå (n × n)-ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ R(x, τ, s) è
(m×m)-ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ Q(t, τ, s) ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ ôîðìóë

R(x, τ, s) =

∫ t1

max(τ,s)
V11(t, x; τ, x)Hzz[t, x]V11(t, x; s, x)dt−

−V ′11(t1, x; τ, x)
∂2F1(x, z(t1, x))

∂z2
V11(t1, x; s, x),

Q(t, τ, s) =

∫ x1

max(τ,s)
V22(t, x; t, x)Hyy[t, x]V22(t, x; t, s)dx−

−V ′22(t, x1; t, τ)
∂2F2(t, y(t1, x))

∂y2
V11(t, x1; τ, s).

Çäåñü Vij(t, x; τ, s)(t0 6 τ 6 t 6 t1, x0 6 s 6 x 6 x1), i, j = 1, 2 � ìàòðè÷íûå ôóíêöèè,
ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷:

∂V11(t, x; τ, s)

∂τ
=

= −V11(t, x; τ, s)fz[τ, s]− V12(t, x; τ, s)gz[τ, s]− V11(t, x; τ, s)p[τ, s]
W1(τ, s)τ

∂τ
,

∂V12(t, x; τ, s)

∂s
=

= −V11(t, x; τ, s)fy[τ, s]− V12(t, x; τ, s)gy[τ, s]− V12(t, x; τ, s)q[τ, s]
W2(τ, s)

∂s
,

∂V21(t, x; τ, s)

∂τ
=

= −V21(t, x; τ, s)fz[τ, s]− V12(t, x; τ, s)gz[τ, s]− V21(t, x; τ, s)p[τ, s]
W1(τ, s)

∂τ
,

∂V22(t, x; τ, s)

∂s
=

= −V21(t, x; τ, s)fz[τ, s]− V21(t, x; τ, s)gz[τ, s]− V22(t, x; τ, s)q[τ, s]
W2(τ, s)

∂s
,

V11(t, x; t, s) = E1, V12(t, x; τ, x) = 0, t0 6 τ 6 t,

V21(t, x; t, s) = 0, V22(t, x; τ, x) = E1, t = x0 6 s 6 t = x,
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ãäå E1, E2 � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé.
Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Äëÿ îïòèìàëüíîñòè äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u(t, x) â ðàññìàòðèâàåìîé ñòîõà-

ñòè÷åñêîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (1)�(3) íåîáõîäèìî, ÷òîáû íåðà-

âåíñòâî

E∆vH[θ, γ] 6 0

âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ (θ, γ) ∈ [t0, t1]× [x0, x1), è ïðè v ∈ U .

Ñëåäóÿ [1,4] ââåäåì
Îïðåäåëåíèå. Äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t, x) íàçîâåì îñîáûì, â ñìûñëå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà, åñëè äëÿ âñåõ (θ, γ) ∈ [t0, t1]× [x0, x1), è ïðè v ∈ U .
E∆vH[θ, γ] = 0

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ôîðìóëà ïðèðàùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íîñÿùèé êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð
è äîêàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè îñîáûõ óïðàâëåíèé.

Òåîðåìà 2. Äëÿ îïòèìàëüíîñòè îñîáîãî â ñìûñëå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà óïðàâ-

ëåíèÿ u(t, x) â ðàññìàòðèâàåìîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðà-

ìåòðàìè (1)�(3) íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî v ∈ U, (θ, γ) ∈ [t0, t1] × [x0, x1) âûïîëíÿëèñü

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

A(θ, γ, v) = E
[
∆vf

′[θ, γ]R(γ, θ, θ) + ∆vH
′
z[θ, γ]

]
∆vf [θ, γ] 6 0,

B(θ, γ, v) = E
[
∆vg

′[θ, γ]Q(θ, γ, γ, ) + ∆vH
′
y[θ, γ]

]
∆vg[θ, γ] 6 0,
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ââîäíûå ñâåäåíèÿ î êâàíòîâîì óïðàâëåíèè êàê î íàó÷íîì íàïðàâ-

ëåíèè. Äàí êðàòêèé îáçîð îïðåäåëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ

îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì c êîãåðåíòíûì è íåêîãåðåíòíûì óïðàâëåíèÿìè. Ïðèâåäåíû ñîîòâåò-

ñòâóþùèå àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàíòîâûå ñèñòåìû, êîãåðåíòíîå óïðàâëåíèå, íåêîãåðåíòíîå óïðàâëåíèå, îï-

òèìèçàöèÿ.

AMS Subject Classi�cation: 81Q93, 34H05

Ïîñâÿùàåòñÿ

85-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîô. Î. Â. Âàñèëüåâà

è 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîô. Â. È. Ãóðìàíà

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [2�6] èìååò áîëüøîå
çíà÷åíèå äëÿ ðàçíûõ ïðèëîæåíèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç âîçìîæ-
íîñòåé (îïòèìàëüíîãî) óïðàâëåíèÿ ðàçíûìè êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè îáðàçóåò âàæíîå íàó÷íîå
íàïðàâëåíèå, êîòîðîå íàõîäèòñÿ íà ñòûêå ìàòåìàòèêè, ôèçèêè, õèìèè, èíôîðìàòèêè è äð. è
èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû èç ðàçíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè (ñì., íàïðèìåð, [1, 8�13]).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî îòìåòèòü ìîäåëèðîâàíèå óïðàâëÿåìîé ãåíåðàöèè êâàíòîâûõ âåíòè-
ëåé, óïðàâëÿåìîãî ïåðåíîñà ïî ñïèíîâîé öåïî÷êå ( [23, 24, 29] è äð.). Èç ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ñì. îá-
çîðíóþ ñòàòüþ [7]), èòåðàöèîííûé ìåòîä Êðîòîâà (ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ [14]) è ò. ä.
Ñòàòüè [25, 26] äàþò âàæíóþ îñíîâó äëÿ óïðàâëåíèÿ îòêðûòûìè êâàíòîâûìè ñèñòåìàìè ñ êî-

ãåðåíòíûì óïðàâëåíèåì (ó÷åò â ãàìèëüòîíèàíå) è íåêîãåðåíòíûì óïðàâëåíèåì (ó÷åò â ãàìèëü-
òîíèàíå â ñâÿçè ñ ëýìáîâñêèì ñäâèãîì è â ñóïåðîïåðàòîðå äèññèïàöèè). Â ýòîé ñâÿçè ïîçæå áûë
íàïèñàí ðÿä ñòàòåé, ðàññìàòðèâàþùèé ðàçíûå çàäà÷è êâàíòîâîãî óïðàâëåíèÿ è âêëþ÷àþùèé,
íàïðèìåð, ñòàòüè [15�22,27,28].
Ïëàíèðóåòñÿ â äîêëàäå äàòü êðàòêèé îáçîð ïî îïðåäåëåííûì ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì ñ êîãåðåíòíûì è íåêîãåðåíòíûì óïðàâ-
ëåíèÿìè è ïî ñîîòâåòñòâóþùèì àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòàì, èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî
ñòàòåé, â êîòîðûõ äîêëàä÷èê ÿâëÿåòñÿ ñîàâòîðîì [15�22]. Ïîëó÷åí ðÿä èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ,
âêëþ÷àÿ àäàïòàöèþ ìåòîäîâ ïðîåêöèè ãðàäèåíòà äëÿ êâàíòîâûõ çàäà÷ [18�20, 22], â òîì ÷èñëå ñ
öåëåâûìè ôóíêöèîíàëàìè ñ ýíòðîïèåé ôîí Íåéìàíà äëÿ ñîñòîÿíèé äâóõêóáèòíîé ñèñòåìû [20],
ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ îäíî-, äâóõ- è òðåõøàãîâûõ ìåòîäîâ ïðîåêöèè ãðàäèåíòà ïðèìåíèòåëüíî ê
çàäà÷àì äëÿ îäíîêóòðèòíîé ñèñòåìû [22]. Òàêèì îáðàçîì, ïëàíèðóåòñÿ ñäåëàòü â äîêëàäå êðàòêèé
îáçîð î ðÿäå ðåçóëüòàòîâ, â òîì ÷èñëå ïîëó÷åííûõ ïî ïðîåêòó � 22-11-00330 Ðîññèéñêîãî íàó÷íî-
ãî ôîíäà, ïðîåêòàì � 075-15-2020-788, � 075-15-2022-265 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè, ñòðàòåãè÷åñêîìó
ïðîåêòó ¾Êâàíòîâûé èíòåðíåò¿ â ÌÈÑÈÑ ïî ïðîãðàììå ¾Ïðèîðèòåò-2030¿.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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ÈÌÏÓËÜÑÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÖÅÑÑÎÌ ÂÛÌÅÒÀÍÈß

c© 2024 ã. Î. Í. ÑÀÌÑÎÍÞÊ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ âûìåòàíèÿ ñ òðàåêòîðèÿìè îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè è óïðàâëÿþùèìè âîçäåéñòâèÿìè, çàäàííûìè âåêòîðíûìè áîðåëåâñêèìè ìåðàìè. Èçó-
÷àþòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè âûìåòàíèÿ, óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé è óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå, ïðîöåññ âûìåòàíèÿ, ðåøå-
íèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

AMS Subject Classi�cation: 47J40, 47J20, 49J21

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè âûìåòàíèÿ, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ðåëàêñàöèîííûì ðàñøèðåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (P0):

J0 = l
(
x(b), y(b)

)
→ inf,

ẋ(t) = f
(
t, x(t), y(t)

)
+G

(
t, x(t)

)
v(t), x(a) = x0, (1)

v(t) ∈ K äëÿ ï.âñ. t ∈ T. (2)

Çàäà÷à (P0) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ôèêñèðîâàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè T = [a, b]. Óïðàâëå-
íèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé v(·) ∈ L∞(T,Rm), òðàåêòîðèè � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè âåêòîð-
ôóíêöèÿìè x(·) è y(·), x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rr. Ìíîæåñòâî K ⊂ Rm çàäàåò ïîòî÷å÷íûå îãðàíè÷åíèÿ
íà óïðàâëåíèå. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0 ∈ Rn çàäàíî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî K � âûïóêëûé çàìêíó-
òûé êîíóñ, ôóíêöèè l(x, y), f(t, x, y), G(t, x) íåïðåðûâíû ïî âñåì ïåðåìåííûì è, äîïîëíèòåëüíî,
ôóíêöèè f è G ëîêàëüíî ëèïøèöåâû ïî ïåðåìåííûì x, y è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íå áîëåå ÷åì
ëèíåéíîãî ðîñòà ïî ýòèì ïåðåìåííûì. Ôóíêöèÿ y(·) èãðàåò â óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå (1)�(2) îñîáóþ
ðîëü, îíà çàäàåò òðàåêòîðèþ ïðîöåññà âûìåòàíèÿ ñ äâèæóùèìñÿ ìíîæåñòâîì (t, x) 7→ C(t, x), çà-
âèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1). Ôóíêöèÿ y(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-
÷åíèÿ:

− ẏ(t) ∈ NP
C(t,x(t))

(
y(t)

)
äëÿ ï.âñ. t ∈ T, (3)

y(a) = y0 ∈ C(a, x0), (4)

ãäå NP
C (y) � ïðîêñèìàëüíûé íîðìàëüíûé êîíóñ ê ìíîæåñòâó C â òî÷êå y. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó-

÷àå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà C â (3) èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëüíûé êîíóñ NC(y) (â ñìûñëå âûïóêëîãî
àíàëèçà).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t, x) 7→ C(t, x) èìååò íåïóñòûå çàìêíóòûå

çíà÷åíèÿ è ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õàóñäîðôà, ò. å. äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Q ⊂ Rn íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî LQ > 0, ÷òî íåðàâåíñòâî

dH
(
C(s1, x1), C(s2, x2)

)
6 LQ

(
|s1 − s2|+ ‖x1 − x2‖

)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ (s1, x1), (s2, x2) ∈ T × Q. Çäåñü ÷åðåç dH(A,B) îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå
Õàóñäîðôà ìåæäó çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè A è B. Êðîìå ýòîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî C(t, x)
ÿâëÿåòñÿ δ-ïðîêñèìàëüíî ðåãóëÿðíûì äëÿ âñåõ (t, x) ∈ T × Rn ïðè íåêîòîðîì δ > 0.

Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè ïî ïðîåêòó ¾Òåîðèÿ è ìå-
òîäû èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïðèëîæåíèÿìè¿ (� ãîñ. ðåãèñòðàöèè:
121041300060-4).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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Ïðîêñèìàëüíàÿ ðåãóëÿðíîñòü ìíîæåñòâà C ïîíèìàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì îïðåäå-
ëåíèåì [1,4].

Îïðåäåëåíèå 1. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Z ⊂ Rr íàçûâàåòñÿ δ-ïðîêñèìàëüíî ðåãóëÿðíûì,

åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè y èç δ-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Z, ò. å.

y ∈ Uδ(Z) = {z ∈ Rr | d(z, Z) < δ},

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ projZ(y) íà Z, è îòîáðàæåíèå y 7→ projZ(y) íåïðåðûâíî â

Uδ(Z).

Çàäà÷à (P0) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, è â îáùåì ñëó÷àå ó íåå îòñóòñòâóåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè è óïðàâëåíèÿìè èç L∞(T,Rm). Ïîäðîáíåå ýòîò âîïðîñ
ðàññìàòðèâàåòñÿ â [6�8]. Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ýòî óòâåðæäåíèå.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J0:

J0
(
v(·)
)

=

∫ π

0
|v(t)|dt+ α|y1(π)−R|+ β|y2(π)−R| (5)

íà ïðîöåññàõ âûìåòàíèÿ, çàäàííûõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìîé:

ẋ1(t) = −y1(t) + y2(t), x1(0) = 0, (6)

ẋ2(t) = x1(t)v(t), x2(0) = 0, (7)

− ẏ(t) ∈ N
C
(
x(t)
)(y(t)

)
, y(0) = (0, R). (8)

Çäåñü x = (x1, x2), y = (y1, y2), T = [0, π], v(·) ∈ L∞(T,R), α, β > 1. Äâèæóùååñÿ ìíîæåñòâî C
çàäàíî ïðàâèëîì:

C(x) = {z ∈ R2 | r2 6 (z1 − x1)2 + (z2 − x2)2 6 R2},
r, R > 0. Â çàäà÷å (5)�(8) íåò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà
êàæäîì óïðàâëåíèè v(·) ∈ L∞(T,R) çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà áîëüøå 1, J0

(
v(·)
)
> 1. Îäíàêî ñóùå-

ñòâóåò ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé {vn(·)}, íà êîòîðîé lim
n→∞

J0
(
vn(·)

)
= 1.

Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn(t)dt} ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé ê äåëüòà ôóíêöèè
δ(t − π/2), à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðàåêòîðèé ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ðàçðûâíîé
ôóíêöèè, èìåþùåé îãðàíè÷åííóþ ïîëíóþ âàðèàöèþ:

x1(t) =

{
R sin(t), t ∈ [0, π/2),
R−R sin(t− π/2), t ∈ [π/2, π],

x2(t) =

{
0, t ∈ [0, π/2),
R, t ∈ [π/2, π],

y1(t) =

{
0, t ∈ [0, π/2),
R, t ∈ [π/2, π],

y2(t) =

{
R cos(t), t ∈ [0, π/2),
R−R cos(t− π/2), t ∈ [π/2, π].

Ðåëàêñàöèîííîå ðàñøèðåíèå çàäà÷è (5)�(8) ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè ðåøåíèÿìè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è óïðàâëåíèÿìè òèïà
âåêòîðíîé ìåðû.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàííîé àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè w(·) äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ-

÷åíèå

− ẏ(t) ∈ NP
C(t,w(t))

(
y(t)

)
äëÿ ï.âñ. t ∈ T, y(a) = y0 ∈ C(a,w(a)) (9)

èìååò åäèíñòâåííîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå y(·) (ñì. [4]). Îäíàêî, åñëè w(·) ÿâëÿåòñÿ
ðàçðûâíîé ôóíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî ïîíÿòèå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü.
Èçâåñòíû íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îáîáùåíèþ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
(9) äëÿ âõîäîâ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè w(·). Òàê ïîíÿòèÿ BV -ðåøåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ ñ ìåðîé ââåäåíû â [2,3,5]. Â ðàáîòàõ [6,7] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè óïðàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
ñêàëÿðíûì è çíàêîïîñòîÿííûì, òî ðåëàêñàöèîííîå ðàñøèðåíèå çàäà÷è (P0) íåëüçÿ âûïîëíèòü
íà îñíîâå ïîíÿòèé BV -ðåøåíèé ïðîöåññîâ âûìåòàíèÿ, ââåäåííûõ â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, è áûë
ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ BV -ðåøåíèé, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè ïîïîëíåíèé
ãðàôèêîâ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè w(·).
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×åðåç BV m
r (T ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè w : T 7→ Rm, íåïðå-

ðûâíûõ ñïðàâà íà (a, b]. Ïóñòü w(·) ∈ BV m
r (T ). Âîçüìåì τ1 > 0 è ðàññìîòðèì íåóáûâàþùèå ëèï-

øèöåâûå ôóíêöèè η : [0, τ1] → [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèå êîíöåâûì óñëîâèÿì: η(0) = a, η(τ1) = b.
Ôóíêöèþ η(·) áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðèçàöèåé âðåìåíè. Îïðåäåëèì ïñåâäîîáðàòíóþ ôóíêöèþ
θ : [a, b] → [0, τ1] ïðàâèëîì: θ(t) = inf{τ ∈ [0, τ1] | η(τ) > t}, t ∈ (a, b), θ(a) = 0, θ(b) = τ1. Òîãäà
θ(·) âîçðàñòàåò íà T è íåïðåðûâíà ñïðàâà íà (a, b]. Êðîìå òîãî, η

(
θ(t)

)
= t ïðè âñåõ t ∈ [a, b].

Äëÿ çàäàííûõ η(·) è θ(·) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Sη := Sd(θ), dηs := θ(s) − θ(s−), ãäå Sd(θ) �
ìíîæåñòâî òî÷åê ñêà÷êà θ, ò. å. Sd(θ) = {t ∈ [a, b] |θ(t)− θ(t−) 6= 0}.
Ïóñòü zs : [0, dηs ]→ Rm, s ∈ Sη, � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé ñ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèìè êîíñòàíòàìè Ëèïøèöà L(zs), sup
s∈Sη

L(zs) < +∞.

Áóäåì íàçûâàòü wη :=
(
w(·), {zs(·)}s∈Sη

)
ïîïîëíåíèåì ãðàôèêà ôóíêöèè w ∈ BV m

r (T ), à η(·)
ñîãëàñîâàííîé ïàðàìåòðèçàöèåé âðåìåíè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) Sd(w) ⊆ Sη, zs(0) = w(s−), zs(dηs) = w(s) äëÿ âñåõ s ∈ Sη,
2) ôóíêöèÿ ξ : [0, τ1]→ Rm ñî çíà÷åíèÿìè:

ξ(τ) = w
(
η(τ)

)
äëÿ âñåõ τ ∈ [0, τ1] \

⋃
s∈Sη

∆s, ∆s := [θ(s−), θ(s)],

ξ(τ) = zs
(
τ − θ(s−)

)
äëÿ âñåõ τ ∈ ∆s è âñåõ s ∈ Sη

ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tw
(
[0, τ1], T

)
ìíîæåñòâî âñåõ ïàðàìåòðèçàöèé âðåìåíè, ñîãëàñîâàííûõ ñ w(·),

è ââåäåì ìíîæåñòâî BV m
gr (T ) âñåõ ïîïîëíåíèé ãðàôèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå BV m

r (T ), ò. å.

BV m
gr (T ) =

{
wη | w ∈ BV m

r (T ), η ∈ Tw
(
[0, τ1], T

)
, τ1 > b− a

}
.

Òîãäà BV -ðåøåíèÿ ïðîöåññà âûìåòàíèÿ (9) îïðåäåëåíû äëÿ êàæäîãî wη ∈ BV m
gr (T ).

Â äîêëàäå áóäåò îïèñàíî ìíîæåñòâî BV -ðåøåíèé, à òàêæå ïðåäñòàâëåíà òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ
ïðîöåññîì âûìåòàíèÿ ñ ðåøåíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà ïîïîëíåíèé ãðàôèêîâ ôóíêöèé îãðàíè÷åí-
íîé âàðèàöèè.
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ÑÊÓÐÛÃÈÍÀ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ìàòåìàòè÷åñêîé ëèíãâèñòèêè, èñïîëüçóåìûå äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ ñåìàíòè÷åñêîãî ñõîäñòâà òåêñòîâ. Äàí êðàòêèé îáçîð ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå

òåîðèè îïòèìàëüíîãî òðàíñïîðòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíûé òðàíñïîðò, ñåìàíòè÷åñêîå ñõîäñòâî.

AMS Subject Classi�cation: 35Q49, 49Q22

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ëèíãâèñòèêè îá îïðåäåëåíèè ñåìàíòè÷å-
ñêîé áëèçîñòè òåêñòîâ. Â ðàìêàõ ýòîé çàäà÷è èçó÷àþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îòíîñÿùèåñÿ
ê òåîðèè îïòèìàëüíîãî òðàíñïîðòà (ÎÒ) è îñíîâàííûå íà ñðàâíåíèè òåêñòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàñïðåäåëåíèé ñëîâ, êîòîðûå èõ ñîñòàâëÿþò. Íåêîòîðûå ïîñòàíîâêè òàêèõ ìîäåëåé ïðèâåäåíû
â [3,5�8]. Îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè îáðàáîòêå òåêñòîâ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå (NLP ) è, êàê ïðàâèëî,
ñâÿçàíû ñ ìåòîäàìè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé âàæíî, ïî-
ñêîëüêó áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà è ïîäãîòîâêè îáó÷àþùèõ âûáîðîê òðóäíî
èíòåðïðåòèðîâàòü ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî òðàíñïîðòà çàðîäèëàñü â ðàáîòàõ Ãàñïàðà Ìîíæà

(1781 ã.) è Ëåîíèäà Êàíòîðîâè÷à (1942 ã.). Ñ èñòîðèåé âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ ÎÒ ìîæíî
ïîçíàêîìèòüñÿ â îáçîðå Â. È. Áîãà÷åâà è À. Â. Êîëåñíèêîâà [1]. Ñ ìîìåíòà ñâîåãî âîçíèêíîâå-
íèÿ ýòà òåîðèÿ âíåñëà çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå íàóêè: áûëè âûÿâëåíû ñâÿçè çàäà÷ ÎÒ
ñ ñàìûìè ðàçíûìè íàïðàâëåíèÿìè íåëèíåéíîãî àíàëèçà, óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,
ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà è äð. [2]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíîãî òðàíñïîðòà èìååò ìíî-
ãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â íàóêàõ î äàííûõ, îñîáåííî â ðåøåíèè çàäà÷ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ,
îáðàáîòêè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì ïðèáëèæåííûõ
ðåøàòåëåé, ñïîñîáíûõ ìàñøòàáèðîâàòüñÿ ïîä áîëüøèå ðàçìåðíîñòè çàäà÷ [3, 7, 9�11].
Â èññëåäîâàíèè çàäà÷ èçìåðåíèÿ ñõîäñòâà òåêñòîâ êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò âûáîð ôóíê-

öèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðåäñòàâëÿþùèìè èõ îáúåêòàìè. Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ýôôåê-
òèâíîé îêàçàëàñü ÎÒ ìåòðèêà Ìîíæà-Êàíòîðîâè÷à-Âàññåðøòåéíà (òàêæå åå íàçûâàþò
Earth Mover's distance (EMD)), çàäàþùàÿ, íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ìåæäó òåêñòîâûìè äîêóìåíòà-
ìè ÷åðåç ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé (ãèñòîãðàììàìè
ðàñïðåäåëåíèé) [5, 8]. Ìîäèôèêàöèè ýòîé ìåòðèêè â [12, 13], ó÷èòûâàþùèå èåðàðõèþ ðàñïðåäå-
ëåíèé òåêñòîâ ïî òåìàì è òåì ïî ñëîâàì, ïîçâîëÿþò èçìåðÿòü ñåìàíòè÷åñêîå ñõîäñòâî ìåæäó
ñëîâàìè è íåáîëüøèìè ôðàãìåíòàìè òåêñòîâ.
Â äàííîì äîêëàäå ôîêóñ âíèìàíèÿ áóäåò íà òåîðåòè÷åñêèõ è âû÷èñëèòåëüíûõ àñïåêòàõ îï-

òèìàëüíîé òðàíñïîðòèðîâêè, íå ñâÿçàííûõ íàïðÿìóþ ñ ìàøèííûì îáó÷åíèåì, è ñðàâíåíèè ìå-
òîäîâ, îñíîâàííûõ íà ÎÒ, ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè ïîäõîäàìè ê ïðîãíîçèðîâàíèþ è èçìåðåíèþ
ñåìàíòè÷åñêîãî ñõîäñòâà òåêñòîâ. Òàê, êðàòêèé îáçîð àêòóàëüíûõ ìåòîäîâ ïðèâåäåí â [6]. Òàêæå
îòìåòèì ðàáîòó [4] ñ îáçîðîì ìåòîäîâ òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ðàáîòå ñ êîëëåêöèÿìè
äîêóìåíòîâ, ýòî íîâîå íàïðàâëåíèå â èíòåëëåêòóàëüíîì àíàëèçå òåêñòîâ.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåâûïóêëàÿ ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à (ËÊÇ) îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñî çíàêîíåîïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Ïðîâîäèòñÿ ïðåîáðàçî-
âàíèå è ïàðàìåòðèçàöèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Èç ïîëó÷åííîãî ñåìåéñòâà èäåíòè÷íûõ çàäà÷
âûäåëÿþòñÿ âûïóêëûå îáúåêòû. Îïòèìàëüíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê âûïóêëîé ËÊÇ,
êîòîðàÿ ìîæåò ñëóæèòü òåñòîì äëÿ óëó÷øåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé â èñõîäíîé çàäà÷å.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à, ïðåîáðàçîâàíèå è ïàðàìåòðèçàöèÿ ôóíêöèî-
íàëà, âûïóêëàÿ çàäà÷à, óëó÷øåíèå ýêñòðåìàëüíûõ óïðàâëåíèé.

AMS Subject Classi�cation: 49J15, 49M25

Ðàññìîòðèì ËÊÇ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå

Φ(u)→ min, u ∈ V, (1)

Φ(u) = 〈x(T ), Cx(T )〉+

∫ T

t0

〈x(t), Qx(t)〉dt,

ẋ = A(t)x+ b(u, t), x(t0) = x0,

V = {u(·) ∈ Ĉ[t0, T ] : u(t) ∈ U, t ∈ [t0, T ]}.
Îòìåòèì ñèììåòðè÷íîñòü (n×n) ìàòðèö C,Q, êóñî÷íóþ íåïðåðûâíîñòü äîïóñòèìûõ óïðàâëå-

íèé è êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà U .
Âûäåëèì áëàãîïðèÿòíîå ñâîéñòâî âûïóêëîñòè çàäà÷è (1)

C > 0 ⇔ λmin(C) > 0, Q > 0 ⇔ λmin(Q) > 0

m
Φ(u)− âûïóêëûé ôóíêöèîíàë.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíöèï ìàêñèìóìà (ÏÌ) åñòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíî-
ñòè è ñîîòâåòñòâóþùèå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîðîæäàþò ìèíèìèçèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
óïðàâëåíèé [1,3].
Íàñ èíòåðåñóþò íåâûïóêëûå çàäà÷è ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû

λmin(C) < 0, λmax(C) > 0 èëè (è)

λmin(Q) < 0, λmax(Q) > 0

m
çíàêîíåîïðåäåëåííûå ìàòðèöû C èëè (è) Q.

Â ýòîì ñëó÷àå ÏÌ òåðÿåò ñâîéñòâî äîñòàòî÷íîñòè, çàäà÷à (1) ïðèîáðåòàåò ìíîãîýêñòðåìàëüíûé
õàðàêòåð è âîçíèêàåò ïðîáëåìà åå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ [4].
Íàøà öåëü ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ïðîöåäóðû ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïàðàìåòðèçàöèè íåâûïóêëîãî

ôóíêöèîíàëà Φ(u), êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ñåìåéñòâó âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå èñõîäíîé çàäà÷å.
Îïèøåì îñíîâíûå ýòàïû ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïðèìåðå çíàêîíåîïðåäåëåííîé ìàòðèöû C

ïðè óñëîâèè Q > 0.
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Ýòàï 1: ¾áèâûïóêëàÿ¿ äåêîìïîçèöèÿ ôóíêöèîíàëà.
Ðåøàÿ ïîëíóþ ïðîáëåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ìàòðèöû C, ïîëó÷èì ñîáñòâåííûå ïàðû

(λi, x
i), i = 1, n ñ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî

ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå

C =
n∑
i=1

λiXi,

ãäå Xi = xi(xi)T � ìàòðèöû ðàíãà 1.
Ïîëîæèì

I+ = {i = 1, ..., n : λi > 0}, I− = {i = 1, ..., n : λi < 0}
è ñôîðìèðóåì íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû

C+ =
∑
i∈I+

λiXi, C− =
∑
i∈I−

|λi|Xi.

Âîçüìåì çà îñíîâó ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèöû C

C = C1 − C2, C1 = C+ + γE, C2 = C− + γE.

Çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, γ > 0 � ïàðàìåòð.
Îòìåòèì ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèö C1, C2, ïðè÷åì

λmin(C1) = γ, λmax(C2) = |λmin(C)|+ γ.

Îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Φ(u).
Ââåäåì âûïóêëûå ôóíêöèîíàëû

Φ1(u) = 〈x(T ), C1x(T )〉+

∫ T

t0

〈x(t), Qx(t)〉dt,

Φ2(u) = 〈x(T ), C2x(T )〉.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ¾áèâûïóêëóþ¿ äåêîìïîçèöèþ èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà

Φ(u) = Φ1(u)− Φ2(u).

Ýòàï 2: ïàðàìåòðèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà.
Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

Φα,β(u) = αΦ1(u)− βΦ2(u)

ñ ïàðàìåòðàìè α > 0, β > 0 è ìàòðèöåé C(α, β) = αC1 − βC2.
Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðàìè

Φα,β(u)→ min, u ∈ V (2)

Óêàæåì îáúåäèíÿþùóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñåìåéñòâà çàäà÷ (2).
Ñôîðìèðóåì çàäà÷ó äâóõêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

S(u) = (Φ1(u),−Φ2(u))→ min, u ∈ V (3)

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü åå ðåøåíèÿ â ñìûñëå Ïàðåòî (p � îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ).
Äàëåå èñïîëüçóåì óòâåðæäåíèå [2]: ëþáîå ãëîáàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), α > 0, β > 0 ÿâëÿåòñÿ

p � îïòèìàëüíûì â çàäà÷å (3).
Òàêèì îáðàçîì, âñå çàäà÷è ñåìåéñòâà (2) íà óðîâíå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ¾ðîäñòâåí-

íûìè¿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíÿþùåé çàäà÷è (3).
Ýòàï 3: âûäåëåíèå âûïóêëûõ çàäà÷ èç (2) è îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ.
Ñâîéñòâî âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà Φα,β(u) îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì óñëîâèåì

λmin(C(α, β)) = λmin(αC1 − βC2) > 0, α > 0, β > 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî óïðîñòèòü óñëîâèåì íîðìèðîâêè β = 1 è åãî ðåàëèçàöèÿ ïðèâîäèò ê
α-ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïîèñêó ñ ìèíèìèçàöèåé îòêëîíåíèÿ (α− 1)2.
Äëÿ êîíêðåòèçàöèè ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåì îöåíêó ñíèçó

λmin(C(α, β)) > αλmin(C1)− βλmax(C2)
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è ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè â ôîðìå ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà

α >
λmax(C2)

λmin(C1)
β =

|λmin(C)|+ γ

γ
β.

Îáîçíà÷èì: µ = |λmin(C)|, k(γ) = 1 + µ
γ .

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ (α, β) â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ äî öåëåâîé ïàðû
(1, 1)

(α− 1)2 + (β − 1)2 → min, α > k(γ)β.

Ðåøåíèå:

α∗(γ) = k(γ)β∗(γ), β∗(γ) =
1 + k(γ)

1 + k2(γ)
, (α∗(γ) > 1, β∗(γ) < 1).

Îòìåòèì ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè ïðè γ →∞ : α∗(γ)→ 1, β∗(γ)→ 1.
Ñîîòâåòñòâóþùèé âûïóêëûé ôóíêöèîíàë:

Φ∗(u) = β∗(γ)[Φ(u) +
µ

γ
Φ+(u) + µ〈x(T ), x(T )〉],

Φ+(u) = 〈x(T ), C+x(T )〉+

∫ T

t0

〈x(t), Qx(t)〉dt.

Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì âàðèàíòû èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì
çíà÷åíèåì γ > 0.
1. Íàéäåì ðåøåíèå u∗(t) âûïóêëîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Φ(u) +
µ

γ
Φ+(u) + µ〈x(T ), x(T )〉 → min, u ∈ V. (4)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïðèåìëåìóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ çíà÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1):
min{Φ(u), u ∈ V } 6 Φ(u∗).
2. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñîñòîèò â óëó÷øåíèè ýêñòðåìàëüíûõ

óïðàâëåíèé (óäîâëåòâîðÿþùèõ ÏÌ, íî íåîïòèìàëüíûõ).
Ïóñòü ïîëó÷åíî ýêñòðåìàëüíîå óïðàâëåíèå ū ∈ V çàäà÷è (1). Ïðèìåíèòåëüíî ê âûïóêëîé çà-

äà÷å (4) ýòî óïðàâëåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ò. å. íå óäîâëåòâîðÿåò ÏÌ.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ çàäà÷è (4) îíî ãàðàíòèðîâàííî óëó÷øàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè [3].
Ýòî óëó÷øåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ñîïðîâîæäàåòñÿ óìåíüøåíèåì ôóíêöèîíàëà Φ(u), íàïðèìåð,
Φ(u∗) < Φ(ū).
Òàêèì îáðàçîì, âûïóêëàÿ çàäà÷à (4) ìîæåò îáåñïå÷èòü ïðîöåäóðó óëó÷øåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ

óïðàâëåíèé íåâûïóêëîé çàäà÷è (1).
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü àï-

ïðîêñèìàöèè äðóãèìè çàäà÷àìè ãëîáàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, îñíîâàííîå ïðåèìóùåñòâî êîòîðûõ

ñîñòîèò â íàëè÷èè ýôôåêòèâíûõ è õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàâøèõ íà ïðàêòèêå ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåâûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå, êâàäðàòè÷íàÿ îïòèìèçàöèÿ, öåëî÷èñëåííîå

ïðîãðàììèðîâàíèå, ãëóáîêèå îòñå÷åíèÿ.

AMS Subject Classi�cation: 90C33, 90C26

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìîé â äîêëàäå, èìååò ñëåäó-
þùèé âèä

f(x)→ min
x∈X

, (1)

ãäå f : S → R � ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñíèçó ôóíêöèÿ, S ⊂ Rn � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, X ⊂ S � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî. Â òàêîé ïîñòàíîâêå ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ëèøü ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè óñëîâèè X 6= ∅. Äîêëàä ïîñâÿù¼í èññëåäîâàíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1) ïðè ðàçëè÷íûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî f è X.

2. Ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè. Îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ñîñòîèò, êàê îáû÷íî, â àïïðîêñèìàöèè
çàäà÷è (1) ìåíåå ñëîæíûìè âñïîìîãàòåëüíûìè çàäà÷àìè [1]. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îï-
òèìàëüíûõ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ äîëæíà îáëàäàòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êàæäàÿ
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (1). Ðàç-
ëè÷íûå òðåáîâàíèÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì çàäà÷àì, ãàðàíòèðóþùèì äàííîå ñâîéñòâî, ðàçðàáîòàíû
äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî, òàê æå êàê è îáùèå ñõåìû, â ðàìêàõ êîòîðûõ ýòè òðåáîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ
( [1], [4], [8]).
Ïðè ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ïðèõîäèòñÿ èñõîäèòü èç âîçìîæíîñòè èõ ýôôåêòèâíî-

ãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ
èñïîëüçóþòñÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî èëè âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå ïðåäñòàâëÿþò ñëîæíîñòè (äàæå çàäà÷è ñ 100 000
000 ïåðåìåííûõ). Ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ òðåáóåò íåêîòî-
ðîãî óòî÷íåíèÿ. Â îáùåé ïîñòàíîâêå (ìèíèìèçàöèÿ âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå)
÷èñëî ïåðåìåííûõ ìîæåò äîõîäèòü äî 1000 ( [3]). Åñëè íåñêîëüêî ñóçèòü êëàññ çàäà÷ âûïóêëî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äî çàäà÷, îáëàäàþùèõ îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðîé, ïîçâîëÿþùåé ïðèìåíÿòü
äëÿ èõ ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûå ìåòîäû âíóòðåííèõ òî÷åê, òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ âîçðàñòàåò äî
10 000 000.
Åñëè â çàäà÷å (1) X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî å¼ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷àìè âûïóêëîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ âûãëÿäèò åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî, f ìîæíî çàìåíèòü
å¼ âûïóêëîé îáîëî÷êîé íàä X è ðåøàòü ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Êîíå÷íî, âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìîæíî ïîñòðîèòü ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, íî ñàì ôàêò òåîðåòè-
÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷è (1) çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòèìóëèðóåò óñèëèÿ ïî
ïîýòàïíîìó (ïðèáëèæ¼ííîìó) ïîñòðîåíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè ñ îäíîâðåìåííûì äîêàçàòåëüñòâîì
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ñõîäèìîñòè ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó. Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, åñëè X � íåâûïóêëîå ìíîæåñòâî, íà-
ïðèìåð, öåëî÷èñëåííàÿ ðåø¼òêà ìíîãîìåðíîãî ïîëèòîïà. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà äîïóñòèìîé îáëà-
ñòè � ñíîâà ïîëèòîï è â ñëó÷àå íåëèíåéíîñòè f ãëîáàëüíûé ìèíèìóì f íà âûïóêëîé îáîëî÷êå
ìîæåò è íå áûòü äîïóñòèìîé òî÷êîé, äàæå åñëè f âûïóêëà.
Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ òàêæå çàäà÷è íåâûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êîíå÷íî, ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðåññà íåò � NP-òðóäíûå çàäà÷è
àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñíîâà NP-òðóäíûìè çàäà÷àìè. Òåì íå ìåíåå ïîäõîäÿùèé âûáîð âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåïëîõèå ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è îñíîâàíèå äëÿ òàêîãî
âûáîðà äîâîëüíî ïðàãìàòè÷åñêîå � íàëè÷èå õîðîøåãî ðåøàòåëÿ.

3. Êâàäðàòè÷íûå è öåëî÷èñëåííûå çàäà÷è. Êàê èçâåñòíî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâó-
þò õîðîøèå ðåøàòåëè çàäà÷ ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì
ïðèìåðû ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ çàäà÷ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ. Ïóñòü â çàäà÷å
(1) f(x) = xTQx+ cTx � íåâûïóêëàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, X = {x ∈ Rn : Ax 6 b} � îãðàíè-
÷åííîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, äàííóþ
çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ÷àñòè÷íîãî 0-1 ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé êðîìå ïåðåìåííûõ x
ðàâíîïðàâíîå ó÷àñòèå ïðèíèìàþò ïåðåìåííûå λ � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Èñïîëüçîâàíèå ¾ïðî-
äâèíóòîãî¿ ðåøàòåëÿ äà¼ò î÷åíü íåïëîõèå ðåçóëüòàòû íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ, ñîäåðæàùèõ â èñõîä-
íîé ïîñòàíîâêå äî íåñêîëüêèõ ñîòåí ïåðåìåííûõ x [5]. Èäåéíàÿ îñíîâà òàêîé ðåäóêöèè ïðîñòà:
çàïèñûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, â êîòîðûõ âñå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíû, êðîìå
ñîîòíîøåíèé äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè, êîòîðûå ââåäåíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ 0-1 ïåðåìåííûõ
( [2]) ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì, ñîäåðæàùèì ýòè ñàìûå 0-1 ïåðåìåííûå. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïîëó÷àåì ñìåøàííóþ 0-1 çàäà÷ó ËÏ. È âñ¼-òàêè íå âñå ñâîéñòâà èñõîäíîé íåïðåðûâíîé
ïîñòàíîâêè áûëè èñïîëüçîâàíû. Íåâîñòðåáîâàííûì îêàçàëñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò ëî-
êàëüíîãî ïîèñêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ïðè ïîìîùè êàêîãî-ëèáî
ìåòîäà ëîêàëüíîãî ñïóñêà. Ïåðåïèñàâ ýòî ðåøåíèå â òåðìèíàõ çàäà÷è ÷àñòè÷íîãî 0-1 ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷àåì äîïóñòèìóþ òî÷êó, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé
ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíÿåìîãî 0-1 ðåøàòåëÿ. Äàëåå, èñïîëüçîâàíèå òðèâèàëüíîãî ìóëüòèñòàðòà
íåðåäêî äà¼ò òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (òîëüêî íàì îá ýòîì íå èçâåñòíî). Â ýòîì ñëó÷àå
ïîñëåäóþùåå ïðèìåíåíèå 0-1 ðåøàòåëÿ åñòü ïðàêòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ãëîáàëüíîé îïòèìàëü-
íîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

4. Ìåòîäû îòñå÷åíèé. Âîçìîæíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå. Ïóñòü â (1) f � äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ, X � ìíîæåñòâî, çàäàííîå ñèñòåìîé ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ äèôôåðåíöèðóåìûìè
ôóíêöèÿìè â ëåâûõ ÷àñòÿõ. Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà, íàõîäèì ðåêîðä-
íîå ðåøåíèå. Çàòåì çàïèñûâàåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè è, ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûå
0-1 ïåðåìåííûå, èçáàâëÿåìñÿ îò óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñìåøàí-
íóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ñ íåïðåðûâíûìè è äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè, äëÿ êîòîðîé
èçâåñòíà õîòÿ áû îäíà äîïóñòèìàÿ òî÷êà. Äàëåå ôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ÷àñòè÷íî-äèñêðåòíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ñîñòîÿùóþ â ìèíèìèçàöèè f íà êîðíÿõ ýòîé ñèñòåìû. ×àñòü äîêëàäà ïîñâÿùåíà
èññëåäîâàíèþ ýôôåêòèâíîñòè äàííîãî ïîäõîäà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ âèäà (1).
Ïðåäïîëîæèì, òåïåðü, ÷òî f â çàäà÷å (1) � êâàçèâîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, à X � ñíîâà îãðàíè÷åí-

íîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî. Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â òàêîé çàäà÷å äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíå X.
Íàéä¼ì íåêîòîðóþ âåðøèíó (÷òî íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè). Èñïîëüçóÿ òó èëè èíóþ ïðîöåäó-
ðó èç [8] ïîñòðîèì ïëîñêîñòü, îòñåêàþùóþ íàéäåííóþ âåðøèíó, è áóäåì èñêàòü íîâóþ âåðøèíó
X ñðåäè íåîòñå÷¼ííûõ. Êàê áûëî óêàçàíî â [7] ïîèñê íîâîé íåîòñå÷¼ííîé âåðøèíû ìîæíî ïðî-
âîäèòü, ðåøàÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî 0-1 ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñ-
ïîëàãàÿ ìîùíûì 0-1 ðåøàòåëåì ìîæíî íàõîäèòü ãëîáàëüíûé ìèíèìóì â äîñòàòî÷íî ñåðü¼çíûõ
çàäà÷àõ âîãíóòîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì, òàê êàê çàäà÷à âîãíó-
òîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå â ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ñðàâíèìîå
ñ âàæíîñòüþ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â âûïóêëîé îïòèìèçàöèè.
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Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î ïðèìåíåíèè ìåòîäèêè öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåïðåðûâíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ðàññìîòðèì òåïåðü
îáðàòíîå âîçäåéñòâèå.
Ïðèìåíåíèå òåîðèè è ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè (â äàííîì ñëó÷àå âûïóêëîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ) â öåëî÷èñëåííîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ
íîâîãî òèïà îòñå÷åíèé. Ïóñòü X � îãðàíè÷åííîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî, x0 � åãî íåöåëî÷èñ-
ëåííàÿ âåðøèíà. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü, îòñåêàþùóþ x0 è ¾ñîõðàíÿþùóþ¿ âñå öåëî÷èñ-
ëåííûå òî÷êè X. Êàê èçâåñòíî, äàííàÿ çàäà÷à äàâíî ðåøåíà è ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òèïîâ òàê
íàçûâàåìûõ ïðàâèëüíûõ îòñå÷åíèé. Âñå îíè èñïîëüçóþò àêòèâíûå â x0 ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ.
Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûé òèï ãëóáîêèõ îòñå÷åíèé, ó÷èòûâàþùèé âëèÿíèå òàêæå è
íåàêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé [6]. Ïîñòðîåíèå òàêîãî òèïà îòñå÷åíèé îñíîâûâàåòñÿ íà ðåøåíèè ñåïàðà-
áåëüíûõ çàäà÷ âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, â ðÿäå
ñëó÷àåâ òàêèå îòñå÷åíèÿ ýôôåêòèâíû, â ÷àñòíîñòè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî X íå ñîäåðæèò
öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê.
Èñïîëüçîâàíèå øòðàôíûõ ôóíêöèé äà¼ò åù¼ îäíó âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ íåïðå-

ðûâíîé îïòèìèçàöèè â äèñêðåòíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å (1) êîìïîíåíòû âåêòîðà x äîëæ-
íû ïðèíèìàòü òîëüêî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Äîáàâëÿÿ ê öåëåâîé ôóíêöèè ñëàãàåìîå âèäà
N ·

∑n
i=1 sin

2(πxi) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N , ìîæíî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåáîâàíèÿõ, íà-
ëàãàåìûõ íà çàäà÷ó (1), îò çàäà÷è öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ïåðåéòè ê çàäà÷å íåïðåðûâíîé
îïòèìèçàöèè. Çäåñü îòêðûâàþòñÿ øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ êîìáèíèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ ìå-
òîäîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè è ìåòîäîâ äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî øòðàôíîå ñëàãàåìîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ d.c. (di�erence
convex) ôóíêöèþ. Ýòî ñâîéñòâî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü õîðîøî ðàçðàáîòàííóþ ìåòîäèêó
d.c. îïòèìèçàöèè (íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå âûïóêëûõ îãèáàþùèõ öåëåâîé ôóíêöèè è, êàê ñëåä-
ñòâèå, ìîùíûõ ìåòîäîâ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ê èññëåäóåìîé çàäà÷å. Ìîæíî âìåñòî äî-
áàâëåíèÿ øòðàôíîãî ñëàãàåìîãî ê öåëåâîé ôóíêöèè ââåñòè îãðàíè÷åíèÿ sin(πxi) = 0, i = 1, . . . , n
è ñíîâà èñïîëüçîâàòü ìåòîäû d.c. îïòèìèçàöèè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íåò íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëÿòü
çíà÷åíèå øòðàôíîãî ïàðàìåòðà N . Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ òàêàÿ êîìáèíàöèÿ íåïðåðûâ-
íîé è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Êàê èçâåñòíî, ìåòîäû íåïðåðûâíîé ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè,
áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ òàêæå, êàê è ìåòîäû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè îáùåé ñõåìû âåòâåé è ãðàíèö, îñîáåííî ýôôåêòèâíû íà ïåðâûõ èòåðà-
öèÿõ: ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå îöåíêè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ñíèçó è èç
ðàññìîòðåíèÿ óäàëÿþòñÿ îáëàñòè, íå ñîäåðæàùèå òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Äàëåå ýôôåêòèâ-
íîñòü íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè ñíèæàåòñÿ è ðàçóìíî ïåðåéòè ê çàäà÷å äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè
â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðîÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ýôôåêò ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Îò 50 äî 70% âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé òðàòèòñÿ íà òî, ÷òîáû äîêàçàòü,
÷òî íàéäåííîå ðåêîðäíîå çíà÷åíèå è åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà. Íà âçãëÿä àâòîðà ìåòî-
äû äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷åé äîêàçàòåëüñòâà ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè
ëó÷øå. Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ äèñ-
êðåòíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ëîêàëèçàöèþ îáëàñòè, ñîäåðæàùåé îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå.
Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì, îñíîâàí-

íûõ íà èäåÿõ îïèñàííûõ âûøå. Êðîìå çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îáðàòíî-âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, çàäà÷è ñ íåöåëî÷èñëåííûìè
äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðåäâàðèòåëüíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ è íà íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ýíåðãåòèêè.
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Àííîòàöèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ïîäõîäû ê ïåðå÷èñëåíèþ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îáúåêòîâ: ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè, ïîìå÷åííûõ è íåïîìå÷åííûõ. Ðàçðàáîòàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèé ñåìåéñòâ êîìáèíàòîðíûõ ÷èñåë. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïåðå÷èñëåíèÿ

ïëîñêèõ è íåïëîñêèõ äåðåâüåâ ïî ðàçëè÷íûì ïàðàìåòðàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåðåâüÿ, ïëîñêèå äåðåâüÿ, ðåøåòî÷íûå ïóòè, àëãîðèòìû ïåðå÷èñëåíèÿ.

AMS Subject Classi�cation: 06A06, 05C05, 05C31, 05E05

1. Ââåäåíèå. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ïåðå÷èñëåíèþ, êîòîðûå çàâèñÿò îò îñîáåííî-
ñòåé ïåðå÷èñëÿåìûõ îáúåêòîâ [3]. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïåðå÷èñëåíèÿ ðåøåòî÷íûõ
ïóòåé è äåðåâüåâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îáúåêòû ðàçíûõ òèïîâ: ñ îãðàíè÷åíèÿìè, ïîìå÷åííûõ
è íåïîìå÷åííûõ.
Â ï. 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðå÷èñëåíèå îáúåêòîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè � ïîäìíîæåñòâà ðåøåòî÷íûõ

ïóòåé. Ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èçó÷àåìûõ ðåøåòî÷íûõ ïóòåé. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòìè-
÷åñêàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ èíòåðïðåòàöèé ðåøåòî÷íûõ ïóòåé, ñîòâåòñòâóþùèõ
ñåìåéñòâó êîìáèíàòîðíûõ ÷èñåë.
Â ï. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðå÷èñëåíèå ïîìå÷åííûõ îáúåêòîâ � ïîäìíîæåñòâà êîðíåâûõ äåðå-

âüåâ. Ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äåðåâüåâ, ïðèâîäÿòñÿ ñëåäñòâèÿ èç
òåîðåìû � ÿâíûé âèä è ñâîéñòâà îáîáùåííûõ ðàñùåïëåííûõ ÷èñåë Øðåäåðà, àëãîðèòì ïîñòðî-
åíèÿ ïîëíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà.
Â ï. 4 ïîñòðîåíû àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ íåïîìå÷åííûõ ïëîñêèõ äåðåâüåâ.

2. Ðåøåòî÷íûå ïóòè. Ìíîãèå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ ïå-
ðå÷èñëåíèÿ ðåøåòî÷íûõ ïóòåé.
Êîíå÷íûì íåîòðèöàòåëüíûì ðåøåòî÷íûì ïóòåì L â ïðîñòðàíñòâå E2 íàçûâàþò ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü L = (v1, ..., vk), ãäå vi(xi, yi) ∈ N2
0 , 1 6 i 6 k, N0 = {0, 1, 2, ...}, vi+1 − vi =

(xi+1 − xi, yi+1 − yi) ∈ {(1, 0), (0, −1)}. Ïóñòü a = (a1, a2), b = (b1, b2), òîãäà L íàçûâà-
þò ðåøåòî÷íûì ïóòåì òèïà [a, b] åñëè îí ïðîõîäèò a îò ê b. Ñëåäóÿ [7], ðàññìàòðèâàåì íå âñå
âîçìîæíûå ïóòè íà ðåøåòêå, à òîëüêî òå, êîòîðûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî
¾çàïðåùåííûõ¿ òî÷åê ïëîñêîñòè. Ïóñòü ÷èñëà ϕn îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

ϕn+2 = k1ϕn+1 + k2ϕn,

ãäå ϕ0, ϕ1, k1, k2 ∈ N.
Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñäâèãà òî÷êè M(x, y) íà âåêòîð N(αx, αy) : M ⊗N = (x + αx, y + αy).

Ñäâèã ìíîæåñòâà � ñäâèã âñåõ åãî òî÷åê. Îáîçíà÷èì [an, bn] � òèï ðåøåòî÷íûõ ïóòåé: an =
(0; Yn), bn = (0; Xn), Xn = X(n, k0, k1, ϕ0, ϕ1), Yn = Y (n, k0, k1, ϕ0, ϕ1); Zn =
Z(n, k0, k1, ϕ0, ϕ1) � ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ òî÷åê. Ïóòü, ïðîõîäÿùèé õîòÿ áû ÷åðåç îäíó
òî÷êó èç ìíîæåñòâà Zn, íàçîâåì çàïðåùåííûì; âñå îñòàëüíûå � äîïóñòèìûìè. Ïóñòü Λ � ìíîæå-
ñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåòî÷íûõ ïóòåé òèïà [an, bn] ïðè çàäàííîì Zn. Ïóñòü A = A(n, ϕ0, ϕ1)
� ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ òî÷åê; B = B(k1, k2), C = C(k1, k2), D = D(k1, k2), F = F (k1, k2)
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� ìíîæåñòâà îñíîâíûõ òî÷åê; σ = (σ1, σ2), σi = (n, ϕ0, ϕ1), i = 1, 2 � âåêòîð ñäâèãà ïî
íà÷àëüíûì òî÷êàì; δ = (δ1, δ2), δi = δi(k1, k2), i = 1, 2 � âåêòîð ñäâèãà îñíîâíûõ òî÷åê;
H = {α1, α2, α3, α4} � ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ñäâèãà îñíîâíûõ òî÷åê.
Ïîñòðîåíî ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ A, B, C, D, F, H, δ, σ.

Àëãîðèòì 1. Âõîä àëãîðèòìà: ñîîòíîøåíèå (1) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕ0, ϕ1.
Øàã 1. Ñòðîèì A, B, C, D, F, H, δ, σ ïî ïðàâèëó 1.
Øàã 2. Íàõîäèì ÷èñëà Xn, Yn ïî ïðàâèëó 1.
Øàã 3. Ñòðîèì ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ òî÷åê: Zn = {A, B ⊗ σ ⊗ δ, C ⊗ σ ⊗ δ, ...,
C ⊗ σ ⊗ α1δ, B ⊗ σ ⊗ δ, ..., B ⊗ σ ⊗ α2δ, D ⊗ σ ⊗ δ, ..., D ⊗ σ ⊗ α3δ, F ⊗ σ ⊗ δ, ..., F ⊗ σ ⊗ α4δ}
Âûõîä àëãîðèòìà: an, bn, Zn.

Èäåÿ àëãîðèòìà 1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâà ñòðîÿòñÿ îäèí ðàç, à äàëåå ñäâèãàþòñÿ íà
ïîñòðîåííûå âåêòîðà â çàâèñèìîñòè îò n. Äîêàçàíà [6]:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n > 2, [an, bn] è Zn ïîñòðîåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì 1, òîãäà
|Λ[an, bn]| = ϕn.

3. Ïåðå÷èñëåíèå ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ. Êîðíåâîå äåðåâî ìîæíî îïðåäåëèòü
ðåêóðñèâíî. Êîðíåâîå äåðåâî d åñòü òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî: îäíà ñïåöèàëüíî âûáðàííàÿ
âåðøèíà íàçûâàåòñÿ êîðíåì äåðåâà d, îñòàâøèåñÿ âåðøèíû (èñêëþ÷àÿ êîðåíü) ðàçáèòû íà m > 0
íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì [2]. Âåðøèíû, íå
èìåþùèå ïðååìíèêîâ, íàçûâàþòñÿ êîíöåâûìè âåðøèíàìè. Âåðøèíû, èìåþùèå ïðååìíèêîâ, íà-
çûâàþò âíóòðåííèìè âåðøèíàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàì, ãäå ýòî ñïåöèàëüíî îãîâîðåíî, ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå äåðåâüÿ [7], ò. å. ïîääåðåâüÿ â ëþáîé âåðøèíå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû.
Ïóñòü n > 2, 2 6 k 6 n. Îáîçíà÷èì D(n, k) � ìíîæåñòâî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ,

èìåþùèõ â òî÷íîñòè n êîíöåâûõ âåðøèí è k ïðååìíèêîâ êîðíÿ, ó êîòîðûõ èç êàæäîé âíóòðåí-
íåé âåðøèíû èñõîäèò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí. Ïðèñâîèì êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíå äåðåâà ìåòêó,
çàíóìåðîâàâ âåðøèíû ÷èñëàìè 1, 2, ..., n. Cëåäóþùóþ ïðîöåäóðó ïîâòîðÿåì äî òåõ ïîð, ïîêà âñå
âåðøèíû êðîìå êîðíÿ íå îêàæóòñÿ ïîìå÷åííûìè [7]. Ïîìåòèì ÷èñëîì n + 1 âåðøèíó v òàêóþ,
÷òî à) âåðøèíà v íå ïîìå÷åíà, à âñå åå ïðååìíèêè ïîìå÷åíû è á) ñðåäè âñåõ íåïîìå÷åííûõ âåð-
øèí, âñå ïðååìíèêè êîòîðûõ ïîìå÷åíû, v ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé, èìåþùåé ïðååìíèêà ñ íàèìåíüøåé
ìåòêîé. Ïîëó÷åííîå äåðåâî íàçûâàåòñÿ ïîìå÷åííûì.
D̄(n, k) � ìíîæåñòâî íåïîìå÷åííûõ ïëîñêèõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ, èìåþùèõ â òî÷íîñòè n êîíöåâûõ
âåðøèí è k ïðååìíèêîâ êîðíÿ, ó êîòîðûõ èç êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíû èñõîäèò íå ìåíåå äâóõ
âåðøèí.
D̄(n, k, r1, ...rn) � ìíîæåñòâî äåðåâüåâ d ∈ D̄(n, k) èìåþùèõ â òî÷íîñòè ri âåðøèí ñòåïåíè

i, 1 6 i 6 n. Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ââåäåííûõ â [1] îáîçíà÷åíèé:
v(n, k) � êîëè÷åñòâî âåðøèí â äåðåâå d, íå ñ÷èòàÿ êîðåíü,
w(n, k) � êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ âåðøèí â äåðåâå d, íå ñ÷èòàÿ êîðåíü,
n= {1, 2, ..., n}.
Â [2, 3] ïîëó÷åí ÿâíûé âèä îáîáùåííûõ (à ïðè k = 1 îáû÷íûõ) ÷èñåë Øðåäåðà:

Snk =
∑

2n−2k, n−k

(2n− k − r1 − 1)!

(k − 1)!

n−k+1∏
i=2

[ri!(i!)
ri ]−1,

Sn1 =
∑

2n−2, n−1

(2n− r1 − 2)!
n∏

i=2

[ri!(i!)
ri ]−1,

ãäå n > 2, 1 6 k 6 n, à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì (2n− 2k) íà (n− k) ñëàãàåìûõ
è (2n− 2) íà (n− 1) ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâåííî.
Â ðàáîòå [1] ïîñòðîåíà áèåêöèÿ ìåæäó êîðíåâûìè äåðåâüÿìè è ðàçáèåíèÿìè, òåì ñàìûì äîêà-

çàíà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ óòâåðæäåíèÿì, äîêàçàííûì â [2, 7] ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
Îáîçíà÷èì n= {1, 2, ..., n}.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: |D(n, k)| = Snk è |D(n)| = Sn1.



ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÅÐÅ×ÈÑËÅÍÈß ÐÅØÅÒÎ×ÍÛÕ ÏÓÒÅÉ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ 155

Â [2] ââåäåíû ðàñùåïëåííûå ÷èñëà Øðåäåðà âòîðîãî ðîäà Knm, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ÷èñëî
êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ n êîíöåâûìè âåðøèíàìè ïî ïàðàìåòðó m � êîëè÷åñòâó âíóòðåííèõ âåðøèí.
Â [1] ââåäåíû îáîáùåíèÿ ýòèõ ÷èñåë � ðàñùåïëåííûå îáîáùåííûå ÷èñëà Øðåäåðà Knmk, êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ÷èñëî êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ n êîíöåâûìè âåðøèíàìè ïî ïàðàìåòðàì m � êîëè÷åñòâó
âíóòðåííèõ âåðøèí è k � êîëè÷åñòâó ïðèåìíèêîâ êîðíÿ.
Ïîëó÷åí ðÿä ñëåäñòâèé è àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ÷èñåë Knm ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Knm =

′∑
2n−2, n−1

(n+m)!
n∏

i=2

[ri!(i!)
ri ]−1,

ãäå n > 2, 0 6 m 6 n− 2, à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òàêèì ðàçáèåíèÿì (2n− 2) íà (n− 1)
ñëàãàåìûõ, ó êîòîðûõ r1 = n− 2−m.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ÷èñåë Knmk ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Knmk =

′′∑
2n−2k, n−k

(n+m− 1)!

(k − 1)!

n−k+1∏
i=2

[ri!(i!)
ri ]−1,

ãäå 2 6 k 6 n, m 6 n − k, à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì òàêèì ðàçáèåíèÿì (2n − 2k) íà
(n− k) ñëàãàåìûõ, ó êîòîðûõ r1 = n− k −m.

Ñëåäñòâèå 3. ×èñëà Snk è Knmk ñâÿçàíû cîîòíîøåíèåì:

Snk =
n−k∑
m=0

Knmk, k > 2.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïî ðàçáèåíèþ β ìíîæåñòâà 2m,
íà m,m = n− 1 áëîêîâ, ïîëíîå ðàçáèåíèå α ìíîæåñòâà n.

Àëãîðèòì 2. Âõîä àëãîðèòìà: ðàçáèåíèå β.
Øàã 1. Èç ðàçáèåíèÿ β óáåðåì âñå r1 áëîêîâ äëèíû 1;
Øàã 2.
a) Îòìå÷àåì êîðåíü äåðåâà;
b) ýëåìåíòû áëîêà, ñîäåðæàùåãî ìàêñèìàëüíóþ ìåòêó, äåëàåì ïðèåìíèêàìè êîðíÿ. Äëèíó

ýòîãî áëîêà îáîçíà÷èì k;
Øàã 3. Ýëåìåíòû áëîêà i äåëàåì ïðèåìíèêàìè êîíöåâîé âåðøèíû ñ ìåòêîé j (êàæäîìó ýëåìåí-
òó áëîêà ñîîòâåòñòâóåò îòäåëüíàÿ âåðøèíà ñ ìåòêîé ýòîãî ýëåìåíòà), åñëè è òîëüêî åñëè:
a) j � ìàêñèìàëüíàÿ ìåòêà èç âñåõ ìåòîê êîíöåâûõ âåðøèí èçîáðàæåííîãî äåðåâà;
b) áëîê i ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíóþ ìåòêó èç âñåõ ìåòîê â áëîêàõ;

Øàã 4. Ïîâòîðÿåì øàã 3 äëÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ áëîêîâ.
Âûõîä àëãîðèòìà: k, ðàçáèåíèå α.

Ïîñòðîåííîå ïîëíîå ðàçáèåíèå α ñîäåðæèò k âíåøíèõ ïîäìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ.

4. Ïåðå÷èñëåíèå ïëîñêèõ êîðíåâûõ íåïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ. Â ðàìêàõ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ïîäõîäà ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïåðå÷èñëåíèÿ ïîäìíîæåñòâà íåïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ
ïëîñêèõ äåðåâüåâ [4]. Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ïîçâîëèëè äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èçó÷àåìûì ìíîæåñòâîì äåðåâüåâ è ìíîæåñòâîì íåóáûâàþ-
ùèõ êîðòåæåé è ïîëó÷èòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ è êîäèðîâàíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà èçó÷àåìûõ äå-
ðåâüåâ. Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìûõ äåðåâüÿõ âàæåí ïîðÿäîê âíóòðåííèõ âåðøèí, ÷òîáû åãî
çàôèêñèðîâàòü áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ èçâåñòíîãî ñïîñîáà îáõîäà äåðåâà ïî ïðàâèëó 1: áóäåì
îáõîäèòü äåðåâî â ñîîòâåòñòâèè ñ df-ïîðÿäêîì [4], ò. å. â ãëóáèíó, íà÷èíàÿ îò êîðíÿ, ñîâåðøàÿ
îáõîä ñëåâà íàïðàâî. Íàçîâåì òèïîì äåðåâà d ∈ D̄(n, k) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (n1, n2, ..., nw(n,k))
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ñòåïåíåé âíóòðåííèõ âåðøèí äåðåâà, áåç ó÷åòà êîðíÿ ïðè îáõîäå äåðåâà ïî ïðàâèëó 1. Îáîçíà-
÷èì D̃(n, k, n1, n2, ..., nw(n,k)) � ìíîæåñòâî äåðåâüåâ d ∈ D̄(n, k) òèïà (n1, n2, ..., nw(n,k)). Îïèøåì
ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ äåðåâüåâ íåóáûâàþùèìè êîðòåæàìè.

Àëãîðèòì 3. Âõîä àëãîðèòìà: äèàãðàììà äåðåâà d ∈ D̄(n, k).
Âûõîä àëãîðèòìà:êîä äåðåâà a1, ..., aw(n,k).
Îáõîäèì äåðåâî ïî ïðàâèëó 1, ïóñòü v1, ..., vw(n,k) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáõîäà åãî âíóòðåííèõ
âåðøèí (çà èñêëþ÷åíèåì êîðíÿ).
Äëÿ âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèí vi, 1 6 i 6 w(n, k) âûïîëíÿåì
ñ÷èòàåì c(vi) � ÷èñëî êîíöåâûõ âåðøèí ïðîéäåííûõ äî âíóòðåííåé âåðøèíû vi,
êîäèðóåì âåðøèíó vi: ai := c(vi) + 1.

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ çàäàäèì äåðåâî â âèäå ãðàôà T =< V,R >, ãäå V �
ìíîæåñòâî âåðøèí, R � ìíîæåñòâî ðåáåð. Ìíîæåñòâî V ñ÷èòàåì óïîðÿäî÷åííûì â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîðÿäêîì îáõîäà âåðøèí äåðåâà ïî ïðàâèëó 1.

Àëãîðèòì 4. Âõîä àëãîðèòìà: êîä äåðåâà a1, ..., aw(n,k), òèï äåðåâà (n1, ..., nw(n,k)).

Âûõîä àëãîðèòìà: äåðåâî T ∈ D̄(n, k), T =< V,R >.
Ïóñòü V = {v0}, R � ïóñòîå ìíîæåñòâî.
Ñòðîèì âñå k ïðååìíèêîâ êîðíÿ: äîáàâëÿåì âåðøèíû v1, ..., vk â V , ðåáðà (v0, v1), ..., (v0, vk) � â
R.
Äëÿ 1 6 i 6 w(n, k) âûïîëíÿåì
îáõîäÿ ïî ïðàâèëó 1 ïîñòðîåííîå äåðåâî îòñ÷èòûâàåì ai êîíöåâûõ âåðøèí,
ñòðîèì ni ïðååìíèêîâ ó ai-é âåðøèíû:
äîáàâëÿåì ýëåìåíòû vk+(n1+...+ni−1)+1, ..., vk+(n1+...+ni)+1 ïîñëå ai-é âåðøèíû â V,
ïåðåîáîçíà÷àåì ai-þ âåðøèíó ÷åðåç wai ,
äîáàâëÿåì ýëåìåíòû (wai , vk+(n1+...+ni−1)+1), ..., (wai , vk+(n1+...+ni)+1) â R.
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Àííîòàöèÿ. Â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàíèå è ïðèìåíåíèå ãëóáîêèõ íåéðîííûõ ñåòåé äëÿ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñòàëî íîâûì è ìíîãîîáåùàþùèì íà-
ïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé [1] [3] [2]. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä èñïîëüçîâàíèÿ ãëóáîêèõ
íåéðîííûõ ñåòåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ýíåðãèè. Ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè òðàäèöèîííûìè ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè, è ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåçóëüòàòû îáîèõ ïîäõîäîâ ñîïîñòàâèìû. Îäíàêî ìåòîä, èñïîëüçó-
þùèé íåéðîííóþ ñåòü, ïîêàçàë áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü, íî òðåáóåò áîëüøå âðåìåíè íà îáó÷åíèå
è âû÷èñëåíèÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷åòûð¼õìåðíàÿ ñèñòåìà ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ýíåðãèè, ìàøèííîå îáó÷åíèå,
ãëóáîêîå îáó÷åíèå, ÈÑÊÓÑÑÒÂÅÍÍÀß íåéðîííàÿ ñåòü, ÷èñëåííûå ìåòîäû .

AMS Subject Classi�cation: 68T07, 65L05, 65L20

1. Îïèñàíèå ïðîáëåìû. ×åòûð¼õìåðíàÿ ñèñòåìà ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé çàäà÷ó, îïèñûâàþùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó ïðåäëîæåíèåì è ñïðîñîì íà ýíåðãèþ
ìåæäó äâóìÿ îáëàñòÿìè À è Á, îïèñûâàåìóþ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé [4] [5]: 

x1
′(t) = a1x1(t)(1− x1(t)

M )− a2(x2(t) + x3(t))− d3x4(t)
x2
′(t) = −z1x2(t)− z2x3(t) + z3x1(t)[N − (x1(t)− x3(t))]

x3
′(t) = s1x3(t)(s2x1(t)− s3)

x4
′(t) = d1x1(t)− d2x4(t)

(1)

ãäå x1(t) îïèñûâàåò ïîòðåáíîñòü â ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñàõ ðåãèîíà A, x2(t) îïèñûâàåò ïî-
ñòàâêó ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñîâ èç ðåãèîíà Á â ðåãèîí A, x3(t) îïèñûâàåò èìïîðò ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ ðåñóðñîâ ðåãèîíà A, x4(t) îïèñûâàåò âîçîáíîâëÿåìûå ýíåðãåòè÷åñêèå ðåñóðñû ðåãèîíà A.
ai, di, zi, si, N,M > 0 ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, è N<M [5].
Ïðè êîýôôèöèåíòàõ a1 = 0.09, a2 = 0.15, z1 = 0.06, z2 = 0.082, z3 = 0.07, s1 = 0.2, s2 = 0.5,

s3 = 0.4,M = 1.8, N = 1, d1 = 0.1, d2 = 0.06, d3 = 0.08 è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x1(0) = 0.82, x2(0) =
0.29, x3(0) = 0.48, x4(0) = 0.1 äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåõîäèò â õàîòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå [4].
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè, ÷òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ äëÿ çàäà÷è
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ýíåðãèè.

2. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè.
Øàã 1: Ïðîåêòèðîâàíèå íåéðîííîé ñåòè ñ ÷åòûðüìÿ âûõîäàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèáëè-

æåí ê èñêîìîé ôóíêöèè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàêàÿ íåéðîííàÿ ñåòü äëÿ ýòîé
çàäà÷è ìîæåò áûòü îïèñàíà ôóíêöèåé F (t,Wb) [1] [3] [2] , ãäå t � ýòî ïåðåìåííàÿ âðåìåíè. Wb
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� ýòî íàáîð âåñîâ è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, êîòîðûå íóæíî íàéòè, ïðè÷åì ÷åòûðå âûõîäà ñåòè îïè-
ñûâàþòñÿ âåêòîðíîé ôóíêöèåé:

OutPut(F (t,Wb)) = [X1(t,Wb), X2(t,Wb), X3(t,Wb), X4(t,Wb)]

Öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âåñà Wb òàê, ÷òîáû: X1(t,Wb) ≈ x1(t), X2(t,Wb) ≈ x2(t),
X3(t,Wb) ≈ x3(t), X4(t,Wb) ≈ x4(t)
Øàã 2: Îïðåäåëåíèå äèàïàçîíà çíà÷åíèé äëÿ ðàñ÷åòà t = [a, b], ðàçäåëèâ ýòîò èíòåðâàë íà N

òî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè t. Ýòè çíà÷åíèÿ çàòåì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáó÷åíèÿ è âû÷èñëåíèé
ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè.
Øàã 3: Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ïîòåðü
Ôóíêöèÿ ïîòåðü äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîñòðîåíà òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿòü çàäàííîé ñèñòåìå äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì [1].
Ôóíêöèÿ ïîòåðü, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LossDE_X1 =
1
N

N∑
i=1

∥∥∥X1
′(ti,Wb)− [a1X1(ti,Wb)(1− X1(ti,Wb)

M )− a2(X2(ti,Wb) +X3(ti,Wb))− d3X4(ti,Wb)]
∥∥∥2

LossDE_X2 =
1
N

N∑
i=1
‖X2

′(ti,Wb)− (−z1X2(ti,Wb)− z2X3(ti,Wb) + z3X1(ti,Wb)[N − (X1(ti,Wb)−X3(ti,Wb))])‖
2

LossDE_X3 =
1
N

N∑
i=1
‖X3

′(ti,Wb)− [s1X3(ti,Wb)(s2X1(ti,Wb)− s3)]‖
2

LossDE_X4 =
1
N

N∑
i=1
‖X4

′(ti,Wb)− [d1X1(ti,Wb)− d2X4(ti,Wb)]‖
2

Çäåñü: LossDE_X1, LossDE_X2, LossDE_X3, LossDE_X4 ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
ïîòåðü, îïðåäåëåííûìè äëÿ 4 âûõîäíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðåäñêàçàòü äëÿ íåéðîí-
íîé ñåòè, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé.
Ôóíêöèÿ ïîòåðü, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LossIC =
4∑

i=1

‖Xi(tinitial,Wb)−Xi_initial‖2

Ãäå:
LossIC : çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîòåðü îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñèñòåìû óðàâíåíèé
tinitial: çíà÷åíèå t â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
Xi_initial: çíà÷åíèå ôóíêöèè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî íàéòè â ìîìåíò âðåìåíè tinitial

Ñîâîêóïíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Loss = α(LossDE_X1 + LossDE_X2 + LossDE_X3 + LossDE_X4) + βLossIC

Çäåñü α è β � ýòî âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ýòè âåñà âûáèðàþòñÿ äëÿ îïòèìèçàöèè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ìîäåëè.
Øàã 4:Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ïîòåðü è îáó÷åíèÿ

ãëóáîêîé íåéðîííîé ñåòè äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øèõ âåñîâ ìîäåëè.

3. Ðåçóëüòàòû è îöåíêà: Ñ öåëüþ âàëèäàöèè ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî ñî-
çäàíèþ íåéðîííîé ñåòè ñ 10 ñêðûòûìè ñëîÿìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò 100 íåéðîíîâ. Äëÿ
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ïîòåðü èñïîëüçîâàí ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè Adam [1] [3] Èí-
òåðâàë âðåìåíè t=[0,10] ðàçäåëåí íà N=10000 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê. Äëÿ ÷èñëåííîãî
ìåòîäà èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä RK45 (ìåòîä Ðóíãå � Êóòòû 4/5-ãî ïîðÿäêà) è çàòåì âû÷èñëåíû ðå-
çóëüòàòû íà òîì æå èíòåðâàëå âðåìåíè, ñðàâíèâ èõ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ
íåéðîííîé ñåòè íà N âðåìåííûõ òî÷êàõ.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ îøèáîê ìåòîäîâ, ïîäñòàâëåíû íàéäåííûå ðåøåíèÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíå-

íèé. Âû÷èñëåíû MSE (ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà) èñïîëüçóÿ çíà÷åíèé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé.
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×åì ìåíüøå çíà÷åíèå MSE, òåì ìåíüøå îøèáêà, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íàéäåííîå ðå-
øåíèå õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Òàáëèöà 1. Ñðàâíåíèå ïîãðåøíîñòåé ìåòîäîâ ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ìåòîä Îøèáêà X1(t) Îøèáêà X2(t) Îøèáêà X3(t) Îøèáêà X4(t)

×èñëåííûé ìåòîä 1.62271× 10−08 3.27319× 10−08 3.51944× 10−09 7.08781× 10−09

Íåéðîííàÿ ñåòü ñ 50
òûñ. ýïîõ öèêëîâ

9.26199× 10−09 4.67321× 10−09 3.32865× 10−09 3.74985× 10−09

Íåéðîííàÿ ñåòü ñ 100
òûñ. ýïîõ öèêëîâ

3.59454× 10−09 1.44161× 10−09 1.73877× 10−09 2.61079× 10−09

Êðîìå òîãî, áûëà ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòåé íàéäåííûõ ðåøåíèé äâóõ ìåòîäîâ
è îöåíåíà ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëåé R-êâàäðàò, MAE (ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà), MSE (ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà), RMSE (êâàäðàòíûé êîðåíü èç ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè)

Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå ïðÿìûõ ïîãðåøíîñòåé ìåæäó íàéäåííûìè ðåøåíèÿìè
äâóõ ìåòîäîâ â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ íåéðîííîé ñåòè, îáó÷åííîé íà 100 òûñÿ÷àõ
ýïîõ

Èíäåêñ
îöåíêè

X1(t) X2(t) X3(t) X4(t)

R-êâàäðàò 0.9999997914797834 0.9999463268947142 0.9999922406721115 0.9999964515237518

MAE 0.00010399570651288538 0.0003237207415552603 0.00011491863086838755 0.0001033306235835429

MSE 1.5139239639741063e-08 2.1911433081628517e-07 2.1200183285477086e-08 1.5448040579351636e-08

RMSE 0.0001230416175110725 0.0004680964973339206 0.00014560282718916237 0.00012429014675086533

Ðèñ. 1. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû ìåæäó ðåøåíèåì, èñïîëüçóþùèì ÷èñëåííûå ìåòî-
äû, è ðåøåíèåì, èñïîëüçóþùèì íåéðîííûå ñåòè
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4. Çàêëþ÷åíèå. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû è îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííûé íà-
ìè ìåòîä, èñïîëüçóþùèé íåéðîííûå ñåòè äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ýíåðãèè
â äàííîì ñëó÷àå, îáåñïå÷èâàåò àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ è áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ
÷èñëåííûì ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòû 4/5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà èòåðàöèé
îáó÷åíèÿ è âðåìåíè âû÷èñëåíèé ìîäåëü äîñòèãàåò âñ¼ áîëüøåé òî÷íîñòè. Îäíàêî íåäîñòàòêîì
ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå áîëüøîãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé èç-çà íåîáõîäèìîñòè îáó÷åíèÿ
ìîäåëè. Êðîìå òîãî, âûáîð ïàðàìåòðîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèëó÷øåé ìîäåëè òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
ëåãêîé çàäà÷åé, è ýòè ôàêòîðû ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîäåëè. Èç âûøåñêà-
çàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýòî ïåðñïåêòèâíûé ìåòîä, íî îí âñå åùå ñòàëêèâàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì âûçîâîâ,
êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü èññëåäîâàòü â áóäóùåì
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû íåéðîííûõ ñåòåé, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: ìíîãîñëîéíûå ïåðñåïòðîíû, ñâåðõòî÷íûå íåéðîííûå ñåòè, ðåêóð-
ðåíòíûå íåéðîííûå ñåòè, ãåíåðàòèâíûå ñîñòÿçàòåëüíûå ñåòè è ôèçè÷åñêè-èíôîðìèðîâàííûå íåé-
ðîííûå ñåòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ðàñ÷¼òíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàøèííîå îáó÷åíèå, íåéðîííûå ñåòè, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,
ôèçè÷åñêè-èíôîðìèðîâàííûå íåéðîííûå ñåòè, PINN.

AMS Subject Classi�cation: 68T07

1. Ââåäåíèå. Áëàãîäàðÿ ñòðåìèòåëüíîìó ðàçâèòèþ áîëüøèõ äàííûõ, àëãîðèòìîâ è ñëîæíûõ
çàäà÷, ìàøèííîå îáó÷åíèå, îñíîâàííîå íà àíàëèçå äàííûõ, ñòàëî ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðå-
øåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷ â îáëàñòè åñòåñòâåííûõ íàóê è èíæåíåðèè, âêëþ÷àÿ ôèçèêó, ìåõàíèêó,
õèìèþ è ìàòåðèàëîâåäåíèå. Îäíàêî ìàøèííîå îáó÷åíèå ñòàëêèâàåòñÿ ñ ðÿäîì ïðîáëåì, òàêèõ
êàê âûñîêàÿ ñòîèìîñòü ñáîðà äàííûõ, îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè äëÿ ýêñòðàïîëÿöèè ïðîãíîçîâ
è òðóäíîñòè â èçâëå÷åíèè îáúÿñíèìîé èíôîðìàöèè èç äàííûõ, îñîáåííî ïðè àíàëèçå ñëîæíûõ
ôèçè÷åñêèõ, èíæåíåðíûõ èëè áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå
òèïû íåéðîííûõ ñåòåé, êàæäûé èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñâîèìè ïðåèìóùåñòâàìè è íåäîñòàòêàìè. 1.
Ìíîãîñëîéíûå ïåðñåïòðîíû (MLP). Ïðèìåíåíèå: MLP ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êàê ôóíêöèè îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ïðåèìóùå-
ñòâà: îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè è îáó÷åíèÿ. Íåäîñòàòêè: ìîãóò èìåòü òðóäíîñòè ñ àï-
ïðîêñèìàöèåé ñëîæíûõ ôóíêöèé è ìîãóò áûòü ïîäâåðæåíû ïåðåîáó÷åíèþ. 2. Ñâ¼ðòî÷íûå íåéðîí-
íûå ñåòè (CNN). Ïðèìåíåíèå: CNN ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷ òåïëîïåðåäà÷è èëè ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ
æèäêîñòåé. Ïðåèìóùåñòâà: ñïîñîáíîñòü óëàâëèâàòü ïðîñòðàíñòâåííûå çàâèñèìîñòè â äàííûõ.
Íåäîñòàòêè: òðåáóþò áîëüøèõ îáúåìîâ äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ. 3. Ðåêóððåíòíûå íåéðîííûå ñå-
òè (RNN). Ïðèìåíåíèå: RNN ïîäõîäÿò äëÿ çàäà÷, ãäå ðåøåíèå çàâèñèò îò èñòîðèè, íàïðèìåð
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðåèìóùåñòâà: ñïîñîáíîñòü çàïîìèíàòü ïðîøëûå çíà-
÷åíèÿ è èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ áóäóùèõ. Íåäîñòàòêè: ìîãóò áûòü ñëîæíûìè â
îáó÷åíèè è ìîãóò ñòðàäàòü îò èñ÷åçàþùåãî ãðàäèåíòà. 4. LSTM (Long Short-Term Memory). Ïðè-
ìåíåíèå: LSTM ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ RNN, ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
äîëãîâðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ, íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì. Ïðåèìóùåñòâà:
ñïîñîáíîñòü çàïîìèíàòü èíôîðìàöèþ íà ïðîòÿæåíèè äëèòåëüíûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè. Íåäî-
ñòàòêè: òðåáóþò áîëüøîãî îáúåìà äàííûõ äëÿ îáó÷åíèÿ è ìîãóò áûòü ñëîæíûìè â ðåàëèçàöèè.
5. Ãåíåðàòèâíûå ñîñòÿçàòåëüíûå ñåòè (GAN). Ïðèìåíåíèå: GAN ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïóòåì ãåíåðàöèè ðåøåíèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì óðàâíåíèÿ. Ïðåèìóùåñòâà: ñïîñîáíîñòü ãåíåðèðîâàòü ðåøåíèÿ ñ áîëüøèì ðàçíîîáðàçèåì.
Íåäîñòàòêè: ìîãóò áûòü ñëîæíûìè â îáó÷åíèè è òðåáóþò îñòîðîæíîñòè ïðè èíòåðïðåòàöèè ðå-
çóëüòàòîâ. 6. Ôèçè÷åñêè-èíôîðìèðîâàííûå íåéðîííûå ñåòè (PINN). Ïðèìåíåíèå: PINN [1] � ýòî

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè (òåìà � FZZS-2024-0003).
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íîâûé ïîäõîä, êîòîðûé èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ î äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè äëÿ îáó÷åíèÿ
íåéðîííîé ñåòè. Ïðåèìóùåñòâà: áîëåå òî÷íûå è ñòàáèëüíûå ðåøåíèÿ, íå òðåáóþùèå áîëüøèõ
îáúåìîâ äàííûõ. Íåäîñòàòêè: ìîãóò áûòü ñëîæíûìè â ðåàëèçàöèè è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ
óñèëèé äëÿ âêëþ÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé èíôîðìàöèè â ìîäåëü.
Âûáîð íåéðîííîé ñåòè äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è çàâèñèò îò òèïà äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðà äàííûõ è îæèäàåìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, èìåííî ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ
íåëèíåéíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííîé ñõåìîé ÿäðà, ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü PINN. Ñ ïîÿâëåíèåì ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ áûë ïðåäëîæåí áîëåå èíòåðïðåòèðóåìûé ìåòîä
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ � Ôèçè÷åñêàÿ èíôîðìàöèîííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü (PINN), êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ
èñïîëüçóåò ïðåäâàðèòåëüíûå çíàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì îáó÷åíèÿ â ôèçè÷åñêèõ è èí-
æåíåðíûõ îáëàñòÿõ. PINN ïðèâëåêëî çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå áëàãîäàðÿ ñâîèì âîçìîæíîñòÿì è
ñòàëî àêòóàëüíîé òåìîé èññëåäîâàíèé íà ñòûêå ôóíäàìåíòàëüíîé íàóêè è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.
Òðàäèöèîííûå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé îáû÷íî îïèñûâà-
þòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (ODE) èëè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (PDE). Îñíîâûâàÿñü íà èäåå èíòåãðàöèè ôèçè÷åñêîé èíôîð-
ìàöèè [3], PINN ïîâûøàåò èíòåðïðåòèðóåìîñòü è îáîáùàåìîñòü ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, ó÷èòûâàÿ
ôèçè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äàííûìè ïðè ôîðìèðîâàíèè ôóíêöèè
ïîòåðü íåéðîííîé ñåòè. Ýòîò íîâûé ïîäõîä ê íåéðîííûì ñåòÿì ïðîäåìîíñòðèðîâàë ñâîþ ïðè-
ìåíèìîñòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèÿ
ðàçëè÷íûõ PDE ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ñ ïîìîùüþ PINN, âêëþ÷àÿ íåëèíåéíîå óðàâíå-
íèå Ãåëüìãîëüöà, óðàâíåíèå Êëÿéíà � Ãîðäîíà, âÿçêîå óðàâíåíèå Áóðãåðñà ñ ïðîèçâîëüíûìè ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè îáëàñòÿìè, íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, óðàâíåíèå Ýéëåðà � Ëàãðàíæà è
íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äèñïåðñèè. Óðàâíåíèå àäâåêöèè-äèôôóçèè ñ ïðîñòðàíñòâåííûì äðîáíûì
ïîðÿäêîì ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà PINN ñ ðàñøèðåíèåì ðÿäîâ äëÿ îäíîìåðíûõ è
äâóìåðíûõ ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Êðîìå òîãî, Øè è äð. ïðåäëîæèëè ôèçè÷åñêóþ ConvNet
äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ PDE â ðåãóëÿðíûõ èëè íåïðàâèëüíûõ îáëàñòÿõ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òàê-
æå áûëè ðåøåíû ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà PINN. Êðîìå
òîãî, PINN ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ìåõàíèêå æèäêîñòè, ìåõàíèêå òâåðäûõ òåë, ôèçè÷å-
ñêîé õèìèè è áèîìåäèöèíå. Ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè â íàóêå è òåõíèêå ïðåäñòàâëåíû â âèäå
íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (IDE) ñ èíòåãðàëüíûìè òåðìèíàìè.
Íåëèíåéíîñòü è âûñîêàÿ ðàçìåðíîñòü ïåðåìåííûõ òàêèõ IDE çàòðóäíÿþò èõ àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå. Ïîýòîìó IDE ðåøàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê ìåòîä
ãîìîòîïèè, âåéâëåòíûé ÷èñëåííûé ìåòîä è ìåòîä íåéðîííûõ ñåòåé. Â îòëè÷èå îò ðåøåíèÿ PDE,
ïðè ðåøåíèè IDE ñ ïîìîùüþ PINN òðåáóåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà. Íàïðè-
ìåð, çàäà÷à IDE ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â çàäà÷ó ODE ïóòåì äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðû Ãàóññà � Ëåãåíäðû. Äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ äðîá-
íîãî ïîðÿäêà îïåðàòîðû öåëî÷èñëåííîãî ïîðÿäêà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ àâòîìàòè÷åñêîé äèô-
ôåðåíöèàöèè (AD), à äðîáíîãî ïîðÿäêà � ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëîâîé äèñêðåòèçàöèè; ýòà ñõåìà
íàçûâàåòñÿ fPINN. Âíåäðÿÿ âñïîìîãàòåëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âìåñòî èíòåãðàëüíî-
ãî, IDE ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé ñòðóêòóðû PINN. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà
äâà ïðèìåðà, èñïîëüçóþùèå ìîäåëü PINN.
Ïåðâûé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ PINN äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàññìîòðèì

çàäà÷ó ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂u

∂t
= α

∂2u

∂2x
(1)

ãäå: u(x, t) � òåìïåðàòóðà â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t, α � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: u(0, t) = 0, u(1, t) = 1 Íà÷àëüíîå óñëîâèå: u(x, 0) = 0

• Âûáîð íåéðîííîé ñåòè: Èñïîëüçóåì ìíîãîñëîéíûé ïåðñåïòðîí (MLP) ñ íåñêîëüêèìè ñêðû-
òûìè ñëîÿìè è ôóíêöèåé àêòèâàöèè ReLU. Âõîäíûå äàííûå � êîîðäèíàòû x è âðåìÿ t.
Âûõîäíûå äàííûå � òåìïåðàòóðà u(x, t).
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• Îïðåäåëåíèå ïîòåðü. Ôóíêöèÿ ïîòåðü ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïîòåðè äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

LPDE =

∣∣∣∣∣∣∣∣∂u∂t − α∂2u∂2x

∣∣∣∣∣∣∣∣2. (2)

Ïîòåðè äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

LBC = ||u(0, t)||2 + ||u(1, t)− 1||2 + ||u(x, 0)||2. (3)

Îáùàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü:

L = LPDE + LBC. (4)

• Îáó÷åíèå ñåòè. Èñïîëüçóåì àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà äëÿ ìèíèìèçàöèè îáùåé ôóíê-
öèè ïîòåðü. Îáó÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ íà ñëó÷àéíîì íàáîðå òî÷åê (x, t) â îáëàñòè ðåøåíèÿ.
• Ïðåäñêàçàíèå. Ïîñëå îáó÷åíèÿ ñåòü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ òåìïåðàòóðû
u(x, t) â ëþáîé òî÷êå (x, t) â îáëàñòè ðåøåíèÿ. Ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ PINN äëÿ ýòîé
çàäà÷è: PINN ìîæåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, óäîâëåòâîðÿÿ
êàê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, òàê è ãðàíè÷íûì(íà÷àëüíûì) óñëîâèÿì.

Âòîðîé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ PINN äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèè ìàÿòíèêà. Äàíî óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà:

d2θ

dt2
+
g

L
sin (θ) = 0, (5)

ãäå θ � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëè, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, L � äëè-
íà ìàÿòíèêà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: g = 9.81 ì/c2, L = 1 ì, θ = 0 ðàä. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ
ïîìîùüþ PINN ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ñîçäàòü íåéðîííóþ ñåòü, êîòîðàÿ áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå íåéðîííàÿ ñåòü áóäåò èìåòü âõîäíûå äàííûå � âðåìÿ t,
âûõîäíûå äàííûå � óãîë îòêëîíåíèÿ θ(t). Çàòåì íåîáõîäèìî îáó÷èòü ýòó ñåòü òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíê-
öèþ ïîòåðü, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê îøèáêó ïðåäñêàçàíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ, òàê è îøèáêó
ñîîòâåòñòâèÿ óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ. Ïîñëå îáó÷åíèÿ íåéðîííàÿ ñåòü ñìîæåò ïðåäñêàçûâàòü ïî-
âåäåíèå ìàÿòíèêà â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ, âêëþ÷àÿ ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ è óãëîâûå
÷àñòîòû. Íèæå ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëîâîãî îòêëîíåíèÿ îò âðåìåíè, ïîëó÷åííûé ñ
ïîìîùüþ ðåàëèçîâàííîé íåéðîííîé ñåòè PINN äëÿ ýòîé çàäà÷è.
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ãðàíèöû àâðîðàëüíîãî îâàëà ñ èñïîëü-
çîâàíåèì ñëèÿíèÿ äàííûõ è ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ N-ìåðíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ. Áû-
ëè ïðîâåäåíû èñïûòàíèÿ ïî ïîäòâåðæäåíèþ ïåðñïåêòèâíîñòè äàííîãî ïîäõîäà è ýôôåêòèâíîñòè
èñïîëüçîâàííûõ ñëåäóþùèõ òèïîâ äàííûõ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðèðîäû àâðîðàëüíîãî îâàëà: èçìåíåíèå
ÏÝÑ, ROTI, ñêîððåêòèðîâàííîå ÏÝÑ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâðîðàëüíûé îâàë, ñëèÿíèå äàííûõ, äèñêðåòíûå N-ìåðíûå ñïëàéíû.

AMS Subject Classi�cation: 68T10, 68T45

1. Ââåäåíèå. Àâðîðàëüíûé îâàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûñîêîâîçìóùåííóþ ïîä äåéñòâèåì ÷à-
ñòèö ñîëíå÷íîãî âåòðà îáëàñòü èîíîñôåðû Çåìëè. Äåéñòâèå ñîëí÷åíîãî âåòðà â ýòîì ðàéîíå îêà-
çûâàåò íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà ðàáîòó ñèñòåì ñâÿçè, âûçûâàÿ ïîìåõè â ñèñòåìàõ íàâèãàöèè è
äàæå íàðóøàÿ ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåì ýëåêòðîýíåðãåòèêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàíîâèòñÿ àêòó-
àëüíîé çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ôîðìû àâðîðàëüíîãî îâàëà, â ÷àñòíîñòè åãî âíåøíåé ãðàíèöû, äëÿ
âîçìîæíîãî ñíèæåíèÿ íåãàòèâíîãî âëèÿíèÿ îïèñàííûõ âûøå ôàêòîðîâ.

2. Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Óíèêàëüíîñòü ïîäõîäà, ïðåäñòàâëåííîãî â äàííîì èññëåäîâàíèè,
çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ãåòåðîãåííûõ èñòî÷íèêîâ äàííûõ è ôîðìèðîâàíèÿ èç íèõ ìóëüòè-
ìîäàëüíûõ èçîáðàæåíèé ïîñðåäñòâîì èõ ñëèÿíèÿ [1]. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè áûëà
ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà, ñîñòîÿùàÿ èç ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé.
Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ñ÷èòûâàíèå ãåòåðîãåííûõ äàííûõ, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ

êîíâåðòèðîâàíèå ãåîãðàôè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ãåîìàãíèòíûå. Ãåîãðàôè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ñâÿ-
çàííûå ñ ïîëó÷åííûìè äàííûìè, ÿâëÿþòñÿ èñêàæåííûìè [5], è íà âûñîòàõ îò 50 êèëîìåòðîâ
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ãåîìàãíèòíûõ. Äëÿ êîíâåðòàöèè èñïîëüçîâàëèñü ñêîððåêòèðîâàí-
íûå ïî âûñîòå ãåîìàãíèòíûå êîîðäèíàòû (AACGM). Çàòåì èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ ôîðìèðóåòñÿ
ìóëüòèìîäàëüíîå èçîáðàæåíèå ïðîåêöèè îáëàñòè ñåâåðíîãî ãåîìàãíèòíîãî ïîëþñà.
Íà âòîðîì ýòàïå ìóëüòèìîäàëüíûå èçîáðàæåíèÿ ïðîõîäÿò îáðàáîòêó ñ öåëüþ îáðàçîâàíèÿ ôîð-

ìû àâðîðàëüíîãî îâàëà. Äëÿ ýòîãî ê èçîáðàæåíèþ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ìîðôî-
ëîãèè: ýðîçèè, äèëàòàöèè è çàìûêàíèÿ. Â ðàìêàõ íåå îáðàáàòûâàåìîå äâîè÷íîå èçîáðàæåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ÷¼ðíî-áåëûõ ïèêñåëåé. Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíÿ-
þòñÿ ìåòîäû ñåãìåíòàöèè îâàëà íà èçîáðàæåíèè.
Ïî âûäåëåííîìó îâàëó îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíÿÿ ãðàíèöà ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîé

âûïóêëîé îáîëî÷êè òî÷åê â ïîðÿäêå, ïîçâîëÿþùåì ñîåäèíèòü èõ ìåæäó ñîáîé ëèíèåé. Âíåø-
íÿÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííûõ
çàìêíóòûõ êðèâûõ â âèäå äèñêðåòíûõ N-ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ñ âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè [3].
Òî÷êè ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè, õàðàêòåðèçóþùåé àâðîðàëüíûé îâàë, ìîæíî ðàññìîò-

ðåòü â êà÷åñòâå ïîëþñîâ áóäóùåãî ñïëàéíà, êîòîðûå îí îáÿçàòåëüíî äîëæåí ïåðåñå÷ü. Áàçèñíûé

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè (òåìà � FZZS-2024-0003).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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ñïëàéí, íà îñíîâå êîòîðîãî áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ èíòåðïîëÿöèÿ, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Q1,n(j) =


n− j, j ∈ 0 : n− 1

0, j ∈ n : N − n
j −N + n, j ∈ N − n+ 1 : N − 1

Çäåñü n � êîëè÷åñòâî óçëîâ ñïëàéíà ìåæäó ñîñåäíèìè ïîëþñàìè, N = n ·m � ïåðèîä ñïëàéíà,
m � êîëè÷åñòâî ïîëþñîâ ñïëàéíà. Ðàññ÷èòàííûå êîýôôèöèåíòû ïî ôîðìóëå âûøå èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ ðàñ÷åòà âåêòîðîâ äèñêðåòíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñïëàéíà:

S1(j) =

m−1∑
p=0

apQ̃1,n(j − pn),

Sv(j) =
1

n

N−1∑
k=0

Q̃1,n(k)Sv−1(j − k), v = 2, 3, . . .

Çäåñü v � ïîðÿäîê ñïëàéíà, ap � ïîëþñà ñïëàéíà. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ñïëàéíà ïðèâîäÿòñÿ
ê íîðìàëèçîâàííîìó âèäó:

Q̃r,n(j) =
1

n2r−1
Qr,n(j), j ∈ Z.

×òîáû îáåñïå÷èòü ïðîõîæäåíèå ðåçóëüòèðóþùåãî ñïëàéíà ÷åðåç ïîëþñà, òðåáóåòñÿ ïåðâîíà÷àëü-
íî ïðîèçâåñòè èõ ïåðåðàñ÷åò [2]:

apv =
1

m

m−1∑
k=0

Zv(k)

T̃r(k)
ωkpm , p ∈ 0 : m− 1,

T̃r(k) =

{
1, k = 0

(2 sin πk
m )2rΛ̃r(k), k ∈ 1 : m− 1,

Λ̃r(k) =

n−1∑
q=0

(
2n sin

πqm+ k

N

)−2r
,

Zv(k) = F (zv).

Èòîãîì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê, âêëþ÷àÿ ïðîìåæóòî÷íûå, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò âíåøíÿÿ ãðàíèöà àâðîðàëüíîãî
îâàëà.
Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè ïîêðûòèÿ ãðàíèöû â ñðàâíåíèè ñ ýòàëîííûì èçîá-

ðàæåíèåì èñïîëüçîâàëñÿ ðàçíîñòíûé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïîïèêñåëüíîå ñðàâíåíèå
ïîêðûòèÿ îáëàñòåé ñ ïîäñ÷åòîì ÷èñëà ïèêñåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòè íà èçîáðàæåíèè ñ
ýòàëîíà, è ÷èñëà ñîâïàäåíèé ìåñòîïîëîæåíèé ïèêñåëåé íà ñðàâíèâàåìûõ èçîáðàæåíèÿõ.
Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ôèçè÷åñêèõ äàííûõ î ñîñòîÿíèè èîíîñôåðû áûëà âûáðàíà ñèñòåìà

SIMuRG, cèñòåìà ìîíèòîðèíãà è èññëåäîâàíèÿ èîíîñôåðû ñ ïîìîùüþ ÃÍÑÑ. Èñïîëüçîâàëèñü
ñëåäóþùèå òèïû äàííûõ: èçìåíåíèå ïîëíîãî ýëåêòðîííîãî ñîäåðæàíèÿ (ÏÝÑ) (èçìåðåíèÿ ôàçû)
â ïåðèîä 2-10 ìèíóò [6].
Èçìåíåíèå ÏÝÑ ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà îñíîâå öåíòðèðîâàííîãî ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (CMA) ñ

çàäàííûì îêíîì. Ôèëüòð ïðîïóñêàåò ÷àñòîòû òîëüêî â óêàçàííîì äèàïàçîíå è îòáðàñûâàåò ÷à-
ñòîòû çà åãî ïðåäåëàìè. Ïåðåä ôèëüòðàöèåé CMA ïðîèçâîäèòñÿ óäàëåíèå òðåíäîâ èç äàííûõ
ÏÝÑ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïëàéíîâîãî ñãëàæèâàíèÿ. Îöåíêà fS êóáè÷åñêîãî ñãëàæèâàþùåãî ñïëàé-
íà ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìèíèìèçàòîð:

n∑
i=1

{Yi − fS(xi)}2 + λ

∫ b

a
f ′′s (x)dx
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ãäå Yi = f(x) + εi � i-é íàáîð èç n íàáëþäåíèé â [a; b], εi � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, à λ îïðåäåëÿåò êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ äàííûõ è ñãëàæè-
âàíèåì. Ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò ñãëàæèâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûáîðà êîëè÷åñòâà óçëîâ.
Êîëè÷åñòâî óçëîâ áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî óñëîâèå ñãëàæèâàíèÿ:∑

wi{Yi − fS(xi)}2 < λ,

ãäå wi � âåñà äëÿ ñïëàéí-àïðîêñèìàöèè; â äàííîé ñèñòåìå îíè âñå äîëæíû áûòü ðàâíû. λ ðàâíà
äëèíå Y, ÷òî äîëæíî áûòü ïîäõîäÿùèì, åñëè wi ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ Y.
Âàðèàöèè, ïîëó÷åííûå ïîñëå óäàëåíèÿ òðåíäà è ôèëüòðàöèè CMA, çàâèñÿò îò âûñîòû, êîòî-

ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ãåîìåòðèè. Äëÿ óìåíüøåíèÿ äàííîé çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû âàðèàöèé,
ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ íàêëîííûå âàðèàöèè ÏÝÑ dIS â ýêâèâàëåíòíûå âåðòèêàëüíûå dIV êàê

dIV =
dIS
FK

;

ãäå FK îáîçíà÷àåò ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ îäíîñëîéíîãî îòîáðàæåíèÿ

F−1K (θ) = cos

[
arcsin

((
1 +

hmax
RE

)−1
sin{α(90− θ)}

)]
,

ãäå θ � âûñîòà, hmax � âûñîòà òîíêîãî ñëîÿ èîíîñôåðû (506,7 êì), RE � ðàäèóñ Çåìëè (6371 êì),
α � ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò (0,9782).
ROTI îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ÏÝÑ (ROT) çà îïðåäå-

ëåííûé èíòåðâàë âðåìåíè N:

ROTI =

√√√√√ 1

N

n+N
2
−1∑

m=n−N
2

(ROTm −ROT )2, ROTm =
∆I

∆t
.

Çäåñü ∆I îáîçíà÷àåò èçìåíåíèå ÏÝÑ âî âðåìåíè ∆t, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðåìåííîå ðàçðå-
øåíèå èçìåðåíèé (îáû÷íî 30 ñ). Ðàñ÷åò ROTI âûïîëíÿåòñÿ íà 5-ìèíóòíîì âðåìåííîì èíòåðâàëå.
ROTI äëÿ îïðåäåëåííîãî âðåìåíè âêëþ÷àåò ROT èç èíòåðâàëà ±2, 5 ìèí, ïðèìûêàþùåãî ê ýòîìó
âðåìåíè.
Ñêîððåêòèðîâàííîå ÏÝÑ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêó àáñîëþòíîãî âåðòèêàëüíîãî ÏÝÑ. Äëÿ

êàæäîé íåïðåðûâíîé íàêëîííîé ñåðèè ÏÝÑ îïðåäåëÿåòñÿ åãî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå Imin, à òàê-
æå ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûñîòà θmin è âðåìÿ íàáëþäåíèÿ tmin. Îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ïðîêàëûâàíèÿ
èîíîñôåðû (IPP) äëÿ ïðÿìîé âèäèìîñòè ïðèåìíèêà-ñïóòíèêà â ìîìåíò tmin. Äëÿ êîîðäèíàò tmin
è IPP ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÏÝÑ ïî êàðòàì èîíîñôåðû GIM (IGIM ) êàê òðèëèíåéíîå èíòåðïîëèðîâàí-
íîå âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèå. Èç âåðòèêàëüíîãî IGIM ïîëó÷àåòñÿ íàêëîííîå ñìåùåíèå
Ibias ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîé ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè îäíîñëîéíîãî êàðòîãðàôèðîâàíèÿ

Ibias = IGIM · FK(θmin).

Ibias ïðèìåíÿåòñÿ êî âñåìó íàêëîííîìó ðÿäó ÏÝÑ, äëÿ êîòîðîãî îí ðàññ÷èòàí,

I ′i = Ii + Ibias − Imin.

Íàêîíåö, íàêëîí ïðåîáðàçóåòñÿ â âåðòèêàëüíûé IV ïóòåì ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

IV =
I ′i

FK(θi)
.

Äàííûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû î âîçìîæíîì èñïîëüçîâàíèè ñëèÿíèÿ ãåòåðî-
ãåííûõ äàííûõ è ýêñïåðèìåíòå î ñðàâíåíèè ñ ìîäåëüþ Ovation [4]. Â ïåðâîì ñëó÷àå îñóùåñòâ-
ëÿëîñü ñëèÿíèå ñ èñêóññòâåííî ñãåíåðèðîâàííûìè äàííûìè, âàëèäàöèÿ ïðîâîäèëàñü ñ èñïîëüçî-
âàíèåì èçîáðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ ñî ñïóòíèêà Polar, ïðèíàäëåæàùåãî NASA. Âî âòîðîì ýêñïå-
ðèìåíòå äàííûå èç SIMURG èñïîëüçîâàëèñü áåç ñëèíÿíèÿ ñ äðóãèìè äàííûìè. Åãî öåëüþ áûëî
ñðàâíåíèå ðàáîòû ìîäåëè Ovation ñ ïðåäñòàâëåííûì ïîäõîäîì.
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3. Ðåçóëüòàòû. Äëÿ ïåðâîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè âûáðàíû äàííûå ROTI, èçìåíåíèé ÏÝÑ â
ïåðèîä 2-10 ìèíóò, ñêîððåêòèðîâàííîå ÏÝÑ çà 23.10.2002 âî âðåìåííîì èíòåðâàëå ñ 11:25 äî 12:02
UTC. Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé äëÿ ïÿòè ìîìåíòîâ âðåìåíè èç óêàçàííîãî
âûøå âðåìåííîãî ïåðèîäà. Äëÿ âòîðîãî ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâàëèñü äàííûå çà 4.08.2024 â 10:27
UTC. Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2.

Òàáëèöà 1

Ìîìåíò âðåìåíè
Òî÷íîñòü ñåãìåíòàöèè

ROTI ÏÝÑ Ñêîððåêòèðîâàííîå ÏÝÑ
11:25 0,0776 0,0785 0,0783
11:33 0,0967 0,1182 0,088
11:42 0,1263 0,1153 0,0903
11:52 0,0621 0,0966 0,0693
12:02 0,0983 0,0721 0,076

Òàáëèöà 2
ROTI ÏÝÑ Ñêîððåêòèðîâàííîå ÏÝÑ
0,1759 0,2284 0,2047

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âñå òèïû äàííûõ äîñòàòî÷íî òî÷íî õàðàê-
òåðèçóþò ïîâåäåíèå àâðîðàëüíîãî îâàëà è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ åãî ñåãìåíòàöèè. Âàðüèðîâà-
íèå òî÷íîñòè íåçíà÷èòåëüíî è ñóùåñòâåííî âûäåëÿåòñÿ äëÿ ñêîððåêòèðîâàííîãî ÏÝÑ â ñðàâíåíèè
ñ ÏÝÑ è ROTI äëÿ ïåðâîãî ýêñïåðèìåíòà. Ðåçóëüòàòû âòîðîãî ýêñïåðèìåíòà áåç ñëèÿíèÿ äàííûõ
ïîêàçûâàåò íåñêîëüêî áîëüøèé ïðîöåíò îøèáîê ïðè ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ìîäåëè
OVATION.

4. Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå äàííîé ðàáîòû áûë ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ãðà-
íèöû àâðîðàëüíîãî îâàëà ñ èñïîëüçîâàíåèì ñëèÿíèÿ äàííûõ è ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ N-ìåðíûõ
èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ. Ïðîâåäåííûå èñïûòàíèÿ ïîêàçûâàþò ïåðñïåêòèâíîñòü èñïîëüçîâà-
íèÿ äàííîãî ïîäõîäà è ïðåäñòàâëåííûõ òèïîâ äàííûõ (èçìåíåíèå ÏÝÑ, ROTI, ñêîððåêòèðîâàííîå
ÏÝÑ).
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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîðîæäåííîå ðàçáèåíèÿìè n-ìíîæåñòâà
íà óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå ðàçáèåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè.

Äîêàçàíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëà Ëàõà, ðàñïðåäåëåíèå, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå, äèñïåðñèÿ.

AMS Subject Classi�cation: 05A15, 60E05

1. Óïîðÿäî÷åííûå ðàçáèåíèÿ è ÷èñëà Ëàõà. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî ìíîæåñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà. Åñëè ÷èñëî òàêèõ
ïîäìíîæåñòâ ðàâíî k, ãäå k = 1, n, òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ðàâíî lnk , ãäå lnk � çíàêîïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî Ëàõà [2]. Êàê èçâåñòíî, ÷èñëà Ëàõà ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

lnk = ln−1k−1 + (n− 1 + k)ln−1k , k = 0, n, n = 1,∞. (1)

Ïðè ýòîì ïîëàãàþò

lnn = 1, n = 0,∞; lnk = 0, åñëè n < k èëè k < 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ln0 = 0, åñëè n > 0,

ln1 = n!, n = 1,∞

2. Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíîå ìíîæåñòâî áûëî ðàçáèòî íà
ñëó÷àéíîå ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξn � ÷èñëî ïîä-
ìíîæåñòâ, íà êîòîðûå áûëî ðàçáèòî n-ìíîæåñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè êàæäîì n âñå ðàçáèåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ξn èìååò âèä

P{ξn = k} =
lnk∑n
i=1 l

n
i

, k = 1, n, n = 1,∞. (2)

Îáîçíà÷èì

ln =

n∑
i=1

lni .

Èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ (2). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ ÷èñåë Ëàõà ln(x) =

∑n
k=1 l

n
i x

k, à çàòåì è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ èññëåäóåìîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ Pn(x) =
∑n

k=1 P{ξn = k}xk.

Ëåììà. Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà ln(x) ðàçëè÷íû, äåéñòâèòåëüíû è

íåïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïîñêîëüêó
l1(x) = x, l2(x) = x(x+ 2), òî óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè n = 1 è n = 2 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n ìíîãî÷ëåí ln(x) èìååò n äåéñòâèòåëüíûõ

íåïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ìíîãî÷ëåí ln+1(x) èìååò n + 1 äåéñòâèòåëüíûõ
íåïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Hn(x) = xnexln(x). (3)

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ èìååò òå æå êîðíè, ÷òî è ìíîãî÷ëåí ln(x), êðîìå òîãî êîðåíü x = 0
êðàòíîñòè n è êîðåíü x = −∞ Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíûõ) ðàâíî
2n+ 1.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ Hn(x). Èìååì

H ′n(x) = ((x+ n)ln(x) + xl′n(x))x
n−1ex.

Íà îñíîâàíèè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (1),

H ′n(x) = xn−1exln+1(x).

Íî â ñèëó ôîðìóëû (3), Hn+1(x) = xn+1exln+1(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

Hn+1(x) = x2H ′n(x).

Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ, ôóíêöèÿH ′n(x) èìååò êîðíè â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó êîðíÿìè ôóíêöèèHn(x).
Òàêèì îáðàçîì, H ′n(x) èìååò 2n íåïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ò.å. ÷èñëî òàêèõ êîð-
íåé ó ôóíêöèè Hn+1(x) ðàâíî 2n+ 2.
Ïîñêîëüêó

ln+1(x) = x−n−1e−xHn+1(x),

òî î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò n+ 1 äåéñòâèòåëüíûé íåïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èçó÷àåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (2) èìååò âèä

Pn(x) =
1

ln
ln(x),

òî åå êîðíè ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ôóíêöèè ln(x), à çíà÷èò, ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è íåïî-
ëîæèòåëüíûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ξn ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-
íûõ èíäèêàòîðîâ. Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ (2) çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ
äèñïåðñèè ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn.

3. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè. Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ âåëè÷èíû ξn.
Èìååì:

Eξn =
1

ln

n∑
k=1

klnk .

Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó (1), ïîëó÷èì:

n∑
k=1

klnk =
n∑
k=1

(ln+1
k − lnk−1 − nlnk ) =

= ln+1 − (n+ 1)ln,

ò. å.

Eξn =
ln+1

ln
− n− 1. (4)

Ïðèìåíÿÿ äâàæäû ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó ê ln+2
k , ïîëó÷èì

ln+2
k = ln+1

k+1 + (n+ 1)ln+1
k + klnk−1 + knlnk + k2lnk .

Âûðàçèâ îòñþäà k2lnk , íàéäåì

Eξ2n =
ln+2

ln
− (3 + 2n)

ln+1

ln
+ 2n+ n2,

ò. å.

Dξn =
ln+2

ln
−
(
ln+1

ln

)2

− ln+1

ln
− 1. (5)

Äëÿ âûÿñíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ξn íóæíî èçó÷èòü ïîâå-
äåíèå äèñïåðñèè ýòîé âåëè÷èíû ïðè n→∞.



ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ, ÂÛÐÀÆÀÅÌÎÅ ×ÅÐÅÇ ×ÈÑËÀ ËÀÕÀ 171

4. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè n→∞ äëÿ ln+1

ln

è ln+2

ln
.

Â ðàáîòå [1] äàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå äîïóñòèìîé ôóíêöèè:
Ïóñòü p(t) � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Åñëè êîýôôèöèåíòû an ñòåïåí-

íîãî ðÿäà ôóíêöèè ep(t) ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, òî
ôóíêöèÿ ep(t) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.
Â ýòîé æå ðàáîòå ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Åñëè f(t) � äîïóñòèìàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ñî ñòåïåííûì ðÿäîì
∑∞

n=0 ant
n, òî

an ∼ f(rn)r−nn (2πb(rn))
− 1

2 ,

ãäå rn > 0, à ôóíêöèÿ b îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

a(rn) = n, a(r) = r
d

dr
ln f(r), b(r) = r

d

dr
a(r).

Ðàññìîòðèì äâîéíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ÷èñåë Ëàõà [2]:
∞∑
n=0

n∑
k=0

lnkx
k t
n

n!
= exp(

xt

1− t
).

Çíà÷èò,
∞∑
n=0

ln
tn

n!
= exp(

t

1− t
).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè e
t

1−t â ñòåïåííîé ðÿä ñ êîýôôèöèåíòàìè an = ln
1
n! .

Î÷åâèäíî, ÷òî p(t) = t
1−t =

∑∞
i=1 t

i, ò.å. p(t) � ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òàê êàê an > 0 ïðè n > 0, òî ôóíêöèÿ e
t

1−t ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé è ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.
Èìååì:

ln ∼ n! exp(
rn

1− rn
)r−nn (2πb(rn))

− 1
2 ,

a(r) =
r

(1− r)2
, b(r) = a(r)

1 + r

1− r
, b(rn) = n

1 + r

1− r
,

ãäå

rn = 1 +
1

2n
−
√
4n+ 1

2n
.

Íà îñíîâàíèè äàííûõ ðåçóëüòàòîâ, íàõîäèì:

ln+1

ln
= n+

√
n+

3

4
+

1

8
√
n
+O

(
1

n

)
, (6)(

ln+1

ln

)2

= n2 + 2n
√
n+

5

2
n+

7

4

√
n+O(1), (7)

ln+2

ln
= n2 + 2n

√
n+

7

2
n+

13

4

√
n+O(1). (8)

Ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (6), (7), (8) â ôîðìóëû (4) è (5), ïðèõîäèì ê óòâåð-
æäåíèþ:

Òåîðåìà 2. Ïðè n→∞
Eξn =

√
n− 1

4
+ o(1),

Dξn =

√
n

2
+O(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, Dξn →∞ ïðè n→∞, ò.å. äîêàçàíà
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Òåîðåìà 3. Ïðè n→∞ √
DξnP{ξn = k} − 1√

2π
e−

x2nk
2 → 0,

ãäå xnk =
k−Eξn√
Dξn

.
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ è ïåðåñ÷åòà êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

íà îñíîâå êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû, òàêèõ êàê òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ,

ïèðàìèäà Ïàñêàëÿ è ãèïåðïèðàìèäà Ïàñêàëÿ. Ïîëó÷åíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ëåæàùåå â

îñíîâå ïåðå÷èñëåíèÿ è ïåðåñ÷åòà êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì

îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ åãî íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé, à òàêæå ôîðìóëà äëÿ ïåðåñ÷åòà â ÿâíîì âèäå

è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà êîìïîçèöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïîçèöèÿ ÷èñëà, ãèïåðïèðàìèäà Ïàñêàëÿ, ïèðàìèäà Ïàñêàëÿ, òðåóãîëüíèê

Ïàñêàëÿ, ïîëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, òðèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, áèíîìèàëüíûå êîýô-

ôèöèåíòû, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ.

AMS Subject Classi�cation: 05À05, 11B75, 11B39, 11P81

1. Ââåäåíèå. Ñòðóêòóðà ìíîãèõ èíôîðìàöèîííûõ îáúåêòîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
èåðàðõè÷åñêîé èëè ðåêóðñèâíîé çàâèñèìîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ ýòèõ îáúåê-
òîâ ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìû ðàçëè÷íîãî ðîäà
àëãîðèòìû êîìáèíàòîðíîé ãåíåðàöèè [1�3]. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòîâ ðÿ-
äà êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ â êîíöå XX âåêà áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîé ïèðàìèäû Ïàñ-
êàëÿ [4]. Â 2010 ã. áûëè èçó÷åíû ñå÷åíèÿ îáîáùåííîé ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ [6], êîòîðûå ïîçâîëèëè
ðàñøèðèòü ÷èñëî èññëåäóåìûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ è ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ èåðàðõè÷åñêèõ è
ðåêóðñèâíûõ çàâèñèìîñòåé. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáîáùåííîé ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ ÿâëÿþòñÿ âñåìè
èçâåñòíûå òðåóãîëüíèê è ïèðàìèäà Ïàñêàëÿ [4]. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èçó÷åíèÿ
êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñ îãðàíè÷åíèÿìè [5], â êîòîðîé áûëè âûâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ïå-
ðåñ÷åòà ÷èñëà êîìïîçèöèé ñ òðåìÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà îñíîâå ïëîñêèõ ñå÷åíèé ïèðàìèäû Ïàñêàëÿ
è ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ÷èñëà òàêèõ êîìïîçèöèé. Ìû
æå ïîëó÷èì íîâîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãèïåðïèðàìèäû Ïàñêàëÿ, êî-
òîðîå ïîçâîëèò ïåðåñ÷èòûâàòü è ïåðå÷èñëÿòü êîìïîçèöèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ñ ïðîèçâîëüíûì
êîëè÷åñòâîì îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ åãî íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Êîìïîçèöèåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå óïîðÿäî÷åííîé ñóììû äðóãèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [8]. Ñëàãàåìûå, ñîñòàâëÿþùèå êîìïîçè-
öèþ, íàçûâàþòñÿ åå ÷àñòÿìè, à êîëè÷åñòâî ÷àñòåé íàçûâàåòñÿ äëèíîé êîìïîçèöèè. Èçâåñòíî,
÷òî äëÿ ÷èñëà n ñóùåñòâóåò 2n−1 êîìïîçèöèé, èç êîòîðûõ

(
n−1
k−1

)
êîìïîçèöèé èìåþò äëèíó k.

×èñëî
(
n
k

)
= n!

k! (n−k)! ÿâëÿþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòîì èëè ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ýëå-

ìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà 5 ñóùåñòâóåò 25−1 = 16 êîìïîçèöèé, èç êîòîðûõ,(
5−1
3−1

)
= 4!

2! 2! = 6 êîìïîçèöèé èìåþò äëèíó 3:

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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5 = 5 = 4+1 = 1+4 = 3+2 = 2+3 =
= 3+1+1 = 1+3+1 = 1+1+3 = 2+2+1 = 2+1+2 = 1+2+2 =
= 2+1+1+1 = 1+2+1+1 = 1+1+2+1 = 1+1+1+2 = 1+1+1+1+1,

Â äàííîé ðàáîòå ìû íàêëàäûâàåì îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé, à èìåííî èñ-
ñëåäóåì êîìïîçèöèè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, ñîñòîÿùèå ñòðîãî èç ÷àñòåé m1, m2, ..., ms, êîòîðûå,
äëÿ îïðåäåëåííîñòè â äàëüíåéøåì, îáðàçóþò óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò.å.
m1 < m2 < ... < ms. Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà m = 5 ñóùåñòâóåò 13 êîìïîçèöèé, ñîñòîÿùèõ ñòðîãî
èç ÷àñòåé m1 = 1, m2 = 2 è m3 = 3:

5 = 3+2 = 2+3 =
= 3+1+1 = 1+3+1 = 1+1+3 = 2+2+1 = 2+1+2 = 1+2+2 =
= 2+1+1+1 = 1+2+1+1 = 1+1+2+1 = 1+1+1+2 = 1+1+1+1+1.

Íå óìîëÿÿ îáùíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ, äàëåå ïîëîæèì, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü âñåõ ÷àñòåé ðàâåí 1, ò. å. gcd (m1,m2, ...,ms) = 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè
gcd (m1,m2, ...,ms) = µ 6= 1, òî ðàññìàòðèâàåìûå êîìïîçèöèè ÷èñëàm áóäóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî
â ñëó÷àå m = µk, k ∈ N = {1, 2, 3, ...} è ÷èñëî òàêèõ êîìïîçèöèé áóäåò ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì êîìïî-
çèöèé ÷èñëà k, ñîñòàâëåííûõ èç ÷àñòåé m1/µ, m2/µ, ...,ms/µ, ãäå gcd (m1/µ,m2/µ, ...,ms/µ) = 1.
Ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàþòñÿ ÷èñëà âèäà(

n

k1, k2, ..., ks−1

)
=

n!

k1! k2! ... ks−1! (n− k1 − k2 − ...− ks−1)!
, (1)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè áèíîìèàëüíûõ è òðèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ [4] íà ñëó÷àé
ðàçìåðíîñòè s è ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà:

(x0 + x1 + ...+ xs−1)
n =

=

n∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

...

n−k1−k2−...−ks−2∑
ks−1=0

(
n

k1, k2, ..., ks−1

)
x0
k1x1

k2 ...xs−1
n−k1−k2−...−ks−1 .

Ãèïåðïèðàìèäîé Ïàñêàëÿ [9] íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûé èåðàðõè÷åñêèé s-ìåðíûé ìàññèâ ïîëè-
íîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:(

n+ 1
k1, k2, ..., ks−1

)
=

(
n

k1 − 1, k2, ..., ks−1

)
+

(
n

k1, k2 − 1, ..., ks−1

)
+ ...+

+

(
n

k1, k2, ..., ks−1 − 1

)
+

(
n

k1, k2, ..., ks−1

)
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè(

0

0, 0, ..., 0

)
= 1;

(
n

k1, k2, ..., ks−1

)
= 0, åñëèmin(n, k1, k2, ..., ks−1, n− k1 − k2 − ...− ks−1) < 0.

Ïðèìåíÿåìîå ïðåäñòàâëåíèå (1) óïîðÿäî÷èâàåò ðàñïîëîæåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ â ãèïåðïèðàìèäå Ïàñêàëÿ, ïîäîáíî òîìó, êàê ðàñïîëîæåíû áèíîìèàëüíûå è òðèíîìèàëüíûå
êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâåííî â òðåóãîëüíèêå è ïèðàìèäå Ïàñêàëÿ [4].

3. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ è ïåðåñ÷åòà êîìïîçèöèé. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ñóììó ïîëèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ m-å ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå [7] ãèïåðïèðà-
ìèäû Ïàñêàëÿ, m ∈ N, ñëåäóþùåãî âèäà:

Sm

(
m1

ms
− 1,

m2

ms
− 1, ...,

ms−1

ms
− 1

)
=

=

[
m
m1

]∑
i1=0

[
m
m2

−i1
]∑

i2=0

...

[
m

ms−1
−i1−i2−...−is−2

]∑
is−1=0

(
m
ms
−
(
m1
ms
− 1
)
i1 −

(
m2
ms
− 1
)
i2 − ...−

(
ms−1

ms
− 1
)
is−1

i1, i2, ..., is−1

)
.

(2)
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Òåîðåìà 1. ×èñëî ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, ñîñòîÿùèõ èç íàòóðàëü-
íûõ ÷àñòåé m1, m2, ..., ms, ãäå m1 < m2 < ... < ms, gcd (m1,m2, ...,ms) = 1, ðàâíî ñóììå ïîëè-
íîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ m-å ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ãèïåðïèðàìèäû Ïàñêàëÿ
âèäà (2).

Çàìå÷àíèå. ×èñëî S0 =

(
0

0, 0, ..., 0

)
= 1, ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå ãèïåðïèðàìèäû Ïàñêàëÿ è

óñëîâíî îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî êîìïîçèöèé ÷èñëà m = 0, ñîñòîÿùèõ èç ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷à-
ñòåé. Ïîýòîìó äàëåå áåðåì çíà÷åíèÿm èç ìíîæåñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, ò. å. ñ÷èòàåì,
÷òî m ∈ N0, ýòî ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè äëÿ ÷èñëà êîìïîçèöèé.

Îáîçíà÷èì Sm = Sm

(
m1
ms
− 1, m2

ms
− 1, ..., ms−1

ms
− 1
)
è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sm},

m ∈ N êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, ñîñòîÿùèõ ñòðîãî èç íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé m1, m2,
..., ms, ãäå m1 < m2 < ... < ms, gcd (m1,m2, ...,ms) = 1.

Òåîðåìà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {Sm}, m ∈ N, óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîò-
íîøåíèþ

Sm = Sm−m1 + Sm−m2 + ...+ Sm−ms (3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

S1 = S2 = ... = Sm1−1 = 0; (4)

Sm, ïðè m = m1, ...,m2 − 1 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Sm = Sm−m1 , (5)

Sm, ïðè m = m2, ...,m3 − 1 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Sm = Sm−m1 + Sm−m2 , (6)

...,

Sm, ïðè m = ms−2, ...,ms − 1 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Sm = Sm−m1 + Sm−m2 + ...+ Sm−ms−1 . (7)

Ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóìì {Sm}, m ∈ N ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä è çàïèøåì
ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòèõ ñóìì.

Òåîðåìà 3. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóìì {Sm}, m ∈ N0, èìååò âèä

fS(x) =
1

1− xm1 − xm2 − ...− xms
.

4. Àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ è ïåðåñ÷åòà êîìïîçèöèé. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðå-
êóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (3) � (7), ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèé êîìáèíàòîðíûé àëãîðèòì äëÿ
ïåðå÷èñëåíèÿ è ïåðåñ÷åòà êîìïîçèöèé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà çíà÷åíèÿ åãî
íàòóðàëüíûõ ÷àñòåé. Ïðèâåäåì ïðèìåð äëÿ ÷åòûðåõ ÷àñòåé, ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî s = 4.
1. Çàäàåì çíà÷åíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m è, â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, çíà÷åíèÿ ÷àñòåé

m1,m2,m3,m4, òàê, ÷òîáû gcd (m1,m2,m3,m4) = 1.
2. Íàõîäèì ÷èñëî êîìïîçèöèé, èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (3)�(7) è ñîñòàâëÿåì êîì-

ïîçèöèè ïî ïðàâèëó:
2.1. Äëÿm = 0 ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ, ïðèâåäåííîìó ïîñëå òåîðåìû 1, â ëþáîì ñëó÷àå ôîðìàëüíî

ñ÷èòàåì, ÷òî S0 = 1. Áëàãîäàðÿ ýòîìó â äàëüíåéøåì ñìîæåì íàéòè êîìïîçèöèè ñàìèõ ÷àñòåé.
2.2. Åñëè 1 6 m 6 m1 − 1, òî ñîãëàñíî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (4) íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé

êîìïîçèöèè ÷èñëà m, ñîñòàâëåííîé èç ÷àñòåé m1,m2,m3,m4.
2.3. Åñëèm1 6 m 6 m2−1, òî ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5) ñóùåñòâóåò ñòîëüêî êîìïîçèöèé ÷èñëà

m, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êîìïîçèöèé ÷èñëà (m−m1) è âñå îíè ñîñòîÿò òîëüêî èç ÷àñòåé âèäà m1.
Íàõîäèì èõ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê èìåþùèìñÿ êîìïîçèöèÿì ÷èñëà (m−m1) ñïðàâà ÷èñëà m1.
2.4. Åñëè m2 6 m 6 m3 − 1, òî ÷èñëî êîìïîçèöèé íàõîäèì ñîãëàñíî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

(6) è ñîñòàâëÿåì êîìïîçèöèþ ÷èñëà m òîëüêî èç ÷àñòåé m1 è m2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: êî âñåì
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ñóùåñòâóþùèì êîìïîçèöèÿì ÷èñëà (m−m1) äîáàâëÿåì ñïðàâà ÷èñëî m1, à êî âñåì èìåþùèìñÿ
êîìïîçèöèÿì ÷èñëà (m−m2) äîáàâëÿåì ñïðàâà ÷èñëî m2.
2.5. Åñëè m3 6 m 6 m4 − 1, òî ÷èñëî êîìïîçèöèé íàõîäèì ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (7) è ñîñòàâ-

ëÿåì êîìïîçèöèþ ÷èñëàm òîëüêî èç ÷àñòåém1,m2 èm3 ñëåäóþùèì îáðàçîì: êî âñåì íàéäåííûì
êîìïîçèöèÿì ÷èñëà (m−m1) äîáàâëÿåì ñïðàâà ÷èñëî m1, êî âñåì ñóùåñòâóþùèì êîìïîçèöèÿì
÷èñëà (m−m2) äîáàâëÿåì ñïðàâà ÷èñëî m2, à êî âñåì èìåþùèìñÿ êîìïîçèöèÿì ÷èñëà (m−m3)
äîáàâëÿåì ñïðàâà ÷èñëî m3.
2.6. Íà÷èíàÿ ñ m = m4 ÷èñëî êîìïîçèöèé íàõîäèì ñîãëàñíî ôîðìóëå (3) è ñîñòàâëÿåì êîìïî-

çèöèþ ÷èñëà m óæå èç âñåõ ÷àñòåé m1, m2, m3 è m4 ñëåäóþùèì îáðàçîì: êî âñåì ñóùåñòâóþùèì
êîìïîçèöèÿì ÷èñåë (m−m1), (m−m2), (m−m3) è (m−m4) äîáàâëÿåì ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî
÷èñëà m1, m2, m3 è m4.
3. Êàê òîëüêî m äîñòèãàåò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.

5. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåñ÷åòà êîìïîçèöèé íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà m, ñîñòîÿùåãî èç ÷àñòåé m1, m2, ..., ms, m1 < m2 < ... < ms, gcd (m1,m2, ...,ms) = 1, à
òàêæå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîåí êîìáèíàòîðíûé àëãîðèòì ïåðå-
÷èñëåíèÿ è ïåðåñ÷åòà êîìïîçèöèé, è ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà êîìïîçèöèé.
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Àííîòàöèÿ. Îïèñûâàåòñÿ ïðîñòîé è áûñòðûé (3,2) àëãîðèòì ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà, èñïîëüçóþùèé
äëÿ êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ îñîáûì îáðàçîì îïðåäåëåííûå ìàòðèöû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçäåëåíèå ñåêðåòà, òåíè, ñåêðåò.

AMS Subject Classi�cation: 94A62

1. Ââåäåíèå. Àëãîðèòìû ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà ñîâìåùàþò â ñåáå ñðåäñòâà çàùèòû äàííûõ îò
åñòåñòâåííûõ è ðóêîòâîðíûõ óãðîç. (k, p) àëãîðèòì ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà � ýòî êîäèðóþùàÿ ñèñòå-
ìà, â êîòîðîé ñåêðåòíîå ÷èñëî S êîäèðóåòñÿ â k ÷èñåë, íàçûâàåìûõ òåíÿìè (shadows) (y1, ..., yk), à
äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ òåíåé îáðàòíî â x äîñòàòî÷íî ëþáûõ p ÷èñåë � òåíåé èç (y1, ..., yk). Íàèáîëåå
èçâåñòíûì êëàññè÷åñêèì àëãîðèòìîì ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà ÿâëÿåòñÿ ñõåìû Øàìèðà è Áëåêëè [1;
2]. Áàçîâîé èäååé àëãîðèòìà Øàìèðà ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî ïîëèíîì ñòåïåíè k − −1 â 2-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè k òî÷åê, à ñåêðåò � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Y . Ñðå-
äè íåäîñòàòêîâ ñõåìû Øàìèðà ÿâëÿåòñÿ, òî ÷òî íåîáõîäèìî ïîìíèòü è ãäå-òî õðàíèòü ïîðÿäîê
òåíåé. Àëãîðèòìû ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàçîâîãî ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòíîãî
êëþ÷à îãðàíè÷åííîé äëèíû, íàïðèìåð 512-áèòíîé ñòðîêè. Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà, êîòîðûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ôàéë öåëèêîì, íåîáõîäèìû ïðîñòûå è áûñòðûå ìåòîäû, ðàáîòàþùèå â ðåàëüíîì âðåìåíè
â ïðîöåññå åãî ïåðåäà÷è èëè àðõèâèðîâàíèÿ.

2. Òåîðèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü (k, p) ñõåìó ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà, â êîòîðîé ñòðîêà áàéòîâ
ïðîèçâîëüíîé äëèíû êîäèðóåòñÿ â k ñòðîê áàéòîâ òàêîé æå äëèíû. Êîäèðîâàíèå ïðîõîäèò ïî-
ñëåäîâàòåëüíî â öèêëå ïîáàéòíî è íåçàâèñèìî. Òàêèì îáðàçîì, â öèêëå ïî áàéòàì ñòðîêè áóäåì
äåëèòü êàæäûé áàéò � ñåêðåòíîå öåëîå ÷èñëî â äèàïàçîíå (0�255) íà k ÷èñåë-òåíåé. Óïðîñòèì
çàäà÷ó è áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî (3,2) ïîðîãîâóþ ñõåìó. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âîññòà-
íîâëåíèÿ ñåêðåòíîãî áàéòà, áóäåò äîñòàòî÷íî çíàòü ëþáûå 2 èç òåíåâûõ áàéòîâ, íåçàâèñèìî îò
ïîðÿäêà, â êîòîðîì îíè êîäèðîâàëèñü. Ôîðìàëüíî (3,2) ñõåìà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ
ôóíêöèÿìè:
1. Äåêîäèðóþùåé ôóíêöèåé 3 àðãóìåíòîâ:

S = S(x, y, z), (1)

ãäå S � ñåêðåò, x, y, z � 3 òåíè.
2. Ëèíê-ôóíêöèåé ñâÿçè òåíåé:

f(x, y, z) = c. (2)

Íà îñíîâå ïåðâîé ôóíêöèè ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìû äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñåêðåòà S â 3 òåíè (S =>
(x, y, z)) è îáðàòíîãî êîäèðîâàíèÿ ëþáîé ïàðû òåíåé â ñåêðåò S (xy, xz, yz => S). Âòîðàÿ ôóíê-
öèÿ íåîáõîäèìà äëÿ ñâÿçûâàíèÿ 3 òåíåé, ò. å. âû÷èñëåíèå îäíîé, åñëè èçâåñòíû 2 äðóãèå. Îñíîâíîå
òðåáîâàíèå (3,2) ñõåìû � ëþáûå äâà àðãóìåíòà èç òðåõ (x, y, z) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà÷åíèå
ôóíêöèè S. Òî åñòü

S(x, y, z) = S(x, y, .) = S(x, ., z) = S(., y, z), (3)

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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ãäå (.) � íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå, S(x, y, .) � ïðîåêöèÿ 3-ìåðíîé ôóíêöèè S(x, y, z) íà ïëîñêîñòü
(X,Y ). Äàëåå ìû ïîïðîáóåì ñêîíñòðóèðîâàòü ïðîñòåéøåå ñåìåéñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
òðåáîâàíèþ 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü òðåáîâàíèå (3), òî÷êè (x, y, z) äîëæíû ïðèíàä-
ëåæàòü 2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé ôóíêöèåé ñâÿçè (2), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, áûëà
áû ñèììåòðè÷íîé ê ëþáîé ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ, ò. å.

f(x, y, z) = f(x, z, y) = f(y, x, z) = f(y, z, x) = f(z, x, y) = f(z, y, x). (4)

Òàêèå ôóíêöèè òèïà ¾ñòàòèñòèêè¿ èçâåñòíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, íàïðèìåð:

1) f = x+ y + z
2) f = x2 + y2 + z2

3) f = x ∗ y ∗ z

3. Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ñâÿçè, êîòîðûå ñâÿçûâàþò òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå öåëûì
÷èñëàì x, y, z â äèàïàçîíå (0�m):

z =Mod(m− x− y,m). (5)

Óðàâíåíèå (5) îçíà÷àåò, ÷òî îñíîâíàÿ äåêîäèðóþùàÿ ôóíêöèÿ S(x, y) äîëæíà èìåòü ðàâíûå çíà-
÷åíèÿ â ñëåäóþùèõ 6 òî÷êàõ, ãäå x > y :

S(x1, y1) = S(y1, x1) = S(y1,m− x1− y1) = (6)

= S(x1,m− x1− y1) = S(m− x1− y1, x1) = S(m− x1− y1, y1).

À òàêæå íåçàâèñèìî è â ñëåäóþùèõ 6 òî÷êàõ, ãäå x < y

S(x2, y2) = S(y2, x2) = S(y2, 2m− x2− y2) = (7)

= S(x2, 2m− x2− y2) = S(2m− x2− y2, x2) = S(2m− x2− y2, y2).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äåêîäèðóþùàÿ ôóíêöèÿ S(x, y, z) èìååò äâà íàáîðà äîìåíîâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ:
D1�D6, D7�D12 äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ êâàçèñèììåòðèè, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿì (6),(7) (ñì. ðèñ.
1). Èòàê, ìû îïðåäåëèëè òðåáîâàíèÿ äëÿ äåêîäèðóþùåé ôóíêöèè ñõåìû (3,2) â êîíå÷íîì m-
ïîëå ñ òåì, ÷òîáû íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà ëþáàÿ ïàðà òåíåé îäíîçíà÷íî îáåñïå÷èâàëà îáðàòíîå
êîäèðîâàíèå ñåêðåòà. Òàê êàê ìû â äàëüíåéøåì ñîáèðàåìñÿ íàïèñàòü àëãîðèòì äëÿ ïîáàéòíîãî
êîäèðîâàíèÿ ôàéëîâ, òî áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî m=255.
Äëÿ ïåðâè÷íîãî çàïîëíåíèÿ êîäàìè ìàòðèöû S ìû äîëæíû èõ âûáðàòü ïî âîçìîæíîñòè ðàâ-

íîìåðíî èç äèàïàçîíà (0�255) ðàçìåñòèòü â äîìåíàõ D1,D7 è ñèììåòðè÷íî îòîáðàçèòü íà âñþ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Ìîæíî ¾îáîéòè¿ âñå òî÷êè (ýëåìåíòû ìàòðèöû) äîìåíîâ D1,D7 è ïðèñâàèâàòü ñëó÷àéíîå öå-

ëîå, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå â äèàïàçîíå (0�255).
Äåòåðìèíèðîâàííûé ñïîñîá � ýòî ¾îáîéòè¿ âñå òî÷êè (ýëåìåíòû ìàòðèöû) äîìåíîâ D1,D7 ïî

çàðàíåå íàìå÷åííîé òðàåêòîðèè (íàïðèìåð ïîñòðî÷íî ñêàíèðóÿ) è ïðîñòî ïðèñâàèâàòü ñëåäóþ-
ùèé êîä èç ñòðîêè öåëûõ (0�255) ×èñëî ýëåìåíòîâ â äîìåíàõ D1,D7 ðàâíî m/6. Â ñëó÷àå m=255
ëþáîé öåëîå ÷èñëî â äèïàçîíå (0�255) áóäåò èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå êîäà ïðèìåðíî 255/6=42,5
ðàç.

4. Ïðîãðàììà è ýêñïåðèìåíòû. Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â âèäå ïðîãðàì-
ìû íà ÿçûêå Fortran. Ïðîãðàììû ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà áûëà ðåàëèçîâàíà â âèäå ïðîãðàììû, â
êîòîðîé íà âõîä ïîñòóïàëà ïîëíàÿ äèðåêòîðèÿ äèñêà ñ ôàéëàìè-ñåêðåòàìè ïðîèçâîëüíîãî ôîð-
ìàòà. Íà âûõîäå ôàéëû-òåíè ïîìåùàëèñü â òðè îòäåëüíûå ïàïêè íà òîì æå èëè äðóãîì äèñêå.
Ôàéëû-òåíè èìåëè òå æå èìåíà è ñ òî÷íîñòüþ äî áàéòà òîò æå îáúåì, ÷òî è ôàéë-ñåêðåò. Ðàáî-
òà ïðîãðàììû ôàêòè÷åñêè ýìóëèðîâàëà êîïèðîâàíèå ôàéëîâ. Äëÿ ýêñïåðèìåíòà áûëà âûáðàíà
ïàïêà, ñîäåðæàùàÿ 50 ôîòîãðàôèé îáùèì îáúåìîì 250 Ìá. Áûëî âûïîëíåíî 5 ïðîãîíîâ íà îä-
íèõ è òåõ æå äàííûõ. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà îáû÷íîì ëàïòîïå ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i7.
Ñðåäíåå ñóììàðíîå âðåìÿ êîïèðîâàíèÿ ñ ðàçäåëåíèåì çàíÿëî â ñðåäíåì çàíÿëî 86 ñ, ïðè ýòîì ÷è-
ñòîå âðåìÿ êîäèðîâàíèÿ ïðèìåðíî 0,08 ñ. Îñíîâíîå âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû çàíÿëè ïðîöåäóðû
÷òåíèÿ-çàïèñè è ïîáàéòíîé ðàñïàêîâêè-óïàêîâêè.
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè S(x,y,z). Ïîä-îáëàñòè èëè äîìåíû: D1�D6
� ýòî îáëàñòè ñèììåòðèè äëÿ ôóíêöèè ñâÿçè (6), D7�D12 � îáëàñòè ñèììåòðèè äëÿ
ôóíêöèè ñâÿçè (7). Ëèíèè íà ðèñóíêå ñîåäèíÿþò òî÷êè ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèè S.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëà íàïèñàíà ïðîñòàÿ ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ (3,2) ñõåìó Øàìèðà. È åñëè
îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû çàíÿëî òîæå âðåìÿ, òî ÷èñòîå âðåìÿ êîäèðîâêè ïðèìåðíî â
5-6 ðàç ïðåâûøàëî âðåìÿ, ïîòðà÷åííîå ïðîãðàììîé, ðåàëèçóþùåé íàø ïðåäëîæåííûé ìåòîä.

5. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ïðîñòîé àëãîðèòì ðàçäåëåíèÿ ñåêðåòà, îñíîâàííûé íà
÷òåíèè ìàòðèö êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðåèìóùåñòâîì àëãîðèòìà ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà è ñêîðîñòü ðàáîòû. Íà ýòàïå êîäèðîâàíèÿ òåíåé èç ñåêðåòà âûïîëíÿòñÿ äâå
îïåðàöèè: ãåíåðàöèè ñëó÷àéíîãî öåëîãî ÷èñëà è âûáîð çíà÷åíèÿ èç êîäèðóþùåé ìàòðèöû, íà ýòà-
ïå äåêîäèðîâàíèÿ òîëüêî îáðàùåíèå ê ìàòðèöå äåêîäèðîâàíèÿ. Òàêæå ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî íåò íåîáõîäèìîñòè õðàíèòü è èñïîëüçîâàòü íîìåð òåíè, îíè àáñîëþòíî ¾ðàâíîïðàâíû¿
ïî ëþáûì äâóì èç òðåõ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñåêðåò. Àëãîðèòì ïðèãîäåí äëÿ ïðîãðàìì õðàíåíèÿ
ôàéëîâ ëþáîãî ðàçìåðà äëÿ ñåêðåòíîãî õðàíåíèÿ â òðåõ õðàíèëèùàõ, âðåìÿ øèôðîâàíèÿ ïðàê-
òè÷åñêè íå îòëè÷èìî îò âðåìåíè ïðîñòîé îïåðàöèè ÷òåíèÿ-çàïèñè. Íàñòîÿùèé àëãîðèòì ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí â ñèñòåìàõ ñ îòâåòñòâåííûì õðàíåíèåì ïåðñîíàëüíûõ äàííûõ, êîãäà òðåáóåòñÿ
áûñòðûé è íàäåæíûé äîñòóï ê ðàçäåëåííûì ñåêðåòíûì õðàíèëèùàì.
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Àííîòàöèÿ. Òàáëèöû ïîâñåìåñòíî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåëÿöèîííûõ äàííûõ â ðàç-
ëè÷íûõ ñðåäàõ è ôîðìàòàõ. Â ÷àñòíîñòè, â âåá-ñðåäå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñóùåñòâóåò áîëüøîå
êîëè÷åñòâî òàáëèö. Îäíèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ôîðìàòîâ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â äàííîé ñðåäå
ÿâëÿåòñÿ HTML. Âåá-òàáëèöû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ (òàê íàçû-
âàåìûå ïîäëèííûå òàáëèöû), òàê è äëÿ êîìïîíîâêè âåá-ñòðàíèö (íåïîäëèííûå). Â ñâîþ î÷åðåäü
ïîäëèííûå òàáëèöû ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå îñîáåííîñòè ôîðìàòèðîâàíèÿ, îðãàíèçàöèè ôóíê-
öèîíàëüíûõ îáëàñòåé â ñîâîêóïíîñòè íåïîñðåäñòâåííî âëèÿþùèå íà ïîäõîäû ê àâòîìàòè÷åñêîìó
ïîíèìàíèþ òàáëèö è èçâëå÷åíèþ èç íèõ äàííûõ. Îäíîé èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðîáëåì ïðè èçâëå-
÷åíèè èíôîðìàöèè èç ïîäëèííûõ âåá-òàáëèö ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ è êîìïîíî-
âî÷íûõ òèïîâ òàáëèö. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàòåëÿì è ïðàêòèêàì äîñòóïåí øèðîêèé ñïåêòð
òàêñîíîìèé òèïîâ òàáëèö. Èìåþùèåñÿ òàêñîíîìèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ êëàññèôèêàöèè
òèïîâ òàáëèö, ÷òî ïîçâîëèò âûáðàòü àëãîðèòìû èõ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè. Â áîëüøèíñòâå ñóùå-
ñòâóþùèõ òàêñîíîìèé ïðåäñòàâëåíû îáùèå òèïû òàáëèö, îäíàêî îòñóòñòâóþò ñîãëàøåíèÿ ïî èõ
èìåíîâàíèþ. Ýòî ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ çàïóòàííîé òåðìèíîëîãèè. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ
ñîïîñòàâëåíèå ñóùåñòâóþùèõ òàêñîíîìèé òèïîâ òàáëèö, âûÿâëÿþùåå èõ ñõîæåñòü è ðàçëè÷èÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçâëå÷åíèå òàáëèö, îïðåäåëåíèå êëàññîâ òèïîâ, òàêñîíîìèÿ òàáëèö, êîìïî-
íîâêà òàáëèö, ïîíèìàíèå òàáëèö.

AMS Subject Classi�cation: 68V99, 68T10

1. Ââåäåíèå. Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ñðåçîâ ñîäåðæèìîãî ñåòè Èíòåðíåò îáíàðóæèëè íà-
ëè÷èå òàì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âåá-òàáëèö, ñîäåðæàùèõ ðåëÿöèîííûå äàííûå. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòè äàííûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, òàêèõ êàê îáðàáîòêà èíôîðìà-
öèè, èçâëå÷åíèå çíàíèé, îáîáùåíèå ñòàòåé, êëàññèôèêàöèÿ äîêóìåíòîâ, èíòåãðàöèÿ äàííûõ è
ò.ä. [12]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âåá-òàáëèöû ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ñòðóêòóðó îðãàíèçàöèè âçà-
èìîñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿþùóþ å¼ òèï. Ìíîæåñòâî òèïîâ òàáëèö ñîñòàâëÿåò òàêñîíî-
ìèþ. Òàêñîíîìèè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè òàáëèö. Ïîíèìàíèå òèïà, â ñâîþ î÷åðåäü,
äåëàåò âîçìîæíûì àâòîìàòèçèðîâàííîå ïðîâåäåíèå ðîëåâîãî è ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà äàííûõ. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàòåëÿìè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå òàêñîíîìèè îòëè÷àþùèåñÿ êàê òåðìè-
íîëîãèåé, òàê è ñîäåðæàíèåì. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ è ñîïîñòàâëÿþòñÿ íàèáîëåå èçâåñòíûå
òàêñîíîìèè.

2. Òàêñîíîìèè òèïîâ HTML-òàáëèö. Îäíîé èç ïåðâûõ òàêñîíîìèé áûëà ïðåäñòàâëåíà â
ðàáîòå Þ. Âàíãà è ß. Õó [13], îïóáëèêîâàííîé â 2002 ã. Â íåé àâòîðû ïðåäëàãàþò ôóíäàìåí-
òàëüíîå äåëåíèå âñåãî ìíîæåñòâà òàáëèö íà äâà òèïà: ïîäëèííûå è íåïîäëèííûå. Ïîäëèííûå
� òàáëèöû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ, à, â ñâîþ î÷åðåäü, íåïîäëèííûå
� íóæíû äëÿ êîìïîíîâêè âåá-ñòðàíèö. Ïîäëèííûå òàáëèöû çà÷àñòóþ ìîãóò ñîäåðæàòü öåííûå
äàííûå èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé çíàíèé. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà òàáëèöû
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðåäà÷è ëîãèêè âçàèìîñâÿçåé ìåæäó äàííûìè â ÿ÷åéêàõ.
Â 2008 ã. Ì. Êàôàðåëëà ñ ñîàâòîðàìè ïðåäñòàâèëè îäíó èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â äàííîé îáëàñòè

ðàáîò, â êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ âûñîêîêà÷åñòâåííûå ðåëÿöèîííûå äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â âåá-
òàáëèöàõ [2]. Â ñâîåì èññëåäîâàíèè àâòîðû ïðåäñòàâëÿþò ôóíäàìåíòàëüíîå ðàçäåëåíèå òàáëèö íà
2 òèïà: ðåëÿöèîííûå è íåðåëÿöèîííûå. Äàííûå òèïû ñîîòíîñÿòñÿ ñ ïîäëèííûìè è íåïîäëèííûìè

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ
ÐÀÍ, ïðîåêò �121030500071-2.
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òàáëèöàìè ñîîòâåòñòâåííî â êëàññèôèêàöèè Þ. Âàíãà è ß. Õó. Èìåííî ðåëÿöèîííûå òàáëèöû
ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ, ïðåäñòàâëÿþùóþ èíòåðåñ äëÿ èçâëå÷åíèÿ è ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè.
Íà îñíîâå ñóùåñòâóþùèõ òèïîâ Å. Êðåñòàí è Ï. Ïàíòåëü [3,4] ïðåäëàãàþò áîëåå ïîäðîáíóþ òàê-

ñîíîìèþ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïîâ òàáëèö àâòîðû èñïîëüçîâàëè ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð ïîç-
âîëèâøèé èçâëå÷ü 2,6 ìëðä âåá-òàáëèö, êîòîðûå íå ñîäåðæàò âíóòðåííèõ òàáëèö â ñâîèõ ÿ÷åéêàõ.
Â õîäå àíàëèçà ýòèõ òàáëèö áûëî ïðåäëîæåíî ðàçáèåíèå òàáëèö íà îïðåäåëåííûå òèïû è îïèñàíû
ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ èçâëå÷åíèåì äàííûõ èç íèõ. Ýòà òàêñîíîìèÿ òèïîâ òàáëèö ïîêàçàíà íà
ðèñ. 1. Â ðàìêàõ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðåëÿöèîííûå òàáëèöû.

Реляционные таблицы

Списки "Атрибуты/
значения" Матрицы Перечисления Формы

Гризонтальные
списки

Вертикальные
списки Календари

Навигационные Форматирования

Компоновочные таблицы

Ðèñ. 1. Òàêñîíîìèÿ Å. Êðèñòàíà è Ï. Ïàíòåëÿ

Ë. Ëàóòåðò [7] ê ëåêñè÷åñêèì ôóíêöèÿì, ïðåäñòàâëåííûì â [2], äîáàâèë åù¼ ïÿòü íîâûõ ôóíê-
öèé: ïîëîæåíèå âíóòðåííèõ âåá-òàáëèö è ñîîòíîøåíèå ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ íåóïîðÿäî÷åííûå ñïèñ-
êè, óïîðÿäî÷åííûå ñïèñêè. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà èñïîëüçîâàíà äëÿ èçâëå÷åíèÿ òàáëèö èç àí-
ãëîÿçû÷íîé Âèêèïåäèè, íîâîñòíûõ ñàéòîâ è ò. ä. Ðàçðàáîòàííàÿ òàêñîíîìèÿ ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà
îñíîâíóþ è âòîðè÷íóþ êëàññèôèêàöèè. Îñíîâíàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêèå òèïû âåá-òàáëèö, êàê
ãîðèçîíòàëüíàÿ, âåðòèêàëüíàÿ, ìàòðè÷íàÿ. Âî âòîðè÷íîé ïðåäñòàâëåíû íîâûå, íå îïèñàííûå
äî ýòîãî òèïû âåá-òàáëèö: êðàòêàÿ � ñîäåðæèò îáúåäèíåííûå ÿ÷åéêè; ðàçäåëåííàÿ � èìååò ïî-
ñëåäîâàòåëüíûå óïîðÿäî÷åííûå ïîâòîðÿþùèåñÿ ìåòêè; âëîæåííàÿ � òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
äðóãîé òàáëèöû; ìíîãîçíà÷íàÿ � òàáëèöà, â ÿ÷åéêàõ êîòîðîé èìååòñÿ íåñêîëüêî çíà÷åíèé; ñî-
ñòàâíàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ � ñîäåðæèò ìíîãîçíà÷íûå äàííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó îïðåäåëåííîìó
òèïó. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âî âòîðè÷íîé êëàññèôèêàöèè òàáëèöû ìîãóò îòíîñèòñÿ ê ðàçëè÷íûì
òèïàì îäíîâðåìåííî.
Äæ. Ýáåðèóñ è Ê. Áðàóíøâåéã ïðåäñòàâëÿþò äâà ïîäõîäà ê êëàññèôèêàöèè âåá-òàáëèö [5]. Ïåð-

âûé îáúåäèíÿåò êëàññèôèêàöèþ ìàêåòîâ ñ îáíàðóæåíèåì òàáëèö â åäèíóþ êëàññèôèêàöèîííóþ
çàäà÷ó. Âòîðîé òðàêòóåò îáå çàäà÷è êàê îòäåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíûå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè. Â
îáîèõ ñîçäàþòñÿ ôóíêöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñ÷èòûâàåòñÿ ñòðóêòóðà òàáëèöû, îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
ãëàñîâàííîñòüþ äàííûõ â ÿ÷åéêàõ, íàëè÷èå òåãîâ çàãîëîâêîâ è ò. ä. Àâòîðû â ñâî¼ì èññëåäîâàíèè
îïèðàþòñÿ íà ðàáîòó [4] è îáíàðóæèâàþò òàêèå òàáëèöû, êàê íåïîäëèííûå èëè êîìïîíîâî÷íûå è
ïîäëèííûå, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëÿòñÿ íà âåðòèêàëüíûå, ãîðèçîíòàëüíûå, ìàòðè÷íûå, è
äðóãèå � âêëþ÷àþùèå âñå òàáëèöû íå âîøåäøèå â óêàçàííûå òèïû.
Âçÿâ çà îñíîâó òèïû òàáëèö ïðèâåäåííûå â ðàáîòàõ [4, 7], Ê. Áðàóíøâåéã ïðåäñòàâëÿåò ñâîþ

òàêñîíîìèþ [1]. Â íåé âûäåëÿåòñÿ òàêèå òèïû òàáëèö êàê âåðòèêàëüíûå ñïèñêè, ãîðèçîíòàëüíûå
ñïèñêè, ìàòðèöû è àòðèáóò/çíà÷åíèå. Òàêæå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âëîæåííûå òàáëèöû,
êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, êëàññèôèöèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè òèïàì.
Ðàáîòû Î. Ëåìáåðãà ñ ñîàâòîðàìè ïîñâÿùåíû èçâëå÷åíèþ è êëàññèôèêàöèè òàáëèöû èç íàáîðà

Web Data Commons. Â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåíà òàêñîíîìèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ðåëÿöèîííûõ òàáëèö,
ñîäåðæàùèõ ñóùíîñòè, îïèñûâàåìûå àòðèáóòàìè ïðåäñòàâëåííûìè ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè. Òàê-
æå âûäåëÿþòñÿ òàáëèöû, â êîòîðûõ íàáîð àòðèáóòîâ îïèñûâàåò îäíó îïðåäåë¼ííóþ ñóùíîñòü.
Òàêèå òàáëèöû íàçûâàþòñÿ ñóùíîñòíûìè òàáëèöàìè. Â òàêñîíîìèè òàêæå ïðåäñòàâëåíû ìàò-
ðè÷íûå òàáëèöû.
Ê. Íèøèäà ïðåäñòàâëÿåò ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè òàáëèö, îñíîâàííûé íà ñî÷åòàíèè ðåêóðåíò-

íîé íåéðîííîé ñåòè (RNN) è ñâ¼ðòî÷íîé íåéðîííîé ñåòè (CNN) [9]. Àâòîðû îñíîâûâàþòñÿ íà òîì,

1https://webdatacommons.org
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÷òî òàáëèöû ïðåäñòàâëåíû ñåìàíòè÷åñêèìè òðîéêàìè: ñóáúåêò, ñâîéñòâî, îáúåêò. Ïðåäëîæåííàÿ
â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ òàêñîíîìèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåëÿöèîííûå òàáëèöû, òàáëèöû ñóùíî-
ñòåé, ìàòðè÷íûå òàáëèöû è äðóãèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîé òàêñîíîìèè ìàòðè÷íûå
òàáëèöû íå ñîäåðæàò ñâîéñòâ.
Ì. Ãàøåìè-Ãîë è Ï. Ñåêåé ïðåäëàãàþò êëàññèôèêàòîð [6], êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà íåêîíòðî-

ëèðóåìîì ìåòîäå âñòðàèâàíèÿ òàáëèö â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ âûïîëíåíèÿ êëàññèôèêà-
öèè òàáëèö ñ ìèíèìàëüíûì âìåøàòåëüñòâîì ïîëüçîâàòåëÿ. Ðàçðàáîòàííàÿ èìè òàêñîíîìèÿ ïðåä-
ñòàâëåíà òàêèìè òèïàìè, êàê ðåëÿöèîííûå òàáëèöû, òàáëèöû ñóùíîñòåé, ìàòðè÷íûå òàáëèöû,
ñïèñêè è òàáëèöû áåç äàííûõ.
Ýòè æå òèïû òàáëèö ïðèâåäåíû â ðàáîòå Ç. Âàíãà [14]. Îäíàêî àâòîð ðàçäåëÿåò âåðòèêàëüíûå

è ãîðèçîíòàëüíûå ðåëÿöèîííûå òàáëèöû. Äëÿ îáðàáîòêè èñïîëüçîâàëèñü òàáëèöû, èçâëå÷åííûå
èç Âèêèïåäèè (WikiTable) è WDC WebTable Corpus [8]. Ýòè æå èñòî÷íèêè äàííûõ ëåæàëè â
îñíîâå èññëåäîâàíèé ïî èçâëå÷åíèþ òàáëèö ïðîâåäåííûõ Ñ. Ðîëäàíîì. Â ðåçóëüòàòå îí ïðîäîë-
æèë êëàññèôèöèðîâàòü ïîäëèííûå òàáëèöû êàê: ãîðèçîíòàëüíûå ñïèñêè, âåðòèêàëüíûå ñïèñêè,
ôîðìà, ìàòðè÷íûå òàáëèöû [10, 11].

3. Âûâîäû. Â ðàáîòå áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïî ñðàâíåíèþ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûõ òàêñîíîìèé ïîäëèííûõ âåá-òàáëèö. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóþùèå òàêñîíîìèè îòëè÷àþò-
ñÿ èìåíîâàíèÿìè òèïîâ òàáëèö. Íàïðèìåð, òåðìèíû ¾âåðòèêàëüíûé ñïèñîê¿, ¾ãîðèçîíòàëüíàÿ
âåá-òàáëèöà¿, ¾ðåëÿöèîííàÿ òàáëèöà¿ è ¾ãîðèçîíòàëüíûé ñïèñîê¿ îáîçíà÷àþò îäèí è òîò æå òèï
òàáëèöû. Ðàçëè÷íûå òàêñîíîìèè ñîäåðæàò ðàçíîå êîëè÷åñòâî òèïîâ òàáëèö � îò òðåõ äî ïÿòè.
Ýòî ïðèâîäèò ê òåðìèíîëîãè÷åñêîé çàïóòàííîñòè. Ñîîòâåòñòâèå òåðìèíîëîãèè òàêñîíîìèé ðàñ-
ñìîòðåííûõ â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíî â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Ñîîòâåòñòâèå òåðìèíîëîãèè òàêñîíîìèé òèïîâ òàáëèö

Êðåñòàí
Âåðòèêàëüíûå

ñïèñêè
Ãîðèçîíòàëüíûå

ñïèñêè
Ìàòðèöû

Òàáëèöû
àòðèáóòîâ/çíà÷åíèé

Ïåðå÷èñëåíèÿ

Ëàóòåðò
Ãîðèçîíòàëüíûå
âåá-òàáëèöû

Âåðòèêàëüíûå
âåá-òàáëèöû

Ìàòðè÷íûå
âåá-òàáëèöû

Âåðòèêàëüíûå
âåá-òàáëèöû

-

Åáåðèóñ
Âåðòèêàëüíûå

ñïèñêè
Ãîðèçîíòàëüíûå

ñïèñêè
Ìàòðè÷íûå
òàáëèöû

- -

Áðàóíøâåéã
Âåðòèêàëüíûå

ñïèñêè
Ãîðèçîíòàëüíûå

ñïèñêè
Ìàòðè÷íûå
òàáëèöû

Òàáëèöû
àòðèáóòîâ/çíà÷åíèé

-

Ëåìáåðã
(Ãîðèçîíòàëüíûå)
Ðåëÿöèîííûå
òàáëèöû

(Âåðòèêàëüíûå)
Ðåëÿöèîííûå
òàáëèöû

Ìàòðè÷íûå
òàáëèöû

Òàáëèöû
ñóùíîñòåé

-

Íèøèäà
(Âåðòèêàëüíûå)
Ðåëÿöèîííûå
òàáëèöû

(Ãîðèçîíòàëüíûå)
Ðåëÿöèîííûå
òàáëèöû

Ìàòðè÷íûå
òàáëèöû

Òàáëèöû
ñóùíîñòåé

-

Ãàøåìè-Ãîë
Ðåëÿöèîííûå
òàáëèöû

-
Ìàòðè÷íûå
òàáëèöû

Òàáëèöû
ñóùíîñòåé

Ñïèñêè

Âàíã
(Âåðòèêàëüíûå)
Ðåëÿöèîííûå
òàáëèöû

(Ãîðèçîíòàëüíûå)
Ðåëÿöèîííûå
òàáëèöû

Ìàòðè÷íûå
òàáëèöû

Òàáëèöû
ñóùíîñòåé

Ñïèñêè

Ðîëäàí
Ãîðèçîíòàëüíûå

ñïèñêè
Âåðòèêàëüíûå

ñïèñêè
Ìàòðè÷íûå
òàáëèöû

Ôîðìû -

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èìåþùååñÿ íà òåêóùèé ìîìåíò ìíîæåñòâî òàêñîíîìèé íå ÿâëÿåòñÿ èñ-
÷åðïûâàþùèì. Íàïðèìåð, íèêàê íå âûäåëÿþòñÿ òàáëèöû, ñîäåðæàùèå èåðàðõè÷åñêè çàãîëîâêè,
íå ó÷èòûâàåòñÿ ñõîäñòâî íåêîòîðûõ èç òàáëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé, òàêèõ êàê ñïèñîê, ñóùíîñòü,
ìàòðèöà, ïåðå÷èñëåíèå. Ýòî ïîä÷åðêèâàåò íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ, ðàñøèðåíèÿ è ãàðìîíèçàöèè
ñóùåñòâóþùèõ òàêñîíîìèé.
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Àííîòàöèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ øòàìì ðèçîñôåðíîé áàêòåðèè âèäà Rhodococcus

qingshengii VKM Ac-2784D. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ äëÿ çàäà÷è

îïðåäåëåíèÿ ìîðôîëîãè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé áàêòåðèàëüíûõ êëåòîê. Äëÿ óïðîùåíèÿ è àâòîìàòè-

çàöèè ýòîãî ïðîöåññà ðàçðàáîòàíî âåá-ïðèëîæåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëÿòü ðàçìåðû è ïëîùàäè

îòäåëüíûõ êëåòîê, ðàññ÷èòûâàòü íåîáõîäèìûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Îïèñàíû ïîäõîäû

äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè èñõîäíûõ èçîáðàæåíèé, àëãîðèòì àâòîìàòèçèðîâàííîãî îáíàðó-

æåíèÿ áàêòåðèàëüíûõ êëåòîê íà èçîáðàæåíèè è ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ÷èñëåííûõ ïðèçíàêîâ.

Îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â õîäå èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé êóëüòèâèðîâàíèÿ

íà ìîðôîëîãèþ êëåòîê. Ïåðå÷åíü ðàññ÷èòûâàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòðèê è ãèñòîãðàìì ìîæåò

áûòü ðàñøèðåí ïîä íóæäû èññëåäîâàòåëÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèîïë¼íêà, ìîðôîëîãèÿ, êîìïüþòåðíîå çðåíèå, âåá-ïðèëîæåíèå, êëåòî÷íàÿ

êóëüòóðà.

AMS Subject Classi�cation: 65D19

1. Ââåäåíèå. Ìîðôîëîãèÿ áàêòåðèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òàêñîíîìè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ áàêòåðèé,
ó÷èòûâàåìûõ ïðè èõ èäåíòèôèêàöèè. Â òî æå âðåìÿ îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé îñîáåííî ó íåêî-
òîðûõ âèäîâ ìèêðîîðãàíèçìîâ, òàêèõ êàê Mycobacterium è Rhodococcus. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ëþáûå âàðèàöèè óñëîâèé âíåøíåé ñðåäû ïðèâîäÿò ê ïåðåñòðîéêå êëåòî÷íîé ñòåíêè è ìåìáðà-
íû áàêòåðèé, à òàêæå ñïîñîáñòâóþò èçìåíåíèþ ìåòàáîëèçìà. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå
ìîðôîëîãèè êëåòêè [3]. Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèÿ ðàçíûõ ôàêòîðîâ áàêòåðèàëü-
íûå êëåòêè èçìåíÿþò ñâîþ ìîðôîëîãèþ îò áîëåå îêðóãëûõ äî âûòÿíóòûõ ïàëî÷åê. Ïðè ýòîì â
íåáëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ, ïðè äåéñòâèè àíòèáèîòèêîâ èëè ïðè íåäîñòàòêå èñòî÷íèêà óãëåðîäà
áàêòåðèè, êàê ïðàâèëî, ïðèîáðåòàþò áîëåå îêðóãëóþ ôîðìó, è íàïðîòèâ, â ïîëíîöåííîé ñðåäå
êóëüòèâèðîâàíèÿ îíè áîëåå âûòÿíóòûå [1]. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèçèðóÿ ôîðìó áàêòåðèàëüíîé
êëåòêè ìîæíî îöåíèòü, íàñêîëüêî áëàãîïðèÿòíà äëÿ æèçíåñïîñîáíîñòè èññëåäóåìîãî ìèêðîîðãà-
íèçìà ñðåäà åãî êóëüòèâèðîâàíèÿ, ñ öåëüþ âûáîðà íàèáîëåå îïòèìàëüíûõ óñëîâèé. Êðîìå òîãî,
ìîæíî âûÿñíèòü ñòåïåíü âîçäåéñòâèÿ èññëåäóåìîãî âåùåñòâà. Àíàëèç ìîðôîëîãèè êëåòîê ïðî-
ñòîé è äåøåâûé ìåòîä, îäíàêî îí ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêèé, òàê êàê ïðèõîäèòñÿ âðó÷íóþ ñðàâíè-
âàòü ðàçíûå ìèêðîôîòîãðàôèè. Äëÿ óïðîùåíèÿ è àâòîìàòèçàöèè ýòîãî ïðîöåññà àâòîðàìè áûëî
ðàçðàáîòàíî âåá-ïðèëîæåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ðàçìåðû è ïëîùàäè îòäåëüíûõ êëå-
òîê, ðàññ÷èòûâàòü íåîáõîäèìûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

2. Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ øòàìì ðèçîñôåðíîé áàêòåðèè
âèäà Rhodococcus qingshengii VKM Ac-2784D [6]. Èññëåäóåìûé øòàìì áûë èçîëèðîâàí èç ðèçî-
ñôåðû ïûðåÿ (Elytrigia repens) è îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ ê ðàçëîæåíèþ êîìïîíåíòîâ íåôòè [4].
Äëÿ ïðîèçâîäñòâà áèîìàññû øòàììû êóëüòèâèðîâàëè â ôåðìåíòåðå, êîòîðûé êîíòðîëèðîâàë è
ïîääåðæèâàë îñíîâíûå ïàðàìåòðû âûðàùèâàíèÿ. Êóëüòèâèðîâàíèå áûëî çàêîí÷åíî ÷åðåç 24 ÷

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ áàçîâîé òåìàòèêè ïîä � ãîñ. ðåãèñòðàöèè 122041100050-6. Ðàñ÷¼òû âûïîëíåíû íà

îáîðóäîâàíèè ÖÊÏ ¾Áèîèíôîðìàòèêà¿ ÈÖèÃ ÑÎ ÐÀÍ. Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ä. Í. Ñèäîðîâó è À.

Â. Êèñåë¼âó çà îáñóæäåíèå è ïîëåçíûå êîììåíòàðèè âî âðåìÿ ðàçðàáîòêè ïðîäóêòà.
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ïðè ðàííåì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Ñèíòåòè÷åñêàÿ ñðåäà 8E, èñïîëüçîâàííàÿ äëÿ âûðàùèâà-
íèÿ, ñîäåðæàëà 1,5 ã/ë (NH4) 2HPO4, 0,7 ã/ë KH2PO4, 0,8 ã/ëMgSO4 7*H2O è 0,5 ã/ë NaCl (pH
7,2). Èññëåäîâàíèå ìîðôîëîãè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé âûïîëíÿëîñü ïî ñíèìêàì ñâåòîâîãî ìèêðîñêîïà
Primo Star (Zeiss, Ãåðìàíèÿ) ïðè óâåëè÷åíèè ×100, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëèçèðîâàííîãî
ÏÎ. Àëãîðèòì îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì áèáëèîòåê OpenCV è NumPy. Îáðàáîòêà è ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðåçóëüòàòîâ
èçìåðåíèé ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäóëÿ Pandas.

3. Îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ. Èçíà÷àëüíî öâåòíîå èçîáðàæåíèå íà ïåðâîì ýòàïå ïðåîáðàçó-
åòñÿ â îòòåíêè ñåðîãî (ýòî îáóñëîâëåíî èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè OpenCV [2]). Ïåðåâîä èçîá-
ðàæåíèÿ â îòòåíêè ñåðîãî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ðàçìåð ôàéëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîëíîöâåòíûì
èçîáðàæåíèåì, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò âðåìÿ îáðàáîòêè. Òàêæå ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî áèáëèîòåê, ïðåäîñòàâëÿþùèõ âîçìîæíîñòè ðàáîòû ñ èçîáðàæåíèÿìè,
â òîì ÷èñëå íàëîæåíèÿ ôèëüòðîâ è ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè ñ èçîáðàæåíèÿ, ðàáîòàþò òîëüêî
ñ èçîáðàæåíèÿìè â îòòåíêàõ ñåðîãî. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå âû÷èñëÿåòñÿ îïòèìàëüíûé ïîðîã è
ïîëó÷àåòñÿ áèíàðíîå èçîáðàæåíèå. Çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ îáúåêòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè
íàëè÷èÿ íà èçîáðàæåíèè îáúåêòà, îáëàäàþùåãî íåêîòîðûìè îïðåäåëåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Îäíèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ñïîñîáîâ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïîðî-
ãà ïî ÿðêîñòè, èëè ïîðîãîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ [5]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü èçîáðàæåíèå
íà ôîí è îáúåêò; îáúåêòîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîâîêóïíîñòü ïèêñåëåé âûøå íàéäåííîãî ïîðîãà, à ôî-
íîì � íèæå. Â äàííîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûé ïîðîã îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Îöó, êîòîðûé
èñïîëüçóåò ãèñòîãðàììó èçîáðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîðîãà. Çàòåì â OpenCV ïåðåäàåòñÿ èçîáðà-
æåíèå â îòòåíêàõ ñåðîãî, ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ÿðêîñòè ïèêñåëåé ïî îäíîìó
êàíàëó îò 0 äî 255. Ïåðåä ïîèñêîì êîíòóðîâ îáúåêòîâ íåîáõîäèìî î÷èñòèòü áèíàðíîå èçîáðà-
æåíèå îò øóìà. Î÷åíü ÷àñòî ìèêðîñíèìêè ñîäåðæàò ìíîæåñòâî ìåëêèõ øóìîâ, êîòîðûå ìîãóò
ñòàòü ïðè÷èíîé íåäîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ. Â êà÷åñòâå ëèøíåé èíôîðìàöèè íà ñíèìêå ìîãóò
ïðèñóòñòâîâàòü çàñâåòû èëè òåìíûå ïÿòíà, çàâèñÿùèå îò óñëîâèé, â êîòîðûõ áûë ñäåëàí ñíèìîê,
ìàñëÿíûå ïÿòíà, ïûëü è äð. Äëÿ î÷èñòêè èçîáðàæåíèÿ íàìè èñïîëüçîâàëèñü ìîðôîëîãè÷åñêèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ýðîçèè è äèëàòàöèè, à òàêæå èõ êîìáèíàöèè � îòêðûòèå è çàêðûòèå [7]. Â ðå-
çóëüòàòå ýðîçèè ìåëêèé øóì ïîäàâëÿåòñÿ, íî è êîíòóðû èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ óìåíüøàþòñÿ íà
ðàçìåð ïîäîáðàííîãî ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåðíóòü èñõîäíûé ðàçìåð îáúåêòàì
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îáðàòíóþ ê ýðîçèè îïåðàöèþ � äèëàòàöèþ èëè ðàñøèðåíèå, ñ òåì æå
ðàçìåðîì ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ îáåèõ îïåðàöèé èñ÷åçíóâøèé ïîñëå ýðîçèè
øóì íå âåðíåòñÿ äàæå â ðåçóëüòàòå äèëàòàöèè, à óòåðÿííàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàçìåðàõ îáúåêòà âîñ-
ñòàíîâèòñÿ. Ôèíàëüíûì ýòàïîì ïðåäîáðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíòàöèÿ, âîçâðàùàþùàÿ áèíàðíîå
èçîáðàæåíèå ñ âûäåëåííûìè áåëûìè êîíòóðàìè äåòåêòèðîâàííûõ îáúåêòîâ íà ÷åðíîì ôîíå. Êîí-
òóðû áèíàðíîãî èçîáðàæåíèÿ ìîãóò áûòü îäíîçíà÷íî ïåðåíåñåíû íà îðèãèíàëüíîå èçîáðàæåíèå.
Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì îðèãèíàëüíîå èçîáðàæåíèå ñ âûäåëåííûìè êîíòóðàìè. Âòîðàÿ ÷àñòü
àëãîðèòìà ïîñâÿùåíà âûïîëíåíèþ âû÷èñëåíèé. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà áàêòåðèé íà ñíèìêå
íåîáõîäèìî èçìåðèòü èõ ðàçìåðû (äëèíó è øèðèíó, à çàòåì è ïëîùàäü). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
êàæäóþ áàêòåðèþ êàê îòäåëüíûé îáúåêò. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé OpenCV îïðåäåëÿåòñÿ êîíòóð
áàêòåðèè è åãî öåíòðàëüíàÿ òî÷êà. Ïî ïîëó÷åííîé öåíòðîèäå ñòðîèòñÿ ýëëèïñ (ìåòîä âîçâðàùà-
åò êîîðäèíàòû öåíòðà, äëèíû áîëüøîé è ìàëîé îñåé è êîíòóð ýëëèïñà). Ïî ýòèì ïàðàìåòðàì
âû÷èñëÿåòñÿ ïëîùàäü áàêòåðèè. Âñå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïîäâåðãàþòñÿ ôèëüòðàöèè (óäàëÿþò-
ñÿ íåâåðíî îïðåäåëåííûå îáúåêòû, èìåþùèå àíîìàëüíî áîëüøóþ ïëîùàäü, äëèíó è øèðèíó).
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï � ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ñôîðìèðîâàííîé âûáîðêè. Â ðåçóëüòàòå

âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ïîëüçîâàòåëü ïîëó÷àåò ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïî ðàçìåðàì áàêòåðèé
äëÿ êàæäîãî ñíèìêà.

4. Ðåàëèçàöèÿ âåá-ïðèëîæåíèÿ. Ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû äëÿ îáðàáîòêè è
ïîëó÷åíèÿ äàííûõ ñ ðåàëüíûõ ñíèìêîâ ñ ìèêðîñêîïà âîçâðàùàåò îæèäàåìûé ðåçóëüòàò â òîì
ñëó÷àå, åñëè ñíèìêè èìåþò îäèíàêîâîå ðàçðåøåíèå è ôîðìàò. Èíòåðôåéñ ïðîãðàììû ðåàëèçîâàí
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ñ ïîìîùüþ Python-ôðåéìâîðêà Flask ñ íàáîðîì èíñòðóìåíòîâ Werkzeug, à òàêæå øàáëîíèçàòî-
ðà Jinja2. Ïðè ñîçäàíèè èíòåðôåéñà áûëè èñïîëüçîâàíû êàê áàçîâûå âîçìîæíîñòè Flask, ÿçûêà
ðàçìåòêè HTML, êàñêàäíûõ CSS-òàáëèö è ôóíêöèè JavaScript. Òàê, ïîìèìî ôóíêöèé çàãðóçêè,
îáðàáîòêè è âûãðóçêè ñíèìêîâ è òàáëèö äàííûõ, ïîëüçîâàòåëþ äîñòóïíà âîçìîæíîñòü èíòåðàê-
òèâíîãî âûáîðà çîí íà èçîáðàæåíèè äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè.
Íà âõîäå àëãîðèòì âåá-ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷àåò èçîáðàæåíèå èññëåäóåìîé áèîïëåíêè â ôîðìà-

òå CZI èëè JPEG. Êàæäûé ýòàï ïðîãðàììû îáðàáàòûâàåò îäèí ñíèìîê çà äðóãèì, ñîõðàíÿÿ
ïîëó÷åííûå äàííûå â îáùåäîñòóïíîì ìàññèâå (ïðîìåæóòî÷íûå ôàéëû). Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ
ïîäâåðãàþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîìó àíàëèçó. Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû âûâîäèòñÿ
â âèäå òàáëèöû.

5. Çàêëþ÷åíèå. Ðåàëèçîâàííîå âåá-ïðèëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì îáíàðóæåíèÿ
áàêòåðèàëüíûõ êëåòîê íà ñíèìêå è èçâëå÷åíèÿ èõ êîëè÷åñòâåííûõ ìîðôîëîãè÷åñêèõ ïîêàçàòå-
ëåé. Îíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â õîäå èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ óñëîâèé êóëüòèâèðî-
âàíèÿ íà ìîðôîëîãèþ êëåòîê. Ïåðå÷åíü ðàññ÷èòûâàåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòðèê è ãèñòîãðàìì
ìîæåò áûòü ðàñøèðåí ïîä íóæäû èññëåäîâàòåëÿ â îòêðûòîì ïðîãðàììíîì êîäå.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ êà-
÷åñòâà ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà ôëîòàöèè æåëåçíîé ðóäû. Ïðîòåñòèðîâàíû òðè ðåãðåññèîííûõ àëãî-
ðèòìà ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáîãàùåíèåì ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ,
ïðîâåäåíà îöåíêà êà÷åñòâà ïîëó÷åííûõ ìîäåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãðåññèîííûé àíàëèç, îáîãàùåíèå ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ, ôëîòàöèÿ ïîëåç-
íûõ èñêîïàåìûõ, ìàøèííîå îáó÷åíèå.

AMS Subject Classi�cation: 93-10, 93C95

1. Îïèñàíèå èñïîëüçóåìûõ äàííûõ. Íà äàííûé ìîìåíò áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ îáîãà-
òèòåëüíûõ ãîðíîäîáûâàþùèõ ïðåäïðèÿòèé ãåíåðèðóþò áîëüøîå êîëè÷åñòâî äàííûõ, âîçíèêàþ-
ùèõ â ïðîöåññå îáîãàùåíèÿ ìèíåðàëüíîãî ñûðüÿ. Ýòè äàííûå ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû
îáîðóäîâàíèÿ, ñâåäåíèÿ î ïîñòóïàþùåì íà ïðîèçâîäñòâî ñûðüå, ðåçóëüòàòû ëàáîðàòîðíûõ èçìå-
ðåíèé.
Êëþ÷åâûì ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåíò ñîäåðæàíèÿ êðåìíå-

ç¼ìà â èòîãîâîì êîíöåíòðàòå.
Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áûë âçÿò íàáîð èçìåðåíèé ñ ïðîìûøëåííîé óñòàíîâêè [?], îáú¼-

ìîì 737 òûñ. ñòðîê, ñîäåðæàùèé 23 ïàðàìåòðà ïðîöåññà ôëîòàöèè, ñðåäè íèõ ïðèñóòñòâóþò êàê
ïàðàìåòðû, èçìåðÿåìûå ëàáîðàòîðíûìè ìåòîäàìè, òàê è íàñòðîéêè îáîðóäîâàíèÿ. Öåëüþ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîãíîçèðîâàíèå ñîäåðæàíèÿ êðåìíåç¼ìà â èòîãîâîì êîíöåíòðàòå. Äàííûå
áûëè ïîäâåðãíóòû îáðàáîòêå è ôèëüòðàöèè.
Íà îñíîâå êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû îòîáðàíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïåðåìåííûå, îêàçûâàþùèå

íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà öåëåâîé ïîêàçàòåëü ïðîöåññà. Äàííûå âêëþ÷¼ííûå â ìîäåëü ïåðå÷èñëåíû
íèæå:

1) Amina Flow
2) Ore Pulp pH
3) Flotation Column 01 Air Flow
4) Flotation Column 02 Air Flow
5) Flotation Column 03 Air Flow
6) Flotation Column 04 Level
7) Flotation Column 05 Level
8) Flotation Column 06 Level
9) Flotation Column 07 Level
10) % Iron Concentrate

2. Ðåãðåññèîííûé àíàëèç ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Äëÿ
ïðåäñêàçàíèÿ öåëåâîé ïåðåìåííîé áûëî ðåøåíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåãðåññèîííûìè àëãîðèòìàìè
ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, äàííûõ ïîäõîä ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïðîöåññ àíàëèçà äàííûõ è âûÿâèòü

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè (òåìà � FZZS-2024-0003).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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íåÿâíûå ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè â ìîäåëè, èç âñåãî ðàçíîîáðàçèÿ àëãîðèòìîâ âûáðàíû ñëåäó-
þùèå:

• Lasso linear model
• Ridge linear model
• Random forest.

Äàííûå àëãîðèòìû õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ ìîäåëåé ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ, êîòî-
ðûå êîððåëèðîâàíû ìåæäó ñîáîé. Âñå äàííûå áûëè ðàçáèòû íà îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ âûáîðêè
è ïîäàíû íà âõîä àëãîðèòìîâ.
Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà âûáðàííîé ìîäåëè èñïîëüçóåì êðèòåðèè R2 è RSS,÷åì áëèæå R2 ê åäè-

íèöå è ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå RSS, òåì âûøå êà÷åñòâî ïîëó÷åííîé ìîäåëè.

Ðèñ. 1. Îöåíêà êà÷åñòâà ìîäåëè, îáó÷åííîé ïî ðåãðåññèîííîìó àëãîðèòìó Lasso

Ðèñ. 2. Îöåíêà êà÷åñòâà ìîäåëè, îáó÷åííîé ïî ðåãðåññèîííîìó àëãîðèòìó Ridge
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Ðèñ. 3. Îöåíêà êà÷åñòâà ìîäåëè, îáó÷åííîé ïî ðåãðåññèîííîìó àëãîðèòìó Random forest

Èç âûáðàííûõ ðåãðåññèîííûõ àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçàë
àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî ëåñà. Ïîñëå ïðîâåðêè íà òåñòîâûõ äàííûõ ïîëó÷åíà ìîäåëü ñî ñëåäóþùèì
êðèòåðèÿìè R2 = 0, 83 è RSS = 7932, 55.
Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ìîæåò ïðåäñêàçûâàòü ñîäåðæàíèå êðåìíåç¼ìà â èòîãîâîì êîíöåíòðàòå ñ

ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ áåç ïðîâåäåíèÿ ëàáîðàòîðíûõ èñïûòàíèé.
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Àííîòàöèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äèíàìè÷åñêîé òèïèçàöèåé àêòèâíî

ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ñîçäàíèè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè. Îäíèì èç

îñíîâíûõ äîñòîèíñòâ òàêèõ ÿçûêîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íå çàäàâàòü òèïû ïåðåìåííûì, ÷òî

ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ïðîöåññ ðàçðàáîòêè è óïðîñòèòü íàïèñàíèå êîäà. Îäíàêî, ïî ñðàâíåíèþ ñî

ñòàòè÷åñêè òèïèçèðîâàííûìè ÿçûêàìè, äèíàìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê ñíèæåíèþ íà-

äåæíîñòè è êà÷åñòâà ïðîãðàìì. Ïîýòîìó âàæíî ïðèìåíÿòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû è èíñòðóìåíòû

äëÿ ñíèæåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ íåïðàâèëüíûì èñïîëüçîâàíèåì òèïîâ äàííûõ.

Äëÿ íåêîòîðûõ äèíàìè÷åñêè òèïèçèðîâàííûõ ÿçûêîâ, òàêèõ êàê Haskell, OCaml, Standard ML,

JavaScript è Python, óæå ðàçðàáîòàíû èíñòðóìåíòû äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè òèïîâ. Îäíàêî

íà äàííûé ìîìåíò äëÿ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿ íå ñóùåñòâóåò ìåõàíèçìà,

êîòîðûé áû ýôôåêòèâíî âûÿâëÿë îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ íåñîîòâåòñòâèåì òèïîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà òèïîâ, äèíàìè÷åñêàÿ òèïèçàöèÿ, ñèñòåìà òèïîâ,

1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå, äåðåâî òèïîâ êîíôèãóðàöèè, ìåõàíèçì ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

AMS Subject Classi�cation: 68N15, 68-04

1. Ýòàïû ðåàëèçàöèè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Â ðàìêàõ ðàáîòû ïî äàííîé òåìå îïèñû-
âàåòñÿ ïðîöåññ ñîçäàíèÿ ìåõàíèçìà ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿. Ïðîöåññ âêëþ÷àåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:

1) Àíàëèç ïðåäìåòíîé îáëàñòè è ðàññìîòðåíèå ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè
òèïîâ.

2) Îïðåäåëåíèå âèäîâ òèïîâ â êîíôèãóðàöèÿõ, ðàçðàáîòàííûõ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿.

3) Ðàçðàáîòêà ôîðìàòà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ òèïîâ, èñïîëüçóþùèõñÿ â êîíôèãóðàöèÿõ
¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèÿ¿.

4) Ðåàëèçàöèÿ ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà êîäà ìîäóëåé êîíôèãóðàöèé 1Ñ.
5) Òåñòèðîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî ìåõàíèçìà ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ.

2. Ðåçóëüòàòû ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïðåä-
ñòàâëåíû â ðÿäå ïóáëèêàöèé. Â [1] èçëîæåíû âûâîäû ïî àíàëèçó ñèñòåìû òèïîâ â
¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿. Â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè ìåõàíèçìà ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè áûë ñîçäàí ôîðìàò
ïîä íàçâàíèåì ¾Äåðåâî òèïîâ êîíôèãóðàöèè¿ (ÄÒÊ), êîòîðûé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îïèñàíèÿ îáúåê-
òîâ êîíôèãóðàöèè è òèïîâ, îïðåäåë¼ííûõ â ïëàòôîðìå. Òàêîå íàçâàíèå âûáðàíî, ïîñêîëüêó êàæ-
äûé îáúåêò êîíôèãóðàöèè íàñëåäóåò ôóíêöèîíàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
òèïîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â ñèñòåìå ¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ôàéë â ôîðìàòå ÄÒÊ
ìîæåò áûòü ñãåíåðèðîâàí äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè íà äàííîé ïëàòôîðìå.
Äëÿ ðåàëèçàöèè ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ òèïîâ áûëî íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ïðî-

ãðàììíûé êîä êîíôèãóðàöèè â âèäå àáñòðàêòíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî äåðåâà (AST) [5]. Íà îñíîâå
äàííûõ î òèïàõ ¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿ è ñòðóêòóðû ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, îïèñàííîãî â [2] ñ
èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàììû êëàññîâ, áûëè ðàçðàáîòàíû ïðàâèëà äëÿ âûÿâëåíèÿ íåñîîòâåòñòâèÿ

Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Èðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà äëÿ ìî-

ëîäûõ ó÷åíûõ � 091-24-302 <Òåñòèðîâàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ è àïðîáàöèÿ

ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ¿.

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024



ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ ÄËß ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÒÈÏÎÂ 191

òèïîâ â èñõîäíîì êîäå êîíôèãóðàöèé íà ïëàòôîðìå ¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿. Â [3] áûëè îïðåäåëåíû
ïðàâèëà ïðîâåðêè òèïîâ äëÿ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ áèíàðíûå îïåðàöèè. Äàëåå ðàçðàáàòûâà-
ëèñü ïðàâèëà äëÿ ïðîâåðêè ïðèñâîåíèÿ òèïîâ ïåðåìåííûì, îïðåäåëåíèÿ êîíñòðóêòîðîâ îáúåêòîâ,
êîððåêòíîñòè îáðàùåíèÿ ê ñâîéñòâàì îáúåêòà è äðóãèõ àñïåêòîâ. Ïîðÿäîê ïðîâåðêè êàæäîé òà-
êîé ñòðóêòóðû äàííûõ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ ¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿ ïîäðîáíî îïèñàí â [2, 4].
Äëÿ ïîëíîöåííîãî ïðèìåíåíèÿ ìåõàíèçìà ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ â ïðîöåññå ðàçðà-

áîòêè êîíôèãóðàöèé ¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèÿ¿ âåä¼òñÿ ðàáîòà ïî ñîçäàíèþ ïëàãèíà äëÿ ñðåäû ðàç-
ðàáîòêè Eclipse. Òàêæå ïëàíèðîâàëîñü âíåäðèòü ðàçðàáîòàííûé ìåõàíèçì â êîíôèãóðàòîð
¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèÿ¿, íî â íàñòîÿùèé ìîìåíò òàêàÿ âîçìîæíîñòü íå ïðåäîñòàâëÿåòñÿ èç-çà çàêðû-
òîãî äîñòóïà ê ÿäðó 1Ñ.
Ñî ñðåäîé ðàçðàáîòêè Ecpilse èíòåãðàöèÿ âîçìîæíà â âèäå ïëàãèíà, íî äëÿ ýòîãî ïîòðåáîâà-

ëîñü àäàïòèðîâàòü ìåõàíèçì ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè ïîñðåäñòâîì ïåðåíîñà åãî ðåàëèçàöèè íà ÿçûê
ïðîãðàììèðîâàíèÿ Java. Äëÿ òàêîé çàäà÷è ïîòðåáîâàëîñü âûáðàòü èíñòðóìåíòû ðàçðàáîòêè, êî-
òîðûå àíàëîãè÷íû èíñòðóìåíòàì, ïðèìåíÿþùèìñÿ â ÿçûêå C++ äëÿ ðåàëèçàöèè ìåõàíèçìà ñòà-
òè÷åñêîé ïðîâåðêè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëåêñè÷åñêîãî àíàëèçà âûáðàí JFlex, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì Flex äëÿ C++. Â êà÷åñòâå ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà âûáðàí CUP, êîòîðûé õîðîøî
ñîâìåñòèì ñ JFlex.
Íà òåêóùèé ìîìåíò óäàëîñü ñîçäàòü òåñòîâóþ âåðñèþ ïëàãèíà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü

÷àñòü êîíñòðóêöèé ÿçûêà òàêèõ, êàê óñëîâíûå îïåðàòîðû, áèíàðíûå îïåðàöèè è ñâîéñòâà îáúåêòà.
Äàëåå òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ïðîâåðêó êîððåêòíîñòè öèêëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, à òàêæå ïà-

ðàìåòðîâ è âîçâðàùàåìûõ çíà÷åíèé ìåòîäîâ êîíôèãóðàöèé ¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèÿ¿.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðîåêòà. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû íàä ïëàãèíîì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Îæèäàåìûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ýôôåêòèâíî-
ñòè è íàä¼æíîñòè ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ â óñëîâèÿõ ïðîìûøëåí-
íîé ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì ¾1Ñ:Ïðåäïðèÿòèå¿. Ýòà îöåíêà ïîçâîëèò îöåíèòü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
è òî÷íîñòü ìåòîäîâ ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ â ðåàëüíûõ ñöåíàðèÿõ, à òàêæå èäåíòèôèöè-
ðîâàòü ïîòåíöèàëüíûå îáëàñòè äëÿ óëó÷øåíèÿ. Òàêæå ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ àïðîáàöèÿ
ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ïðåäîñòàâèò öåííûå âûâîäû îá ýôôåêòèâíîñòè ñòàòè÷åñêîé ïðîâåðêè òèïîâ â
ïðîöåññå óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ è ñîêðàùåíèè âðåìåíè ðàçðàáîòêè ïðî-
ãðàìì íà ïëàòôîðìå ¾1C:Ïðåäïðèÿòèå¿.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîäû ê ðåàëèçàöèè ìîáèëüíûõ ðàáî÷èõ ìåñò äëÿ ïîääåðæêè

îòðàñëåâûõ ðåøåíèé íà ïëàòôîðìå ¾1C: Ïðåäïðèÿòèå¿, ïåðå÷èñëÿåòñÿ ðÿä îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå

ìîãóò âîçíèêíóòü ïðè ðåàëèçàöèè ïðèëîæåíèÿ íà ìîáèëüíîé ïëàòôîðìå, òàêèå êàê ðàçëè÷èå

ñòðóêòóð îñíîâíîé è ìîáèëüíîé êîíôèãóðàöèè, áîëüøîé îáúåì ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ, ðàáîòà â

îôëàéí-ðåæèìå, ïîääåðæêà ðàçëè÷íûõ âåðñèé ìîáèëüíîé êîíôèãóðàöèè. Ïðåäëàãàþòñÿ ðåøåíèÿ

äàííûõ âîïðîñîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîáèëüíîå ïðèëîæåíèå, ìîáèëüíàÿ ïëàòôîðìà, îáìåí äàííûìè.

AMS Subject Classi�cation: 68U35

1. Ââåäåíèå. Ïëàòôîðìà ¾1Ñ: Ïðåäïðèÿòèå¿ ÿâëÿåòñÿ åäèíîé òåõíîëîãè÷åñêîé ñðåäîé, ïî-
ñðåäñòâîì êîòîðîé ðàçðàáàòûâàþòñÿ ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû äëÿ ðàçëè÷íûõ áèçíåñ-îáëàñòåé.
Îäíèì èç íàïðàâëåíèé ðàçðàáîòêè ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæêà îòðàñëåâûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ ìîáèëü-
íûõ ðàáî÷èõ ìåñò ïîëüçîâàòåëåé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íà óñòðîéñòâàõ ïîä
óïðàâëåíèåì îïåðàöèîííûõ ñèñòåì Android, iOS, Microsoft Windows [2].
Äëÿ îðãàíèçàöèè äîñòóïà ê äàííûì èíôîðìàöèîííîé áàçû ¾1Ñ¿ íà ìîáèëüíûõ óñòðîéñòâàõ

èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, ðàññìîòðèì èõ îñîáåííîñòè è îãðàíè÷åíèÿ.
1. Ìîáèëüíûé êëèåíò ÿâëÿåòñÿ êëèåíòñêèì ïðèëîæåíèåì äëÿ îäíîé èç ïîääåðæèâàåìûõ îïå-

ðàöèîííûõ ñèñòåì. Ïî ñóòè, òàêîå ïðèëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òîíêîãî êëèåíòà ïëàòôîðìû
¾1Ñ¿, êîòîðûé èñïîëüçóåò âåá-ñåðâåð äëÿ îðãàíèçàöèè äîñòóïà ê èíôîðìàöèîííîé áàçå. Äîñòî-
èíñòâîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ðåàëèçàöèè ìîáèëüíîé âåðñèè äëÿ êîíêðåòíîãî ïðè-
êëàäíîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê ðàçðàáîòêà ñâîäèòñÿ ê àäàïòàöèè èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè ñ ó÷åòîì
îãðàíè÷åíèé ìîáèëüíîãî óñòðîéñòâà. Âìåñòå ñ òåì ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëüçîâàòåëüñêèå ôîð-
ìû ïðèêëàäíîãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè è íåïðèãîäíûìè äëÿ àâòîìàòè÷å-
ñêîé àäàïòàöèè ïîä ìîáèëüíîå óñòðîéñòâî, â òàêîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî áóäåò âûïîëíèòü ðó÷íóþ
íàñòðîéêó òàêèõ ôîðì. Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ðàáîòû ìîáèëüíîãî êëèåíòà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìîñòü ïîñòîÿííîãî ïîäêëþ÷åíèÿ ê ñåðâåðó èíôîðìàöèîííîé áàçû îðãàíèçàöèè. Äàííûé àñïåêò
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ êðèòè÷åñêèì â ñëó÷àå íåâîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñåòè èíòåðíåò ââèäó îãðà-
íè÷åíèé èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè.
2. Ìîáèëüíîå ïðèëîæåíèå � ïðèëîæåíèå íà ìîáèëüíîé ïëàòôîðìå ¾1Ñ¿, èñïîëüçóåò àðõèòåê-

òóðó òîíêîãî êëèåíòà, ðàáîòàþùåãî ñ ôàéëîâûì âàðèàíòîì èíôîðìàöèîííîé áàçû, êîòîðàÿ íà-
õîäèòñÿ íà òîì æå ìîáèëüíîì óñòðîéñòâå. Ïðèëîæåíèÿ íà ìîáèëüíîé ïëàòôîðìå ìîãóò ôóíêöèî-
íèðîâàòü â îôëàéí-ðåæèìå, íî äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îñíîâíîé ñèñòåìîé íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü
ìåõàíèçìû îáìåíà äàííûìè. Ñêîðîñòü ðàçðàáîòêè òàêèõ ðåøåíèé íèæå, ÷åì ðàçðàáîòêà ìîáèëü-
íîãî êëèåíòà, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ðàçðàáîòêà âåäåòñÿ íà ñïåöèàëüíîé âåðñèè ïëàòôîðìû,
ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ðàáîòû íà ìîáèëüíîì óñòðîéñòâå ïîä óïðàâëåíèåì îäíîé èç ïîääåðæèâàå-
ìûõ ìîáèëüíûõ îïåðàöèîííûõ ñèñòåì, è ñâîäèòñÿ ê ðåàëèçàöèè îòäåëüíîãî ðåøåíèÿ.
Äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèêëàäíûõ ðåøåíèé ïåðâûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì, ïîñêîëü-

êó ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëþ âçàèìîäåéñòâîâàòü ñî âñåé èíôîðìàöèîííîé áàçîé. Âìåñòå ñ òåì ïðè
ðåøåíèè ñëîæíûõ çàäà÷ íà ìîáèëüíîì óñòðîéñòâå è ïðè îòñóòñòâèè ïîñòîÿííîãî ïîäêëþ÷åíèÿ

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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ê ñåðâåðó èíôîðìàöèîííîé áàçû èñïîëüçîâàíèå ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áåçàëüòåðíà-
òèâíûì âàðèàíòîì, ÷òî ïîäâîäèò ðàçðàáîò÷èêà ê ðåøåíèþ íàáîðà èíôðàñòðóêòóðíûõ çàäà÷. Â
ñïåöèàëèçèðîâàííîé ëèòåðàòóðå [1,2] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû ðàçðàáîòêè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ
ñëó÷àåâ, â êîòîðûõ íå ó÷èòûâàåòñÿ ðÿä îãðàíè÷åíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåàëèçàöèè ñëîæíûõ ïðî-
ãðàìì.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ïðè
ðàçðàáîòêå ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïîëüçîâàòåëüñêèõ ñöåíàðèåâ.

2.1. Ðàçëè÷èå ñòðóêòóð êîíôèãóðàöèé. Ïðè ôîðìèðîâàíèè öåëîñòíîãî ïàêåòà ñòðóêòóðà ïðè-
êëàäíûõ îáúåêòîâ îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè è êîíôèãóðàöèè ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ ìîãóò ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷àòüñÿ. Íàïðèìåð, ññûëêè, íåçíà÷èìûå äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ,
ìîãóò çàìåíÿòüñÿ íà èõ òåêñòîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà êîíôèãóðàöèè ìî-
áèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè ïðèêëàäíîãî ðåøåíèÿ,
÷òî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àâòîìàòè÷åñêîãî îáìåíà äàííûìè.

2.2. Îáúåì ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé âçàèìîäåéñòâèÿ èíôîðìàöèîííîé áàçû
è ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îáìåíà äàííûìè. Â îñíîâíîé èíôîðìàöèîííîé áàçå
ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ áîëüøîé îáúåì ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ. Íàïðèìåð, â èíôîðìàöèîííîé áàçå
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äåñÿòêè òûñÿ÷ ïîçèöèé íîìåíêëàòóðû, ïðè ýòîì ðàçíûå ïîëüçîâàòåëè ðà-
áîòàþò ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè ïîçèöèé, îòðàæàþùèõ ñôåðó ðåøàåìûõ èìè çàäà÷. Ñëåäñòâèåì
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïëàòôîðìîé ïëàíà îáìåíà ñ àâòî-
ìàòè÷åñêîé ðåãèñòðàöèåé.

2.3. Ðàáîòà â îôëàéí-ðåæèìå. Ìîáèëüíîå ïðèëîæåíèå äîëæíî êîððåêòíî ðàáîòàòü ïðè îòñóò-
ñòâèè ïîäêëþ÷åíèÿ ê ñåðâåðó èíôîðìàöèîííîé áàçû, ñëåäñòâèåì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
ôîðìèðîâàíèÿ öåëîñòíîãî ïàêåòà äàííûõ èç èñõîäíîé èíôîðìàöèîííîé áàçû.

2.4. Ïîääåðæêà ðàçëè÷íûõ âåðñèé ìîáèëüíîé êîíôèãóðàöèè. Îñîáåííîñòüþ ñîâðåìåííûõ ïðè-
ëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ èõ ïîñòîÿííàÿ ìîäèôèêàöèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè áèçíåñà, çàêî-
íîäàòåëüñòâà, íîðìàòèâíûõ àêòîâ è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, âñòàåò âîïðîñ îá óäîáíîé ïîääåðæêå
âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïðèêëàäíûõ ðåøåíèé (îñíîâíîãî è ìîáèëüíîãî) â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîãî èç-
ìåíåíèÿ êîíôèãóðàöèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî îáåñïå÷åíèå ïîääåðæêè ðàçëè÷íûõ âåðñèé
ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ îäíîé âåðñèåé îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè.

3. Ïðåäëàãàåìûå ðåøåíèÿ. Îáùàÿ ñõåìà ïðåäëàãàåìûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

3.1. Ðàçëè÷èå ñòðóêòóð êîíôèãóðàöèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíîãî ïàêåòà îáìåíà äàííûìè
ïðåäëàãàåòñÿ â îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè õðàíèòü XML-îïèñàíèå äëÿ ñîçäàíèÿ ôàáðèêè XDTO [4].
Òàêàÿ ôàáðèêà ïîçâîëÿåò ðàçðàáîò÷èêó îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè ôîðìèðîâàòü JSON-ïàêåòû îá-
ìåíà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóêòóðîé êîíôèãóðàöèè ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ. Íà ñòîðîíå ìîáèëüíî-
ãî ïðèëîæåíèÿ òàêèå JSON-ïàêåòû äåñåðèàëèçóþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò
âðåìÿ ïðèåìà äàííûõ. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ìîáèëüíîå ïðèëîæåíèå ïðè îòïðàâêå äàííûõ â îñíîâ-
íóþ èíôîðìàöèîííóþ áàçó ôîðìèðóåò ïàêåò îáìåíà òîëüêî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîåé ñòðóêòóðîé.

3.2. Îáúåì ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ. Íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü îïèñàíèå ëîãèêè, êîòîðàÿ ïîçâî-
ëèò ýôôåêòèâíî ïî âðåìåíè ðåãèñòðèðîâàòü äàííûå äëÿ îáìåíà, íå çàìåäëÿÿ ïðè ýòîì îñíîâ-
íûå áèçíåñ-ïðîöåññû ïîëüçîâàòåëåé. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è òåõíîëîãè÷åñêîé ïëàòôîðìîé
¾1Ñ: Ïðåäïðèÿòèå¿ ïðåäóñìîòðåí óíèâåðñàëüíûé ìåõàíèçì îáìåíà äàííûìè � ïëàí îáìåíà [3],
ôîðìàòû îáìåíà äàííûõ îñíîâàíû íà XML, à ýëåìåíòàìè îáìåíà ÿâëÿþòñÿ óçëû îáìåíà. Òåõíî-
ëîãè÷åñêàÿ ïëàòôîðìà ïðåäóñìàòðèâàåò äâà ñïîñîáà ðåãèñòðàöèè èçìåíåíèé ïðèêëàäíûõ îáúåê-
òîâ êîíôèãóðàöèè:

1) àâòîìàòè÷åñêàÿ ðåãèñòðàöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè èëè óäàëåíèè ïðè-
êëàäíîãî îáúåêòà èíôîðìàöèîííîé áàçû îïðåäåëåííîãî òèïà;
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interaction

Сервер информационной базы Мобильное приложение

: Пользователь ИБ : Пользователь МП: Регламентное задание

Передача структуры конфигурации

Возврат первого пакета данных

Проведение документа

Регистрация объектов
во внутреннем
хранилище

Обработка объектов обмена

Регистрация объектов
по узлам мобильных

приложений

Запрос изменений

Возврат пакета обмена

Проведение документа

Регистрация
объектов в плане

обмена

Отправка изменений

Применение
изменений

Регистрация объектов
по узлам мобильных

приложений

Возврат пакета обмена

Ðèñ. 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáìåíà äàííûìè ìåæäó ñåðâåðîì èíôîðìàöèîííîé
áàçû (ÈÁ) è ìîáèëüíûì ïðèëîæåíèåì (ÌÏ)

2) ïðèíóäèòåëüíàÿ ðåãèñòðàöèÿ � ðåøåíèå î ðåãèñòðàöèè îáúåêòà èíôîðìàöèîííîé áàçû ïðè-
íèìàåòñÿ ðàçðàáîò÷èêîì íà îñíîâàíèè êîíòåêñòà äàííûõ è çàäà÷àìè, ðåøàåìûìè ïîëüçî-
âàòåëåì êîíêðåòíîãî ìîáèëüíîãî óñòðîéñòâà.

Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ðåãèñòðàöèè äàííûõ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëü-
íûå ðåñóðñû, ïîýòîìó â ìîìåíò âûïîëíåíèÿ òðàíçàêöèè âñå îáúåêòû, ïîòåíöèàëüíî ïîäëåæàùèå
ðåãèñòðàöèè, çàïèñûâàþòñÿ â ñïåöèàëüíîå õðàíèëèùå (ðåãèñòð ñâåäåíèé). Òàêîå ðåøåíèå ïðè
èñïîëüçîâàíèè ìîáèëüíûõ ïðèëîæåíèé ïîçâîëÿåò íå óâåëè÷èâàòü íàãðóçêó íà ÑÓÁÄ ïðè âûïîë-
íåíèè êðèòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïîëüçîâàòåëÿ, íàïðèìåð, ïðîâåäåíèå äîêóìåíòà. Äàëåå ñ ïîìîùüþ
ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ðåãëàìåíòíîãî çàäàíèÿ [6] ïðîâåðÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðåãèñòðàöèè òîãî èëè
èíîãî îáúåêòà â ìîáèëüíîì ïðèëîæåíèè êîíêðåòíîãî ïîëüçîâàòåëÿ. ×àñòîòó âûïîëíåíèÿ òàêîãî
çàäàíèÿ íàñòðàèâàåò àäìèíèñòðàòîð, èñõîäÿ èç íàãðóçêè ñåðâåðà.

3.3. Ðàáîòà â îôëàéí-ðåæèìå. Ïðè ðåàëèçàöèè ôîðìèðîâàíèÿ ïàêåòà îáìåíà äàííûìè íåîá-
õîäèìî ñîçäàòü íàèáîëåå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè ñ ó÷åòîì êàê ññûëî÷-
íîé ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè èíôîðìàöèîííîé áàçû, òàê è ñòðóêòóðîé êîíôèãóðàöèè ìîáèëüíîãî
ïðèëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ïðîöåññû óïàêîâêè, ïåðåäà÷è è ðàñïàêîâêè äàííûõ
íåîáõîäèìî îïòèìèçèðîâàòü ïî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ. Íàèáîëåå êðèòè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ
ðàñïàêîâêè, òàê êàê îí âûïîëíÿåòñÿ íà ìîáèëüíîì óñòðîéñòâå, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîòîðîãî ñó-
ùåñòâåííî óñòóïàåò ñåðâåðó.
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Ïðåäëàãàåìûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå JSON-ïàêåòîâ äàííûõ, êîòîðûå çàòåì ïîìå-
ùàþòñÿ âî âñòðîåííûé òèï ïëàòôîðìû ¾ÕðàíèëèøåÇíà÷åíèÿ¿ ñ ìàêñèìàëüíûì ïîêàçàòåëåì ñòå-
ïåíè ñæàòèÿ ïðèìåíÿåìîãî àëãîðèòìà ñæàòèÿ áåç ïîòåðü De�ate. Ïîëó÷åííûå äâîè÷íûå äàííûå
îáîðà÷èâàþòñÿ â ôîðìàò XML è ïåðåäàþòñÿ â ïëàí îáìåíà, ÷òî îáóñëîâëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ
îòñëåæèâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ. Îáìåí îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì
HTTP-ñåðâèñà [5].

3.4. Ïîääåðæêà ðàçëè÷íûõ âåðñèé ìîáèëüíîé êîíôèãóðàöèè. Äëÿ ðåàëèçàöèè ïîääåðæêè ðàç-
íûõ âåðñèé ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíÿòü ïåðåäà÷ó ñòðóêòóðû ìîáèëüíîãî
ïðèëîæåíèÿ ïî òðåáîâàíèþ ñåðâåðà ïðè ïåðâîì ïîäêëþ÷åíèè ïðèëîæåíèÿ. Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ
âîçìîæíà, òàê êàê ïðè ôîðìèðîâàíèè ïàêåòà äàííûõ ñåðâåð îðèåíòèðóåòñÿ íà ñòðóêòóðó ìî-
áèëüíîé êîíôèãóðàöèè êîíêðåòíîãî óñòðîéñòâà.
Ïðåäëîæåííûå ïîäõîäû áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ äëÿ îò-

ðàñëåâîãî ðåøåíèÿ íà ïëàòôîðìå ¾1C: Ïðåäïðèÿòèå¿. Ïðè ïåðâîì ïîäêëþ÷åíèè ìîáèëüíîãî
ïðèëîæåíèÿ ê ñåðâåðó èíôîðìàöèîííîé áàçû óäàëîñü äîáèòüñÿ ïåðåäà÷è îêîëî 2000 îáúåêòîâ
èíôîðìàöèîííîé áàçû ìåíåå ÷åì çà 30 ñ. Êðîìå òîãî íàáîð òåñòîâûõ äàííûõ ïåðâîãî ïàêåòà
âêëþ÷àë 20% çàïèñåé ðåãèñòðà ñâåäåíèé, ñîäåðæàùåãî ïå÷àòíûå ôîðìû äîêóìåíòîâ (ôàêòè÷å-
ñêè, ýòî ïîäãîòîâëåííûå íà ñòîðîíå ñåðâåðà îò÷åòû äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ ìîáèëüíîãî ïðèëîæåíèÿ).
Ïðè âûðàáîòêå ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå ðåøåíèÿ îáìåíà äàííûìè ÷å-

ðåç ñòàíäàðòíûé èíòåðôåéñ OData è ÷åðåç âåá-ñåðâèñû. Îíè áûëè ðåàëèçîâàíû â âèäå òåñòîâûõ
ðåøåíèé, íî ïîêàçàëè áîëåå íèçêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü è ñêîðîñòü ðàáîòû.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû îïòèìèçàöèè ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ êâàí-

òîâàíèå, äèñòèëëÿöèþ çíàíèé è àâòîìàòèçèðîâàííûé ïîèñê àðõèòåêòóð. Àíàëèçèðóþòñÿ ñïîñîáû

óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò è ïàìÿòè, ïîâûøåíèå ýôôåêòèâíîñòè ìîäåëåé ïðè îãðàíè-

÷åííûõ ðåñóðñàõ è îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè Softmax â ýòèõ ìåòîäàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñòèëëÿöèÿ, êâàíòîâàíèå, ãëóáîêîå îáó÷åíèå, ñâ¼ðòî÷íûå íåéðîííûå ñåòè,

ðåêóððåíòíûå íåéðîííûå ñåòè.

AMS Subject Classi�cation: 90C30

1. Ââåäåíèå. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ, òàêèå êàê êâàí-
òîâàíèå, äèñòèëëÿöèÿ è àâòîìàòèçèðîâàííûé ïîèñê àðõèòåêòóð (NAS), èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü
â àäàïòàöèè ìîäåëåé äëÿ óñòðîéñòâ ñ îãðàíè÷åííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ðåñóðñàìè. Ýòè ìåòîäû
ïîìîãàþò óìåíüøèòü îáúåì çàíèìàåìîé ïàìÿòè, ñíèçèòü ýíåðãîïîòðåáëåíèå è ñîõðàíèòü âû-
ñîêóþ òî÷íîñòü ïðåäñêàçàíèé. Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì êëþ÷åâûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè:
êâàíòîâàíèå, äèñòèëëÿöèþ (âêëþ÷àÿ òðèïëåòíóþ äèñòèëëÿöèþ) è ìåòîäû NAS. Îñîáîå âíèìà-
íèå áóäåò óäåëåíî ôóíêöèè Softmax, âêëþ÷àÿ ïðèìåðû âû÷èñëåíèé è å¼ ïðèìåíåíèå â êîíòåêñòå
ýòèõ ìåòîäîâ.

2. Êâàíòîâàíèå. Êâàíòîâàíèå � ýòî ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, òàêèõ êàê
âåñà è àêòèâàöèè, èç ÷èñåë ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ (íàïðèìåð, 32-áèòíûõ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé)
â ÷èñëà ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ (íàïðèìåð, 8-áèòíûå öåëûå ÷èñëà). Ýòî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî
ñîêðàòèòü îáúåì ïàìÿòè è óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ áåç çíà÷èòåëüíîé ïîòåðè òî÷íîñòè [5] .
Ôîðìóëà êâàíòîâàíèÿ âåñîâ

ŵ = round
(w
s

)
× s (1)

ãäå w � èñõîäíîå çíà÷åíèå âåñà, s � ìàñøòàáèðóþùèé êîýôôèöèåíò, à ŵ � êâàíòîâàííîå
çíà÷åíèå âåñà.
Ïðèìåð Åñëè s = 0.5 è w = 1.3, òî ïîñëå êâàíòîâàíèÿ:

ŵ = round

(
1.3

0.5

)
× 0.5 = round(2.6)× 0.5 = 3× 0.5 = 1.5 (2)

Ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ âåñîâ, íî çíà÷èòåëüíî ñíèæàåò âû÷èñ-
ëèòåëüíûå çàòðàòû.

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ðåãèîíàëüíîìó îòäåëåíèþ Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ èííîâàöèÿì â ëèöå äèðåêòîðà À. Â.

Ñåðãèåíêî.
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3. Äèñòèëëÿöèÿ. Äèñòèëëÿöèÿ çíàíèé (Knowledge Distillation) � ýòî ìåòîä, ïðè êîòîðîì
íåáîëüøàÿ ìîäåëü (¾ñòóäåíò¿) îáó÷àåòñÿ íà îñíîâå ïðåäñêàçàíèé áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè (¾ó÷èòå-
ëÿ¿). Âìåñòî áèíàðíûõ ìåòîê èñïîëüçóåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñêàçàíèé ó÷èòåëÿ,
÷òî ïîçâîëÿåò ñòóäåíòó ëó÷øå óëàâëèâàòü ñëîæíûå çàâèñèìîñòè â äàííûõ [1].
Ôîðìóëà ôóíêöèè ïîòåðü äëÿ äèñòèëëÿöèè

Ldistill = α ·H(y, σ(zs)) + (1− α) ·H(σ(zt/T ), σ(zs/T )) (3)

ãäå H � ôóíêöèÿ êðîññ-ýíòðîïèè, σ � ôóíêöèÿ Softmax, T � òåìïåðàòóðà (temperature),
ðåãóëèðóþùàÿ ñãëàæèâàíèå âåðîÿòíîñòåé, à α � êîýôôèöèåíò, ðåãóëèðóþùèé âåñ îáû÷íîé è
äèñòèëëÿöèîííîé ïîòåðü. Ïðèìåð
Ïóñòü ëîãèòû ó÷èòåëÿ ðàâíû zt = {3.0, 1.0,−1.0}, à ëîãèòû ñòóäåíòà zs = {2.0, 0.5, 0.0}. Ïðè

òåìïåðàòóðå T = 2 ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âû÷èñëÿåòñÿ êàê:

σ(zt/T ) =

{
e3.0/2

e3.0/2 + e1.0/2 + e−1.0/2
,

e1.0/2

e3.0/2 + e1.0/2 + e−1.0/2
,

e−1.0/2

e3.0/2 + e1.0/2 + e−1.0/2

}
≈ {0.62, 0.26, 0.12}

(4)

Ýòè âåðîÿòíîñòè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáó÷åíèÿ ñòóäåíòà, ïîçâîëÿÿ åìó ëó÷øå âîñïðîèçâîäèòü
ïðåäñêàçàíèÿ ó÷èòåëÿ [2].
Òðèïëåòíàÿ äèñòèëëÿöèÿ

Òðèïëåòíàÿ äèñòèëëÿöèÿ óëó÷øàåò ñòàíäàðòíóþ äèñòèëëÿöèþ, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûå
ñâåäåíèÿ î ðàçëè÷èÿõ ìåæäó êëàññàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü îáó÷åíèå ñòóäåíòà.

4. Ïîèñê àðõèòåêòóð. Ïîèñê àðõèòåêòóð (Neural Architecture Search, NAS) � ýòî ìåòîä àâòî-
ìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé. Îí âêëþ÷àåò îïòèìèçàöèþ ñòðóêòóðû ñåòè
ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåé àðõèòåêòóðû äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé ïî
âû÷èñëèòåëüíûì ðåñóðñàì è ýíåðãîïîòðåáëåíèþ.
Ôîðìóëà çàäà÷è îïòèìèçàöèè

A∗ = argmin
A
{Lval(A) + λ · Cost(A)} (5)

ãäåA� àðõèòåêòóðà, Lval �ôóíêöèÿ ïîòåðü íà âàëèäàöèîííîì íàáîðå, Cost � âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñòîèìîñòü àðõèòåêòóðû, à λ � êîýôôèöèåíò, ðåãóëèðóþùèé âåñ âû÷èñëèòåëüíîé ñòîèìîñòè [4].

5. Softmax: Ïðèìåðû è âû÷èñëåíèÿ. Ôóíêöèÿ Softmax ïðåîáðàçóåò ëîãèòû ìîäåëè â âå-
ðîÿòíîñòè, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè ê ðàçëè÷íûì êëàññàì .
Ôîðìóëà Softmax

σ(zi) =
ezi∑n
j=1 e

zj
(6)

Ïðèìåð 1

Äëÿ ëîãèòîâ z = {2.0, 1.0, 0.1}:

σ(z1) =
e2.0

e2.0 + e1.0 + e0.1
≈ 7.39

7.39 + 2.72 + 1.11
≈ 0.659 (7)

σ(z2) ≈
2.72

7.39 + 2.72 + 1.11
≈ 0.242 (8)

σ(z3) ≈
1.11

7.39 + 2.72 + 1.11
≈ 0.099 (9)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü ïðåäñêàçûâàåò âåðîÿòíîñòü 65.9% äëÿ ïåðâîãî êëàññà, 24.2% äëÿ âòîðîãî
è 9.9% äëÿ òðåòüåãî [3].
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Ïðèìåð 2 Ïðè òåìïåðàòóðå T = 2.0:

σ(z1/T ) =
e2.0/2

e2.0/2 + e1.0/2 + e0.1/2
≈ 2.72

2.72 + 1.65 + 1.05
≈ 0.502 (10)

σ(z2/T ) ≈ 0.304 (11)

σ(z3/T ) ≈ 0.194 (12)

Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñòàíîâèòñÿ áîëåå ðàâíîìåðíûì [2].

6. Çàêëþ÷åíèå. Êâàíòîâàíèå, äèñòèëëÿöèÿ è àâòîìàòèçèðîâàííûé ïîèñê àðõèòåêòóð (NAS)
ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ, îñîáåííî â óñëîâèÿõ
îãðàíè÷åííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ýòè ïîäõîäû ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ðàçìåð
è ñëîæíîñòü ìîäåëåé, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì âûñîêóþ òî÷íîñòü. Ôóíêöèÿ Softmax èãðàåò âàæíóþ
ðîëü â èíòåðïðåòàöèè ïðåäñêàçàíèé ìîäåëè, è å¼ ïðàâèëüíîå èñïîëüçîâàíèå, âêëþ÷àÿ òåìïåðà-
òóðíîå ìàñøòàáèðîâàíèå, ìîæåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ è ïðåäñêàçàíèé.
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Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêå àëãîðèò-
ìà óïðàâëåíèÿ áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ (ÁÏËÀ), îñíàùåííûõ âèäåîêàìåðîé, îáåñïå-
÷èâàþùåãî ñáëèæåíèå ñ íåïîäâèæíîé öåëüþ, íàõîäÿùåéñÿ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ïðè ðàçðàáîòêå
àëãîðèòìà ñáëèæåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ äàííûå, ïîëó÷åííûå èç âèäåîêàìåðû. Èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü êîîðäèíàòíî-âðåìåííîé çàâèñèìîñòè äâèæåíèÿ ÁÏËÀ, ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì
ãàðàíòèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ïîëåòîì, îáåñïå÷èâàþùèé ñáëèæåíèå ÁÏËÀ ñ öåëüþ ìåòîäîì ïî-
ãîíè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåñïèëîòíûå ëåòàòåëüíûå àïïàðàòû, óïðàâëåíèå ïîëåòîì, ëèíèÿ âèçèðîâà-
íèÿ, ìåòîä ïîãîíè, óïðàâëåíèå ïî âèäåîèçîáðàæåíèþ.

AMS Subject Classi�cation: 93C05, 93C85, 93C95, 70Q05

1. Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷àþò ïðèìåíåíèÿ ÁÏËÀ â
âîåííûõ öåëÿõ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûì. Âîîáùå îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ÁÏËÀ äîñòàòî÷íî
øèðîêà è íå îãðàíè÷åíà âîåííîé îòðàñëüþ [4,6�8]. Ìíîãîîáðàçèå ñôåð ïðèìåíåíèÿ ïðåäïîëàãàåò
èñïîëüçîâàíèå ðàçíûõ òèïîâ ÁÏËÀ. Êîãäà ñïðîñ íà ÁÏËÀ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ ñòðåìèòåëüíî
ðàñòåò, èçó÷åíèå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ èìè ÿâëÿåòñÿ, íåñîìíåííî, àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì èññëå-
äîâàíèé [1�3, 5�9]. Â ÷àñòíîñòè, âàæíî ðåøèòü çàäà÷è ïîëåòà àâòîíîìíî óïðàâëÿåìûõ ÁÏËÀ.
Äëÿ àâòîíîìíîãî óïðàâëåíèÿ è íàâåäåíèÿ ÁÏËÀ áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ïîëîæåíèå è îðèåíòà-
öèÿ àïïàðàòà â ïðîñòðàíñòâå âî âðåìÿ åãî ïîëåòà [5]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè
àïïàðàòà ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿþòñÿ ñèñòåìû ïîçèöèîíèðîâàíèÿ GPS/ÃËÎÍÀÑÑ. Ïîëåò ÁÏËÀ
ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ àâòîíîìèè. Âàæíûå ïðèêëàäíûå çíà÷åíèÿ èìå-
þò çàäà÷è àâòîíîìíîãî óïðàâëåíèÿ ÁÏËÀ. Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ àâòîíîìíîãî ïîëåòà â ïðîöåññå
ïðîåêòèðîâàíèÿ â ÁÏËÀ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå íà âûïîë-
íåíèå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ â àâòîíîìíîì ðåæèìå óïðàâëåíèÿ, ò.å. áåç ó÷àñòèÿ ÷åëîâåêà. Äëÿ ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, äèíàìèêè ïîëåòà, íàâå-
äåíèÿ, óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è òåîðèè íàáëþäåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå, èñïîëüçóÿ
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü êîîðäèíàòíî-âðåìåííîé çàâèñèìîñòè äâèæåíèÿ ÁÏËÀ, èññëåäóåòñÿ çà-
äà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ ÁÏËÀ, îñíàùåííîé
âèäåîêàìåðîé äëÿ ñáëèæåíèÿ ñ íåïîäâèæíîé öåëüþ, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè.

2. Îá îñíîâíûõ ðåçóëüòàòàõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÁÏËÀ, îñíàùåííûé îðãàíàìè óïðàâëåíèÿ:
òÿãîé äâèãàòåëÿ è àýðîäèíàìè÷åñêèìè ðóëÿìè (óãëû îòêëîíåíèÿ ðóëÿ âûñîòû, ðóëÿ íàïðàâëå-
íèÿ). ÁÏËÀ êàê äèíàìè÷åñêèé îáúåêò óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó. Äëÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ÁÏËÀ íåîáõîäèìî âîçäåéñòâîâàòü íà ñèëû è ìîìåíòû, äåé-
ñòâóþùèå íà ëåòàòåëüíûé àïïàðàò [1�3, 6]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÁÏËÀ îáëàäàåò ñèñòåìîé ïîçè-
öèîíèðîâàíèÿ è îñíàùåí âèäåîêàìåðîé, ò. å. íà ÁÏËÀ ñ ïîìîùüþ ïîäâåñà (ãèìáàëà) çàêðåïëåíà
âèäåîêàìåðà ñ íåêîòîðûì ïîëåì çðåíèÿ (Ðèñ. 1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî â ñèñòåìå îòñ÷åòà íà

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Êîìèòåòà ïî âûñøåìó îáðàçîâàíèþ è íàóêè ÐÀ, â ðàìêàõ èññëåäîâàòåëüñêîãî
ïðîåêòà � 23-2DP-1B001.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ÁÏËÀ è ñèñòåìû êîîðäèíàò.

íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ÁÏËÀ íà çåìëå ðàñïîëîæåí íåïîäâèæíûé îáúåêò, íàçûâàåìûé öåëüþ.
Öåëü íàõîäèòñÿ â ïîëå çðåíèÿ âèäåîêàìåðû. Ðàçìåðàìè öåëè áóäåì ïðåíåáðåãàòü, ïîýòîìó ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî öåëü � òî÷êà. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç pI

obj. Ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò ëèíèÿ âèçèðîâàíèÿ
� ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò Î.
Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå ÁÏËÀ, êîòîðîå íà îñíîâå äàííûõ, ïîëó÷åííûõ èç âèäåîêà-

ìåðû, íàâåäåò ïî ëèíèè âèçèðîâàíèÿ (ïî ëèíèè ïîãîíè) ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ê öåëè. Îòìåòèì,
÷òî ïðè íàâåäåíèè ìåòîäîì ïîãîíè íà êàæäîì øàãå ó ÁÏËÀ äîëæíû ñîâïàäàòü âåêòîð ñêîðîñòè
è íàïðàâëåíèå íà öåëü (ëèíèÿ âèçèðîâàíèÿ).
Â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî íàéòè êîîðäèíàòû öåëè, ò. å. ïåðåâîäèòü

ïîëó÷åííûå äàííûå (êîîðäèíàòû) èç âèäåîêàìåðû â ñèñòåìó îòñ÷åòà êîîðäèíàò ëåòàòåëüíîãî
àïïàðàòà. Ñáëèæåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïî ëèíèè ïîãîíè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé
ìåõàíèêè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò öåëè è îïèñàíèÿ óïðàâëåíèÿ ÁÏËÀ ïî ëèíè ïîãîíè èñïîëüçóþòñÿ

ñëåäóþùèå ñèñòåìû êîîðäèíàò:
XIYIZI � íåïîäâèæíàÿ (èíåðöèàëüíàÿ) ñèñòåìà êîîðäèíàò.
XvYvZv � ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, çàôèêñèðîâàííàÿ â öåíòðå òÿæåñòè (CM) ÁÏËÀ. Âñå

îñè ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì îñÿì íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
XbYbZb � ñèñòåìà êîîðäèíàò, îòíîñÿùàÿñÿ ê êîðïóñó ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà

ýòîé ñèñòåìû ðàñïîëîæåíà â öåíòðå òÿæåñòè (CM) ÁÏËÀ, à îñü Xb íàïðàâëåíà âäîëü êîðïóñà
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â íàïðàâëåíèè ïîëåòà. Îñü Yb óêàçûâàåò íà ïðàâîå êðûëî, à Zb óêàçûâàåò
âíèç. Îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò, îòíîñÿùèåñÿ ê êîðïóñó ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, íàêëîíåíû ê îñÿì
ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãëû φ, ψ, ϑ, ñîîòâåòñòâåííî.

XgYgZg � ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ ïîäâåñîì (ãèìáàëîì). Ýòà ñèñòåìà òàêæå ðàñïîëî-
æåíà â öåíòðå òÿæåñòè (CM) ÁÏËÀ, óãîë àçèìóòà íà îñü Zg ðàâåí αaz, à óãîë àçèìóòà íà îñü Yg

ðàâåí αel.
XcYcZc � ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ óñòðîéñòâîì âèçóàëèçàöèè (âèäåîêàìåðîé). Îñü Xc

ïåðïåíäèêóëÿðíà êàðòèííîé ïëîñêîñòè, îñü Yc íàïðàâëåíà ê ïðàâîìó êðûëó, à Zc íàïðàâëåíà ê
öåëè.
Ýòè ñèñòåìû êîîðäèíàò íåîáõîäèìû äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà èç îäíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû

ê äðóãîé, èñïîëüçóÿ ïåðåõîäíûå ìàòðèöû. Òàê, åñëè èìååì Vi âåêòîð v â i-é ñèñòåìå è õîòèì
ïåðåõîäèòü â ñèñòåìó j-þ, òî èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

Vj = ViTj
i , Tj

i =

(
Rji −dji
0 1

)
, (1)

ãäå Tj
i ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ñèñòåìû i-é â ñèñòåìó j-þ, à Rj

i è dj
i ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðû

ìàòðèö ïîâîðîòà è ñìåùåíèÿ ïðè ïåðåõîäå èç i-é ñèñòåìû ê j-é.
Âîîáùå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïåðåõîäíûå ìàòðèöû: îò èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû (XIYIZI) ê

ñèñòåìå ÁÏËÀ (XvYvZv) � ìàòðèöà Tv
I , îò ñèñòåìû ÁÏËÀ (XvYvZv) ê ñèñòåìå êîðïóñà ÁÏËÀ
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(XbYbZb) � ìàòðèöà Tb
v, îò ñèñòåìû êîðïóñà ÁÏËÀ (XbYbZb) äî ñèñòåìû ãèìáàëà (XgYgZg) �

ìàòðèöà Tg
b, îò ñèñòåìû (XgYgZg) ê ñèñòåìå êàìåðû (XcYcZc) � ìàòðèöà Tc

g.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âèäåîêàìåðû è ïåðåõîä èç ïèêñåëüíûõ êîîðäèíàò

èçîáðàæåíèÿ öåëè, ïîëó÷åííîé íà êàìåðå, ê ñèñòåìå êîîðäèíàò XcYcZc (Ðèñ. 2). Ïðåîáðàçîâàíèå

Ðèñ. 2. Ñõåìà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âèäåîêàìåðû è ñèñòåìû êîîðäèíàò.

ïèêñåëåé â ìåòðû â ñèñòåìå êîîðäèíàò èçîáðàæåíèÿ (XCYCZC) ïî ìåòîäó Òðóêêî è Âåððè [9]
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xim = (−yip + 0y) Sy, yim = (−xip + 0x) Sx. (2)

Èñïîëüçóÿ ïîõîæèå òðåóãîëüíèêè OOimq è OP zP
c
obj , ïîëó÷èì

xim

f
=

px

pz
,

yim

f
=

py

pz
(3)

ãäå f- ýòî ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå êàìåðû, (xip, yip) � êîîðäèíàòû â ïèêñåëÿõ, (xim, yim) � êîîðäèíà-
òû â ìåòðàõ, ïàðàìåòðû (0x, 0y) � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èçîáðàæåíèÿ äî êîîðäèíàò â ïèêñåëÿõ,
à (Sx,Sy) � êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ïèêñåëåé ê ìåòðàì. Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç λ = pz

ïðîåêöèþ ðàññòîÿíèÿ îò êàìåðû äî öåëè íà îñü Zc.
Â çàäà÷å íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå öåëè pI

pbj îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû

(XIYIZI). Åñëè èçâåñòíà âåëè÷èíà λ, òî ïîëîæåíèå öåëè pI
obj îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

pI
obj =

[
CTc

gTg
bTb

vTv
I

]−1
Λq , (4)

ãäå

Λ =

(
λI 0
0 1

)
, Λq = Cpc

obj =


0 fx 0x 0

−fy 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

pc
obj , fx =

f

Sx
, fy =

f

Sy
. (5)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîìîùè âèäåîêàìåðû, çàêðåïëåííîé íà êîðïóñå ÁÏËÀ, íàõîäèì êîîðäèíà-
òû öåëè. Äàëåå, èìåÿ âû÷èñëåííûå êîîðäèíàòû öåëè, ðåøàåì çàäà÷ó ñáëèæåíèÿ ÁÏËÀ ñ öåëüþ
ìåòîäîì ïîãîíè.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ÁÏËÀ ïî ëèíèè âèçèðîâàíèÿ è îáåñïå÷å-

íèÿ ñáëèæåíèÿ ñ öåëüþ èñïîëüçóþòñÿ ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÁÏËÀ [1�3]. Ïðè
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íàâåäåíèè ìåòîäîì ïîãîíè íà êàæäîì øàãå, èìåÿ êîîðäèíàòû öåëè, îïðåäåëÿþòñÿ òàêèå óïðàâ-
ëåíèÿ, ïîä âîçäåéñòâèåì êîòîðûõ âåêòîð ñêîðîñòè ÁÏËÀ èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ íàïðàâëÿþòñÿ
íà öåëü (ïî ëèíèè âèçèðîâàíèÿ).
Íà ñëåäóþùåì øàãå, â ñëó÷àå îòêëîíåíèÿ ÁÏËÀ îò ëèíèè ïîãîíè, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âåê-

òîð ñêîðîñòè ÁÏËÀ íàïðàâëÿåòñÿ íà öåëü. Àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò ñáëèæåíèå ÁÏËÀ ñ öåëüþ ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Â îïðåäåëåííûå äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ òåêóùåå ïîëîæåíèå (xòï, yòï, −hòï)T

ÁÏËÀ. Æåëàåìîå ïîëîæåíèå ÁÏËÀ � ýòî ïîëîæåíèå (xæåë, yæåë, −hæåë)T ïîëó÷åííîé äèíàìèêè
ÁÏËÀ.
Åñëè òåêóùåå ïîëîæåíèå ÁÏËÀ îòêëîíÿåòñÿ îò æåëàåìîãî ïîëîæåíèÿ, òî äëÿ ïðèâåäåíèÿ åãî

â æåëàåìîå ïîëîæåíèå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

xæåë = xòï cosα , yæåë = yòï sinβ . (6)

Çäåñü α è β óãëû ëèíèè âèçèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Xb è Yb, ñîîòâåòñòâåííî.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Áàðñåãÿí Â. Ð., Ìàòåâîñÿí À. Ã. Îá îäíîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ áåñïèëîòíûì ëåòàòåëüíûì àïïàðàòîì
ñàìîëåòíîãî òèïà ñ çàäàííûìè ïðîìåæóòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ðàçíûõ ÷àñòåé êîîðäèíàò // Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. 2023. � 2. Ñ. 86�96.

2. Áàðñåãÿí Â. Ð., Ñèìîíÿí Ò. À., Ìàòåâîñÿí À. Ã. Îá îäíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êâàäðî-
êîïòåðîì ñ çàäàííûì ïðîìåæóòî÷íûì çíà÷åíèåì ÷àñòè êîîðäèíàò ôàçîâîãî âåêòîðà // Äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ. 2024. � 2. Ñ. 59�72.

3. Áàðñåãÿí Â. Ð., Ñèìîíÿí Ò. À., Ìàòåâîñÿí À. Ã. Îá îäíîé çàäà÷å óïðàâëåíèÿ êâàäðîêîïòåðîì ñ çàäàí-
íûìè ïðîìåæóòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ðàçíûõ ÷àñòåé êîîðäèíàò // Âåñòíèê ðîññèéñêèõ óíèâåðñèòåòîâ.
Ìàòåìàòèêà. 2024. 29, � 145. Ñ. 29�42.

4. Âåðåùàãèí È. Ô. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ðåæèìîâ ïîëåòà àïïàðàòà ïåðåìåííîé ìàññû. Ïåðìü, 1972.
520 ñ.

5. Ëàòîíîâ Â. Â., Òèõîìèðîâ Â. Â. Óïðàâëåíèå ëèíèåé âèçèðîâàíèÿ öåëè ïî âèäåîèçîáðàæåíèþ // Âåñò-
íèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 1, Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. 2018. � 1. Ñ. 53�59.

6. Ëåìåøîíîê Ò. Þ., Ñèçîâà À. À., Áàðàíîâ Í. Å., Ñàííèêîâ Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè
äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ. ÑÏá., 2020. 122 ñ.

7. Òåëóõèí Ñ. Â., Ìàòâååâ Â. Â. Áåñïèëîòíûé ëåòàòåëüíûé àïïàðàò êàê îáúåêò óïðàâëåíèÿ // Ìåõàòðî-
íèêà, àâòîìàòèçàöèÿ, óïðàâëåíèå. 2008. � 10. Ñ. 7�10.

8. Ýïîâ Ì. È., Çëûãîñòåâ È. Í. Ïðèìåíåíèå áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ â àýðîãåîôèçè÷åñêîé
ðàçâåäêå // Èíòåðýêñïî Ãåî-Ñèáèðü. 2012. 2, � 3. Ñ. 22�27.

9. D. Blake Barber, Joshua D. Redding, Timothy W. McLain, Randal W. Beard, Clark N. Taylor Vision-based
Target Geo-location using a Fixed-wing Miniature Air Vehicle // Journal of Intelligent & Robotic Systems.
2006. � 47. P. 361–382.

Áàðñåãÿí Âàíÿ Ðàôàåëîâè÷
Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ Àðìåíèè
Åðåâàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Àðìåíèÿ
E-mail: barseghyan@sci.am

Ìêðò÷ÿí Ìàíóê Ãðàèðîâè÷
Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÍÀÍ Àðìåíèè
E-mail: mkmanuk@yandex.ru

Ìàòåâîñÿí Àðàì Ãàãèêîâè÷
Åðåâàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Àðìåíèÿ
E-mail: amatevosyan@ysu.am,matevosaram@gmail.com



ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ È ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÍÀÓÊÈ:

ÒÅÎÐÈß È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß (DYSC 2024)

Ìàòåðèàëû 6-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

Ñ. 203�205

ÓÄÊ 681.513.2, 007.52

ÐÅØÅÍÈÅ ÍÀÂÈÃÀÖÈÎÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÌÎÁÈËÜÍÎÃÎ ÐÎÁÎÒÀ,

ÎÑÍÀÙÅÍÍÎÃÎ ËÀÇÅÐÍÛÌ ÄÀËÜÍÎÌÅÐÎÌ

c© 2024 ã. Þ. Ô. ÂØÈÂÊÎÂ, À. Þ. ÍÀÌÀÊÎÍÎÂ, Â. Â. ÕÎÉËÎÂ

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìîé çàäà÷è ïî óïðàâëåíèþ è ïîèñêó

êðàò÷àéøåãî ïóòè äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà. Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâà-

ëàñü ðîáîòîòåõíè÷åñêàÿ ïëàòôîðìà TurtleBro. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå òèïû äàò÷èêîâ è èíñòðó-

ìåíòû óïðàâëåíèÿ äëÿ íàâèãàöèè ðîáîòà. Ïðèâåäåíà ìåòîäèêà óïðàâëåíèÿ ðîáîòîòåõíè÷åñêèõ

êîìïëåêñîì íà îñíîâå ñîçäàííîãî ïðîãðàììíîãî êîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàâèãàöèîííàÿ çàäà÷à, àëãîðèòì À*, ðîáîò TurtleBro, Robot Operating

System,

AMS Subject Classi�cation: 70Q05, 93C85

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ è ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ ðîáîòîòåõíè-
÷åñêèå ñèñòåìû (ðîáîòû). Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ïðèìåíåíèÿ ðîáîòîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
íàâèãàöèîííîé çàäà÷è [2].
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ðîáîòà, îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè îò-

íîñèòåëüíî ëèíåéíîé è óãëîâîé ñêîðîñòåé â äåêàðòîâûõ (1) è ïîëÿðíûõ (2) êîîðäèíàòàõ ñîîòâåò-
ñòâåííî:

(yf ′x − xf ′y)ω − f ′xvx − f ′yvy + f ′t = 0 (1)

−h′ρω + (cosψ + h′ψ
sinψ

ρ
)vx + (sinψ − h′ψ

cosψ

ρ
)vy + h′t = 0 (2)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå, â ðîáîòîòåõíèêå ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü êâà-
òåðíèîíû. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé ñ íåâîçìîæíîñòüþ ïîâîðîòà âîêðóã îñè
íåçàâèñèìî îò ñî-âåðøåííîãî âðàùåíèÿ ïî äðóãèì îñÿì. Ïðåäñòàâëåíèå êâàòåðíèîíà èìååò âèä
(3) è ñîñòîèò èç äåéñòâèòåëüíîé åäèíèöû è òðåõ ìíèìûõ åäèíèö ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòà-
ìè [1].

q = (λ0, λ1, λ2, λ3) = λ0 + λ1i+ λ2j + λ3k (3)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå êâàòåðíèîíîâ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü êîíå÷íûé ïîâîðîò â ïðî-
ñòðàíñòâå â ïðîñòîé è óäîáíîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàöèè âðàùåíèÿ (4), ãäå Λ è R � íå
ñêàëÿðíûå êâàòåðíèîíû.

R′ = ΛRΛ−1 (4)

Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ðîáîòîòåõíè÷åñêàÿ ïëàòôîðìà TurtleBro ñî
ñïåöèàëèçèðîâàííîé îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé Robot Operating System (ROS) [3]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèå è íàâèãàöèè, íà ðîáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:
� èíåðöèîííûé äàò÷èê IMU (inertial measurement unit), êîòîðûé ñ÷èòûâàåò äàííûå ñ ýíêîäåðîâ

êîëåñ è èçìåðÿÿ ëèíåéíóþ è óãëîâóþ ñêîðîñòè îïðåäåëÿåò îêîí÷àòåëüíûå äàííûå îäîìåòðèè;
� ëàçåðíûé äàëüíîìåð òèïà TOF (time-of-�ight range sensors) èçìåðÿåò âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî

îò ìîìåíòà îòïðàâëåíèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à â èññëåäóåìîå ïðîñòðàíñòâî äî åãî îòðàæåíèÿ è ïîïàäà-
íèå íà ïðèåìíèê. Çíàÿ ýòî âðåìÿ, ðîáîò âû÷èñëÿåò ðàññòîÿíèå äî îêðóæàþùèõ åãî ïðåäìåòîâ;
� êàìåðà äëÿ âèçóàëüíîãî êîíòðîëÿ.

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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Íàâèãàöèîííàÿ çàäà÷à ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è: ëîêàëèçàöèÿ è êàðòîãðàôèðîâàíèå. Èç
ýòîãî ñëåäóþò äâå ðàçíîâèäíîñòè íàâèãàöèîííîé çàäà÷è: íàâèãàöèÿ ïî çàðàíåå ïîñòðîåííîé êàð-
òå è SLAM-íàâèãàöèÿ. Òàêæå ñóùåñòâóþò äâå ðàçíîâèäíîñòè çàäà÷è ëîêàëèçàöèè: ëîêàëüíàÿ
(îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàò) è ãëîáàëüíàÿ (îïðåäåëåíèå àáñîëþòíûõ êîîðäèíàò).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè äâèæåíèÿ ðîáîòà ïî ïîñòðîåííîé êàðòå, ïðèìåí¼í àëãî-

ðèòì À*. Äàííûé àëãîðèòì ïðèíèìàåò ãðàô êàê âõîäíûå äàííûå, à âûõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿåò-
ñÿ ïóòü, êîòîðûé íàøåë àëãîðèòì. Îí îáúåäèíÿåò òî÷íóþ ñòîèìîñòü ïóòè îò íà÷àëüíîé òî÷êè äî
ëþáîé âåðøèíû n è ýâðèñòè÷åñêóþ îöåíêó ñòîèìîñòè îò âåðøèíû n äî öåëè. À* óðàâíîâåøèâàåò
èõ ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ ê öåëè è êàæäûé ðàç ïðîâåðÿåò âåðøèíó n ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì [4].
Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python è çàïóùåí â ROS. Ðàáîòà êîäà

çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùèõ äåéñòâèÿõ: ðàçáèåíèå êàðòû íà ñåòêó, çàïîëíåíèå ìàòðèöû, âûáîð
íà÷àëüíîé è öåëåâîé òî÷åê, ïåðåäà÷à ìàòðèöû è êîîðäèíàò òî÷åê â àëãîðèòì À*, âûâîä ïóòè è
äâèæåíèå ðîáîòà ïî âû÷èñëåííîé òðàåêòîðèè (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. à � ïîñòðîåííàÿ êàðòà; á � ñåòêà c âûáðàííîé íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
ÿ÷åéêîé; â � ïîëó÷åííûé ïóòü; ã � îòîáðàæåíèå ïóòè â Rviz

Ðåøåíèå íàâèãàöèîííîé çàäà÷è íà îñíîâå ðîáîòîòåõíè÷åñêîé ïëàòôîðìû TurtleBro âêëþ÷àåò
íåñêîëüêî ýòàïîâ:
1. Ïîäêëþ÷åíèå ðîáîòà ê êîìïüþòåðó è çàïóñê ñïåöèàëèçèðîâàííîé ãðàôè÷åñêîé ïðîãðàììû

Rviz, êîòîðàÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âèçóàëèçàöèè èíôîðìàöèè îò ðàçíûõ ñèñòåì ðîáîòà, â ÷àñòíîñòè
ëèäàðà.
2. Ñîçäàíèå êàðòû (ðèñ. 2). Äëÿ ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ çàïóñê ïðîãðàììû gmapping íà ðîáîòå,

ïîäêëþ÷àåòñÿ âèçóàëèçàöèÿ â Rviz è ïðîèçâîäèòñÿ ïðîåçä ðîáîòà ïî ïîëèãîíó ñ èñïîëüçîâàíèåì
âåá-èíòåðôåéñà.

Ðèñ. 2. Ñîçäàíèå êàðòû â Rviz

3. Ëîêàëèçàöèÿ ðîáîòà (ðèñ. 3). Â äàííîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ îòîáðàæåíèå ïðåäïîëàãàåìîãî
ìíîæåñòâà ïîçèöèé ðîáîòà, êîòîðûå ïî ìåðå äâèæåíèÿ ðîáîòà óòî÷íÿþòñÿ çà ñ÷åò ñîïîñòàâëåíèÿ
î÷åðòàíèé êàðòû è äàëüíîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ îò ëèäàðà. .
4. Ïëàíèðîâàíèå ìàðøðóòà. Ïðîèçâîäèòñÿ çàãðóçêà àëãîðèòìà â ãëîáàëüíûé ïëàíèðîâùèê,

äàëåå ÷åðåç Rviz èëè òåðìèíàë çàäàåòñÿ öåëåâàÿ òî÷êà. Ïîñëå ÷åãî àëãîðèòì ñàì ïîñòðîèò êðàò-
÷àéøèé ìàðøðóò, è ðîáîò ïðîåäåò ïî äàííîìó ìàðøðóòó.
Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè ìîáèëüíûì ðîáîòîì ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.
Çàêëþ÷åíèå. Â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû áûëà ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà óïðàâëåíèÿ ðîáîòîòåõ-

íè÷åñêèì êîìïëåêñîì íà ïëàòôîðìå TurtleBro è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì À* äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî
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Ðèñ. 3. Îáëàñòü ïðåäïîëàãàåìûõ ïîçèöèé

Ðèñ. 4. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà óïðàâëåíèÿ è íàâèãàöèè ìîáèëüíûì ðîáîòîì

ïóòè äâèæåíèÿ ðîáîòà. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ íà êîìïüþòåðíîé ìîäåëè è
íà ìîáèëüíîì ðîáîòå. Ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà îáåñïå÷èâàþùå-
ãî áåçîïàñíîå äâèæåíèå ìîáèëüíîãî ðîáîòà â ñðåäå ñ ïðåïÿòñòâèÿìè.
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Àííîòàöèÿ. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ñåòè Êîëìîãîðîâà � Àðíîëü-
äà (KAN) â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëüíîãî ìåòîäà îöåíêè ñîñòîÿíèÿ çàðÿäà (SoC), èñïîëüçóÿ àäàï-
òèâíûå ôóíêöèè àêòèâàöèè KAN äëÿ óëó÷øåíèÿ âîçìîæíîñòåé ïðîãíîçèðîâàíèÿ. SoC ÿâëÿåòñÿ
âàæíåéøèì ôàêòîðîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàâøåéñÿ ïîëåçíîé ýíåðãèè, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ ñðîêà ñëóæáû óñòðîéñòâà è îáåñïå÷åíèÿ åãî áåçîïàñíîé ðàáîòû. Ýòî çíà÷èòåëüíîå
äîñòèæåíèå â ïðèìåíåíèè òåõíîëîãèè ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ äëÿ òî÷íîé è ýôôåêòèâíîé îöåíêè SoC
óñòðîéñòâ õðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîñòîÿíèå çàðÿäà, ìàøèííîå îáó÷åíèå, ñåòè Êîëìîãîðîâà � Àðíîëüäà.

AMS Subject Classi�cation: 62M10, 68T07

1. Ââåäåíèå. Íàêîïèòåëè ýíåðãèè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ è ñôåðàõ ïðè-
ìåíåíèÿ. Îíè ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü âîçîáíîâëÿåìûå èñòî÷íèêè ýíåðãèè è îáåñ-
ïå÷èâàþò ðåçåðâíîå ïèòàíèå â ñëó÷àå ïåðåáîåâ. Äëÿ îïòèìèçàöèè èñïîëüçîâàíèÿ ýíåðãèè, îáåñ-
ïå÷åíèÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû è ïîâûøåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè íåîáõîäèìà òî÷íàÿ
îöåíêà óðîâíåé õðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â ïîñëåäíèå ãîäû ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ñòàëè ìîùíû-
ìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ óðîâíÿìè õðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè. Íîâûì ïîäõîäîì â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñåòåé Êîëìîãîðîâà � Àðíîëüäà
(KAN), îñíîâàííûõ íà òåîðåìå ïðåäñòàâëåíèÿ Êîëìîãîðîâà � Àðíîëüäà [4, 8]. Ïðèìåíåíèå KAN
äëÿ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ çàðÿäà (SoC) íàêîïèòåëåé ýíåðãèè ïîêàçàëî çíà÷èòåëüíûé ïîòåíöèàë äëÿ
ðàçâèòèÿ ïðîãíîñòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ýòîé îáëàñòè.

2. Îïèñàíèå íàáîðà äàííûõ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ çàðÿäà (SoC) óñòðîéñòâ
õðàíåíèÿ ýíåðãèè èñïîëüçóåòñÿ ýòàëîííûé íàáîð äàííûõ äëÿ ëèòèé-èîííîãî àêêóìóëÿòîðà
LG18650HG2, ïðåäñòàâëåííûé íà ñàéòå Mendeley è îïóáëèêîâàííûé Ôèëëèïîì Êîëëìåéåðîì,
Ìèíîé Íàãóèá è Ìàéêëîì Ñêåëëñîì [7]. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èñïûòàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ðàç-
ëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ. Èñïûòàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà íîâîì àêêóìóëÿòîðå LG HG2 åìêîñòüþ 3 À÷ â
òåðìîêàìåðå îáúåìîì 8 êóáè÷åñêèõ ôóòîâ. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ êàíàë ìíîãîôóíê-
öèîíàëüíîãî òåñòåðà áàòàðåé Digatron 5 Â, 75 À, îáåñïå÷èâàþùèé òî÷íîñòü 0,1 % ïðè èçìåðåíèè
íàïðÿæåíèÿ è òîêà ïî âñåé øêàëå.

3. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè. Ñåòü Êîëìîãîðîâà � Àðíîëüäà (KAN) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâóþ àð-
õèòåêòóðó íåéðîííûõ ñåòåé, ïðèçâàííóþ çàìåíèòü òðàäèöèîííûå ìíîãîñëîéíûå ïåðöåïòðîíû
(MLP). Îíà áûëà ñîçäàíà íà îñíîâå òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè Êîëìîãîðîâà � Àðíîëüäà [1, 2],
â òî âðåìÿ êàê MLP îñíîâàíà íà óíèâåðñàëüíîé òåîðåìå àïïðîêñèìàöèè [6]. Òåîðåìà Êîëìîãî-
ðîâà � Àðíîëüäà óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäàÿ ìíîãîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f çàâèñÿùàÿ îò
x = [x1, x2, ..., xn], â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå êîíå÷íîé êîìïîçè-
öèè áîëåå ïðîñòûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, âêëþ÷àþùèõ òîëüêî îäíó ïåðåìåííóþ. Ôîðìàëüíî
âåùåñòâåííàÿ, ãëàäêàÿ è íåïðåðûâíàÿ ìíîãîìåðíàÿ ôóíêöèÿ f(x) : [0, 1]n → R ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå êîíå÷íîé ñóïåðïîçèöèè îäíîìåðíûõ ôóíêöèé:

Ðàáîòà áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (Ïðîåêò
� 075-15-2022-1215).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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f(x) = f(x1, ..., xn) =
2n+1∑
q=1

Φq(
n∑
p=1

φq,p(xp)) (1)

Çäåñü Φq : R → R è φq,p : [0, 1] → R òàê íàçûâàåìûå âíåøíèå è âíóòðåííèå ôóíêöèè, ñîîòâåò-
ñòâåííî.
KAN èñïîëüçóþò ýòó òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ñîçäàíèÿ äðóãîé àðõèòåêòóðû, çàìåíÿÿ

ëèíåéíûå âåñà îäíîìåðíûìè ôóíêöèÿìè íà îñíîâå B-ñïëàéíîâ, êîòîðûå ñòðóêòóðèðîâàíû êàê
îáó÷àåìûå ôóíêöèè àêòèâàöèè. B-ñïëàéíû ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè
[3]:

Ni,0(t) =

{
1 if ti 6 t 6 ti+1 è ti < ti+1

0 èíà÷å

Ni,j(t) =
t− ti
ti+j − ti

Ni,j−1(t) +
ti+j+1 − t
ti+j+1 − ti+1

Ni+1,j−1(t)

(2)

Ãäå j = 1, 2, . . . , p. Òîãäà êðèâàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ

C(t) =

n∑
i=0

ρiNi,p(t) (3)

íàçûâàåòñÿ B-ñïëàéíîì.
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ñåòè KAN ê çàäà÷å îöåíêè SoC ñ íàáîðîì äàííûõ ëèòèé-èîííîãî àê-

êóìóëÿòîðà LG18650HG2 ñ òðåìÿ âõîäàìè (òåìïåðàòóðà, íàïðÿæåíèå, òîê) è îäíèì âûõîäîì
(SoC):

• Ñâÿçü â âèäå ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ:

SoC = F (Òåìïåðàòóðà, Íàïðÿæåíèå, Òîê)

• Íà îñíîâå òåîðåìû Êîëìîãîðîâà � Àðíîëüäà ìû ìîæåì çàïèñàòü êîìïîçèöèþ îäíîìåðíûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå íåçàâèñèìî çàâèñÿò îò îòäåëüíûõ ïðèçíàêîâ:

SoC = f(φÒå(Òåìïåðàòóðà) + φÍà(Íàïðÿæåíèå) + φÒî(Òîê))

• Èëè â áîëåå îáùåì ñìûñëå:

SoC = f1(φÒå1(Òåìïåðàòóðà) + φÍà1(Íàïðÿæåíèå) + φÒî1(Òîê))

f2(φÒå2(Òåìïåðàòóðà) + φÍà2(Íàïðÿæåíèå) + φÒî2(Òîê))

f3(φÒå3(Òåìïåðàòóðà) + φÍà3(Íàïðÿæåíèå) + φÒî3(Òîê))

. . .

fm(φÒåm(Òåìïåðàòóðà) + φÍàm(Íàïðÿæåíèå) + φÒîm(Òîê))

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè îöåíêè SoC ñ èñïîëüçîâàíèåì KAN âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî
ýòàïîâ. Âî-ïåðâûõ, òùàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ýòàï ïîäãîòîâêè äàííûõ, âêëþ÷àþùèé ïðîâåðêó,
î÷èñòêó äàííûõ (óäàëåíèå íå÷èñëîâûõ çíà÷åíèé) è íîðìàëèçàöèþ äàííûõ. Çàòåì íàáîð äàííûõ
äåëèòñÿ íà äâå ÷àñòè: 80 % äëÿ îáó÷åíèÿ è îñòàâøèåñÿ 20% äëÿ òåñòèðîâàíèÿ.
×òîáû óëó÷øèòü êà÷åñòâî ñèãíàëà è ñíèçèòü óðîâåíü øóìà, ìû ïðèìåíèëè ôèëüòð ñêîëüçÿùå-

ãî ñðåäíåãî ê äàííûì î íàïðÿæåíèè (Ñðåäíåå íàïðÿæåíèå) è òîêå (Ñðåäíèé òîê). Ýòî íå òîëüêî
ñãëàæèâàåò äàííûå, íî è ñïîñîáñòâóåò áîëåå òî÷íîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ.
Àðõèòåêòóðà ìîäåëè ïîñòðîåíà íà îñíîâå àðõèòåêòóðû ñåòåé Êîëìîãîðîâà � Àðíîëüäà (KAN)

â ñî÷åòàíèè ñ òùàòåëüíî ïîäîáðàííûìè ôóíêöèÿìè àêòèâàöèè äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðîãíî-
çèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàðÿäà (SoC). Ïðîöåññ îáó÷åíèÿ è ïðîâåðêè ñôîêóñèðîâàí íà îïòèìèçàöèè
ôóíêöèé B-ñïëàéíà è ïàðàìåòðîâ ñåòè äëÿ ìèíèìèçàöèè îøèáîê ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïîâûøå-
íèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, îáó÷åíèå B-ñïëàéíîâûõ ôóíêöèé ïðîâîäèëîñü â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäðîáíîé ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé íà äèàãðàììå ñïðàâà.
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï âêëþ÷àåò â ñåáÿ îöåíêó è òîíêóþ ìîäèôèêàöèþ ìîäåëè íà îñíîâå êëþ-

÷åâûõ ïîêàçàòåëåé, òàêèõ êàê R-êâàäðàò, RMSE, MAE è MAX (ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà). Èòîãîâûå
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ðåçóëüòàòû âèçóàëèçèðóþòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïðîãíîçèðóåìûõ è ôàêòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ÷òî ïîç-
âîëÿåò âñåñòîðîííå îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü ìîäåëè.

Ðèñ. 1. Äèàãðàììà ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåòåé KAN

4. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Èñïîëüçóÿ KAN-ìîäåëü [5] äëÿ îáó÷åíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ñîñòîÿíèÿ çàðÿäà (SoC) äëÿ íàáîðà äàííûõ ëèòèé-èîííûõ àêêóìóëÿòîðîâ LG18650HG2 è ñðàâ-
íèâàÿ ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà Ïîëíîñâÿçíûå ñåòè
ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ (FNN), ìû îöåíèëè ìîäåëü ïî ñëåäóþùèì ïîêàçàòåëÿì: R-êâàäðàò,
RMSE, MAE è MAX (Ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà). Îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî-
êàçûâàþò, ÷òî îøèáêà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìîäåëè KAN, ðàçðàáîòàííîé â äàííîì èññëåäîâàíèè,
çíà÷èòåëüíî íèæå, ÷åì ó ìåòîäà FNN, à ñòàáèëüíîñòü ìîäåëè âûøå ïðè ðàáîòå ñ çàøóìëåííûìè
íàáîðàìè äàííûõ.

Òàáëèöà 1. Òàáëèöà îøèáîê

Èíäåêñ
Ïîëíîñâÿçíûå ñåòè ïðÿìîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ (FNN)

Ñåòè Êîëìîãîðîâà � Àðíîëüäà
(KAN)

SoC
(%)

Îøèáêà
(%)

R-êâàäðàò 0.9944511385706118 0.998217611353285
RMSE

(Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà)
0.01841306237780721 0.010435788969690258

MAE
(Ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà)

0.025973253472965818 0.012417057413896326

MAX (%)
(Ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà)

17.581482368857507 16.048283162747808
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5. Çàêëþ÷åíèå. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñåòè Êîëìîãîðîâà � Àð-
íîëüäà (KAN) ïðåâîñõîäÿò òðàäèöèîííûå Ïîëíîñâÿçíûå ñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ (FNN).
Îäíàêî ìû äîëæíû òùàòåëüíî íàñòðîèòü ðàçìåð è ôóíêöèè àêòèâàöèè ìîäåëè, ÷òîáû ïîëíî-
ñòüþ èñïîëüçîâàòü ïîòåíöèàë KAN, íå âûçûâàÿ ïðîáëåì ñ ïåðåïîäãîíêîé. Ýòî îñîáåííî âàæíî
ïðè èñïîëüçîâàíèè îãðàíè÷åííûõ äàííûõ èëè áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé. Â áóäóùåì ìû ïðîäîë-
æèì ýêñïåðèìåíòèðîâàòü KAN â ñî÷åòàíèè ñ äðóãèìè íåéðîííûìè ñåòÿìè, òàêèìè êàê LSTM è
RNN, èëè èíòåãðèðîâàòü KAN ñ ðàçëè÷íûìè òðàäèöèîííûìè íåéðîííûìè ñåòÿìè, ÷òîáû ñîçäàòü
ìîäåëü ñ íàèëó÷øåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ.
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Àííîòàöèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàí îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê àíàëèçó è ïîèñêó ðåøåíèé èçó-
÷àåìîãî ïðîöåññà, îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðîáëå-
ìà ýôôåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ æèòåëåé ìíîãîêâàðòèðíîãî äîìà ñ óïðàâëÿþùåé êîìïàíèåé
ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ èõ óäîâëåòâîðåííîñòè îïèñûâàåòñÿ êàê çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â
êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè ïðåäëîæåíî ââåñòè õàðàêòåðèñòèêó, ÷èñëåííî îòðàæàþùóþ óäîâëå-
òâîðåííîñòü æèòåëåé äîìà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Çàäà÷ó ïîâûøåíèÿ îáùåé óäîâëå-
òâîðåííîñòè ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ÷åðåç ïîâûøåíèå (ìàêñèìèçàöèþ) ðåçóëüòàòèâíîñòè äåÿ-
òåëüíîñòè óïðàâëÿþùåé êîìïàíèè, â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò îáúåì äåíåæíûõ ñðåäñòâ,
êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ óïðàâëÿþùåé êîìïàíèè äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ÌÊÄ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âçàèìîäåéñòâèå ýêîíîìè÷åñêèõ ñóáúåêòîâ, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, óäîâëåòâîðåííîñòü, ðåçóëüòàòèâíîñòü.

AMS Subject Classi�cation: 91-10; 91-05

Â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå óïðàâëåíèå æèëèùíûì ôîíäîì èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïîâñåäíåâíîé
æèçíè ãðàæäàí. Æèòåëè ìíîãîêâàðòèðíûõ äîìîâ âñå ÷àùå àêòèâíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ óïðàâ-
ëÿþùèìè êîìïàíèÿìè, âûðàæàÿ ñâîè òðåáîâàíèÿ è îæèäàíèÿ ïî ïîâîäó êà÷åñòâà ïðåäîñòàâëÿå-
ìûõ óñëóã. Îäíàêî ÷àñòî âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ íåóäîâëåòâîðåííîñòüþ ïîòðåáèòåëåé,
íåäîñòàòî÷íûì êà÷åñòâîì îáñëóæèâàíèÿ è íåïðîçðà÷íîñòüþ ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðåøåíèå
äàííûõ ïðîáëåì áóðíî îáñóæäàåòñÿ ýêñïåðòàìè îòðàñëè è íàó÷íûì ñîîáùåñòâîì [1] � [2].
Èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìàì âçàèìîäåéñòâèÿ æèòåëåé ìíîãîêâàðòèð-

íîãî äîìà ñ óïðàâëÿþùåé êîìïàíèåé îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçðàáîòêè ñòðàòåãèé
ïî ïîâûøåíèþ êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ è óäîâëåòâîðåííîñòè ïîòðåáèòåëåé. Ïðè ïîñòðîåíèè ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåîáõîäèìî ó÷åñòü òàêèå ïàðàìåòðû, êàê êà÷åñòâî ïðåäîñòàâëÿåìûõ óñëóã
(íàïðèìåð, óáîðêà, ðåìîíò, îáñëóæèâàíèå ëèôòîâ), ñâîåâðåìåííîñòü âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìûõ
ðàáîò, ïðîçðà÷íîñòü ôèíàíñîâûõ îïåðàöèé, äîñòóïíîñòü è êà÷åñòâî óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé, à
òàêæå êà÷åñòâî êîììóíèêàöèè ñ æèòåëÿìè. Óêàçàííûå ôàêòîðû ðàçíîðîäíû, ìåíÿþòñÿ ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè t, è, î÷åâèäíî, áûëî áû íåïðàâèëüíî ñâîðà÷èâàòü èõ â îäèí ïîêàçàòåëü.
Îáîçíà÷èì óäîâëåòâîðåííîñòü æèòåëåé îòäåëüíî âçÿòîãî ìíîãîêâàðòèðíîãî äîìà ÷åðåç K(t),

òðåáîâàíèå ê óðîâíþ êîòîðîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå íåðàâåíñòâà:

K(t) > Kmin(t), (1)

ãäå Kmin(t) � âåêòîð óäîâëåòâîðåííîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ñîñòàâëåíû èç ìèíèìàëüíî äî-
ïóñòèìûõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà æèëüÿ. Íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà
K(t) äîëæíà áûòü íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû âåêòîðà Kmin(t).
Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, ýôôåêòèâíîñòü äåÿòåëüíîñòè óïðàâëÿþùåé êîìïàíèè (ÓÊ) ÷àñòî íå

îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ñîáðàííûõ åþ äåíåæíûõ ñðåäñòâ ñ ñîáñòâåííèêîâ æèëüÿ. Åñòåñòâåííî
ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïîâûøåíèÿ îáùåé óäîâëåòâîðåííîñòè ÷åðåç ïîâûøåíèå (ìàêñèìèçàöèþ)
ðåçóëüòàòèâíîñòè äåÿòåëüíîñòè ÓÊ, êîòîðóþ ìîæíî çàäàâàòü óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì ïîêàçà-
òåëåé q(t), õàðàêòåðèçóþùèõ ñòåïåíü ðåàëèçàöèè çàïëàíèðîâàííîé äåÿòåëüíîñòè è äîñòèæåíèÿ
çàïëàíèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Òðåáîâàíèÿ ê ïîêàçàòåëÿì ðåçóëüòàòèâíîñòè äåÿòåëüíîñòè ÓÊ
âûðàçèòñÿ íåðàâåíñòâîì, àíàëîãè÷íûì íåðàâåíñòâó (1):

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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q(t) > qmin(t), (2)

ãäå qmin(t) � âåêòîð ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîãî (ïî êàæäîìó èç ïîêàçàòåëåé) êà÷åñòâà ïðåäîñòàâ-
ëÿåìûõ óñëóã.
Óäîâëåòâîðåííîñòü K(t) â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì q(t) íà âñåì ïðåäøåñòâó-

þùåì èíòåðâàëå âðåìåíè τ ∈ [t0, t], à òàêæå òåõíè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì îáúåêòà ñ ìîìåíòà åãî
ïðèíÿòèÿ íà îáñëóæèâàíèå ÓÊ: τ < t0. Óäîâëåòâîðåííîñòü K(t) ìîæíî îïèñàòü ñîîòíîøåíèåì

K(t) = K(t0) +

∫ t

t0

F (τ, q(τ),K(τ))dτ, (3)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèè q(τ) îïèñûâàåò ðåçóëüòàòèâíîñòü äåÿòåëüíîñòè óïðàâëÿþùåé êîìïàíèè ïðè
τ > t0, F (τ, q(τ),K(τ)) � íåêîòîðàÿ âåêòîð ôóíêöèÿ óêàçàííûõ ïåðåìåííûõ, îòðàæàþùàÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ óäîâëåòâîðåííîñòè â õîäå ýêñïëóàòàöèè ÌÊÄ è ïîäëåæàùàÿ
îïðåäåëåíèþ. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü (3) äåìîíñòðèðóåò î÷åâèäíûé ôàêò: ÷åì ëó÷øå òåõ-
íè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ÌÊÄ (çàäàâàåìîå âåêòîðîì K(t0)) è ýôôåêòèâíåå ðàáîòà ÓÊ, òåì âûøå óäî-
âëåòâîðåííîñòü æèòåëåé. Óïðàâëåíèå äåÿòåëüíîñòüþ ÓÊ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð-ôóíêöèþ u(t),, ïðåäñòàâëÿþùóþ îáúåì äåíåæíûõ ñðåäñòâ, êîòîðûé
èñïîëüçóåòñÿ ÓÊ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ÌÊÄ. Óïðàâëåíèå â ÓÊ â ïåðèîä âðåìåíè θ 6 τ îêàçûâàåò
íåïîñðåäñòâåííîå âëèÿíèå ëèøü íà âåêòîð q(τ) êà÷åñòâà ïðåäîñòàâëÿåìûõ óñëóã:

q(τ) =

∫ τ

0
f(θ, u(θ))dθ, (4)

ãäå f(θ, u(θ)) � âåêòîð ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âëèÿíèå óïðàâëåíèÿ â ÓÊ íà åå ðåçóëüòà-
òèâíîñòü, è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.
Âûðàæeíèÿ (3), (4) ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ æèòåëåé ìíî-

ãîêâàðòèðíîãî äîìà ñ óïðàâëÿþùåé êîìïàíèåé ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ èõ óäîâëåòâîðåííîñòè è äå-
ìîíñòðèðóþò âûñîêóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Èíòåãðàëüíûì âûðàæåíèÿì (3), (4) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ïðè

ó÷åòå âñåõ íåîáõîäèìûõ ôàêòîðîâ è ââåäåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òàêèõ êàê K0 = K(t0) è ò. ï.):

dK(t)

dt
= F (t, q(t),K(t)), (5)

dq(t)

dt
= f(t, u(t)). (6)

Ñëåäóþùèå ýòàïû èññëåäîâàíèÿ äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû íà óñòàíîâëåíèå âèäà âåêòîð ôóíê-
öèé q(t), K(t), F (t, q,K), f(t, u).
Ïîèñê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u(θ), çàäàííûì íà íåêîòîðîì θ ∈ [τ0, τ ], äîëæåí îñóùåñòâ-

ëÿòüñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îäíîé èç ñëåäóþùèõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷:

K(t, u(θ))→ max
u(θ)

, (7)

K(t, u(θ))→ Kopt, (8)

ãäå Kopt � çàäàííûé âåêòîð. Âåêòîðíûé êðèòåðèé (7) äîëæåí ïîíèìàòüñÿ êàê ñèñòåìà êðèòåðèåâ,
â êîòîðûõ ìàêñèìèçèðóåòñÿ êàæäàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà K.
Ïîñêîëüêó ñâîåâðåìåííàÿ è ðåçóëüòàòèâíàÿ äåÿòåëüíîñòü ÓÊ, îïèñûâàåìàÿ q(t), äîëæíà ïðè-

âîäèòü ê ïîâûøåíèþ óðîâíÿ óäîâëåòâîðåííîñòè íàñåëåíèÿ, òî çàäà÷à (7) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îðãàíèçàöèåé äåÿòåëüíîñòüþ ÓÊ (à ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ òîæäå-
ñòâåííà ýòîé çàäà÷å):

q(t, u(θ))→ max, u = u(θ). (9)

Åñòåñòâåííî, ÷òî çàäà÷è (7) è (9) ñóùåñòâåííî óïðîñòÿòñÿ, åñëè áóäåò ïðåäëîæåí êîððåêòíûé
è âñåñòîðîííå îáîñíîâàííûé ñïîñîá ñâåðòêè âåêòîðíûõ ïîêàçàòåëåé K è q â ñîîòâåòñòâóþùèå
ñêàëÿðíûå ïîêàçàòåëè, ïîñëå ÷åãî âåêòîðíûå êðèòåðèè (7) è (9) ïðèìóò ñêàëÿðíóþ ôîðìó.
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Ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ïîäõîä ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðàçðàáîòêè òåîðåòè÷åñêèõ
è ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâèÿ æèòåëåé ÌÊÄ ñ óïðàâëÿþùèìè êîìïàíèÿìè ñ öåëüþ
ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà æèçíè íàñåëåíèÿ.
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî çàìåäëåíèÿ âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â
ñëîæíîì ïîëå òÿãîòåíèÿ ãðóïïû àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-
íåíèé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ïðîâîäèòñÿ â âàêóóìå ñ ýôôåêòèâíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ,
âûðàæåííûì ÷åðåç ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë. Ðàññ÷èòàíû äèñòàíöèîííî-âðåìåííûå õàðàêòå-
ðèñòèêè èçëó÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ïîëåé òÿãîòåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ
äâóõ è òðåõ èçîëèðîâàííûõ ãðàâèòàöèîííûõ îáúåêòîâ ìîãóò ñôîðìèðîâàòüñÿ ìíîãîçíà÷íûå ÄÂÕ.
Âñëåäñòâèå ýôôåêòà ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ äîïóñòèì ìíîãîïóòåâûé ïðîöåññ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïóíêò íàáëþäåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè çàäåðæêàìè Øàïèðî âäîëü êàæäîãî ïóòè.
Ýòè èçìåðÿåìûå çàäåðæêè äàþò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ñëîæíîãî ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîòåíöèàëà è íàðÿäó ñ äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðèíÿòîãî èçëó÷åíèÿ ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ îáíàðóæåíèÿ ìàññèâíûõ íåèçëó÷àþùèõ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ãðàâèòàöè-
îííîå ïîëå, ãðóïïîâàÿ çàäåðæêà, ýôôåêò Øàïèðî.

AMS Subject Classi�cation: 85-10

1. Ââåäåíèå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îäíèì èç ñëåäñòâèé îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ)
[5, 8, 11] ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííîå çàìåäëåíèå âðåìåíè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
èçëó÷åíèÿ âáëèçè ìàññèâíîãî àñòðîôèçè÷åñêîãî îáúåêòà [1,2]. Ýòîò ýôôåêò áûë ïðåäñêàçàí Èð-
âèíîì Øàïèðî äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîèçëó÷åíèÿ âáëèçè Ñîëíöà [10]. Ïîñòàâëåííûå
ýêñïåðèìåíòû ïî ðàäèîëîêàöèè ïîâåðõíîñòåé Ìåðêóðèÿ è Âåíåðû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîä-
òâåðäèëè çàìåäëåíèå âðåìåíè. Çàäåðæêà èìïóëüñîâ ðàäàðà, âûçâàííàÿ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì
Ñîëíöà, ñîñòàâèëà ïîðÿäêà 200 ìèêðîñåêóíä, ÷òî áûëî íà ïðåäåëå âîçìîæíîñòåé òåõíîëîãèé
ïðîøëîãî âåêà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áëàãîäàðÿ èíòåíñèâíîìó ðàçâèòèþ ïðåöèçèîííîãî îáîðóäî-
âàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâîé ýëåìåíòíîé áàçû íà ïðàêòèêå ðåàëèçóþòñÿ òîíêèå ýêñïåðèìåíòû,
ñâÿçàííûå ñ íàáëþäåíèÿìè ãðàâèòàöèîííûõ âîçìóùåíèé îò îáúåêòîâ, óäàëåííûõ íà êîñìîëîãè-
÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ [6, 7]. Ïîýòîìó èíòåðåñ ê ýôôåêòó Øàïèðî âîçðîäèëñÿ âíîâü. Â ÷àñòíîñòè,
â ãàììà-àñòðîíîìèè áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîèñêó ãðàâèòàöèîííî-ëèíçèðîâàííûõ ãàììà-
âñïëåñêîâ. Ïîä âîçäåéñòâèåì ïîëÿ òÿãîòåíèÿ ìàññèâíîãî îáúåêòà, âñòðå÷àþùåãî â îêðåñòíîñòè
ëó÷à çðåíèÿ íà èñòî÷íèê, â ðåçóëüòàòå ëèíçèðîâàíèÿ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ äâóõïóòåâîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå êðàòêîâðåìåííîãî ãàììà-èìïóëüñà. Âñëåäñòâèå ýôôåêòà Øàïèðî ýòè ìîäû èìïóëüñà
äîñòèãíóò íàáëþäàòåëÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ïðè÷åì âåëè÷èíà ãðóïïîâîé çàäåðæêè ìåæ-
äó ìîäàìè ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå ãðàâèòàöèîííîãî îáúåêòà.
Èçìåðåíèÿ çàìåäëåíèÿ Øàïèðî èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå è ïðè èíòåðïðåòàöèè íàáëþäàåìîãî

ðàäèîèçëó÷åíèÿ ïóëüñàðîâ. Ìàññèâíûå îáúåêòû, äâèæóùèåñÿ â îêðåñòíîñòè ëó÷à çðåíèÿ, íàïðàâ-
ëåííîãî íà ïóëüñàð, îêàçûâàþò âëèÿíèå íà âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ è ïðèâîäÿò ê
ìîäóëÿöèè ìîìåíòîâ ïðèõîäà èìïóëüñîâ ïóëüñàðà. Äëèòåëüíûå íàáëþäåíèÿ ìîìåíòîâ ïðèõîäà
èìïóëüñîâ ïóëüñàðîâ èñïîëüçóþò äëÿ îáíàðóæåíèÿ íåâèäèìûõ îáúåêòîâ áîëüøîé ìàññû.
Äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è âðåìåííîé çàäåðæêè ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå îäèíî÷íîãî ìàññèâíîãî îáúåêòà îáû÷íî èñïîëüçóþò

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêòû FZZE-2023-0004, FZZE-2024-0005).

c© ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÈÃÓ¿, 2024
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ìåòîä ïîñòðîåíèÿ õîäà ëó÷åé â ëèíçå, êîãäà âìåñòî ðåàëüíûõ ëó÷åâûõ òðàåêòîðèé èñïîëüçóþò èõ
àñèìïòîòû. Îäíàêî â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òðàåê-
òîðèé ëó÷åé íå äîñòàòî÷íî òî÷åí, è äëÿ ðàñ÷åòà ñëîæíîé èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû, ñâÿçàííîé
ñ âëèÿíèåì ãðàâèòàöèè, íåîáõîäèìî ïîñòðîåíèå èñòèííûõ òðàåêòîðèé.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñõåìû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèè ãðàâèòàöèîííîãî

çàìåäëåíèÿ âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ (ýôôåêòà Øàïèðî) â ñëîæ-
íîì ïîëå òÿãîòåíèÿ ãðóïïû àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ðàñ÷åòû íà-
ïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ñëîæíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïðî-
âîäèëèñü íà îñíîâå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò [3, 9]:

dR

dϕ
= Rctgβ;

dβ

dϕ
=

1

n
(
∂n

∂ϕ
ctgβ −R

∂n

∂R
) − 1, (1)

ãäå R, ϕ � ðàäèàëüíàÿ è óãëîâàÿ êîîðäèíàòû ëó÷à, β � óãîë ðåôðàêöèè ëó÷à, n � ýôôåêòèâíûé
ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âàêóóìà â ïðèñóòñòâèè ïîëÿ òÿãîòåíèÿ, êîòîðûé ïðè óñëîâèè àääèòèâ-
íîãî âêëàäà êàæäîãî îáúåêòà â èñêðèâëåíèå ïðîñòðàíñòâà çàäàâàëñÿ â âèäå [4]:

n = 1 +
Rg

R
+

N∑
i=1

Ai exp[−bϕi(ϕ− ϕLi)
2 − bRi(R−RLi)

2], (2)

ãäå Rg � ãðàâèòàöèîííûé ðàäèóñ îñíîâíîãî îáúåêòà ïîëÿ òÿãîòåíèÿ, N � êîëè÷åñòâî äîïîëíè-
òåëüíûõ îáëàñòåé âîçìóùåíèÿ; Ai, ϕLi, RLi, bϕi, bRi � àìïëèòóäà âêëàäà êàæäîãî ãðàâèòàöèîííîãî
îáúåêòà â èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âàêóóìà, êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ è ìàñøòàáû îá-
ëàñòåé âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ðàñ÷åòà ãðóïïîâîé çàäåðæêè èçëó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëîñü óðàâíåíèå âèäà:

dτ

dϕ
=

nR

c sinβ
, (3)

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà.
Çàäåðæêè Øàïèðî âû÷èñëÿëèñü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Ïðîâîäèëñÿ ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ãðóïïî-

âîé çàäåðæêè ïóòåì ñîâìåñòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1) è (3) ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ
ìîäåëè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ (2). Ôèêñèðîâàëàñü êîíå÷íàÿ óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ëó÷à ϕk, ïðè-
øåäøåãî íà ðàññòîÿíèå Rk. Çàòåì ïðîâîäèëñÿ ïðèöåëüíûé ðàñ÷åò ãðóïïîâîé çàäåðæêè èçëó÷åíèÿ
ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ÷èñòîì âàêóóìå (ïðè n = 1 ) äî óãëîâîé êîîðäèíàòû ϕk. Çàêëþ÷èòåëüíûì
øàãîì ÿâëÿëñÿ ðàñ÷åò ðàçíîñòè ìåæäó ïîëó÷åííûìè ãðóïïîâûìè çàäåðæêàìè.
Ðàñ÷åòû çàäåðæåê Øàïèðî ïðîâîäèëèñü ïðè âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ðàäèàëüíàÿ

è óãëîâàÿ êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ (Rn(ϕn);ϕn) � (50 cul; 0 rad),
ãäå cul � óñëîâíàÿ åäèíèöà äëèíû. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè β(ϕn) = βn, ãäå βn âàðüè-
ðîâàëñÿ â äèàïàçîíå [−0.78;−0.20] rad. Ïàðàìåòðû ìîäåëè (2) ñîñòàâëÿëè: Rg = 1 cul, A1 =
0.5, bϕ1 = 3.24, bR1 = 1 cul−2, ϕL1 = 0.4 rad,RL1 = 10 cul, A2 = 0.5, bϕ2 = 2.89, bR2 = 1 cul−2, ϕL2 =
0.6 rad,RL2 = 10 cul. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ äî ðàññòîÿíèÿ Rk = 50 cul. Íà ðèñ.1 ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèñòàíöèîííî-âðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê (ÄÂÕ) äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ïîëåé òÿãîòåíèÿ, ãäå ïî îñè y óêàçàíû çíà÷åíèÿ çàäåðæåê Øàïèðî.
Êàê ñëåäóåò èç ðèñ.1à, â ñëó÷àå îäèíî÷íîãî ãðàâèòàöèîííîãî îáúåêòà ñ óâåëè÷åíèåì ïóòè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïðîèñõîäèò ðîñò çàäåðæêè Øàïèðî. ×åì áëèæå ê ãðàâèòèðóþùåìó îáú-
åêòó ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ëó÷, òåì áîëüøå âåëè÷èíà çàäåðæêè. Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ãðàâèòàöèîííûõ
îáúåêòîâ (ñì. ðèñ.1á) çàâèñèìîñòü ÄÂÕ êà÷åñòâåííî äðóãàÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñëåäñòâèå
ýôôåêòà ëèíçèðîâàíèÿ íà îïðåäåëåííûå ðàññòîÿíèÿ ïðèõîäÿò íåñêîëüêî ëó÷åé ñ ðàçëè÷íûìè
çíà÷åíèÿìè çàäåðæêè Øàïèðî. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ñëîæíîãî ïîëÿ
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òÿãîòåíèÿ òàêèå ðàçíåñåííûå ïî âðåìåíè ëó÷è ïîëåçíû è èíôîðìàòèâíû. Äëÿ äðóãîãî ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ãðàâèòàöèîííûõ îáúåêòîâ (ñì. ðèñ.1â) õîðîøî âèäåí ýôôåêò ãðà-
âèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ, êîòîðûé ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïóòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó÷à. Îäíà-
êî, ïîñêîëüêó çàäà÷à îãðàíè÷èâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì ëó÷à ñ îäíîé ñòîðîíû íåñèììåòðè÷íîé
ñèñòåìû àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òî ìíîãîïóòåâîñòè â çàâèñèìîñòè ÄÂÕ äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ñëó÷àÿ íå íàáëþäàåòñÿ. Ñëó÷àé ñëîæíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ äëÿ òðåõ àñòðîôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ (ñì. ðèñ.1ã) ïîêàçûâàåò ôîðìèðîâàíèå îáëàñòè, â êîòîðîé âîçìîæíî ìíîãîïóòåâîå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè çàäåðæêàìè Øàïèðî âäîëü êàæäîãî ïóòè. Êàê è â ñëó÷àå
ðèñ.1á, ìíîãîçíà÷íîñòü ÄÂÕ íà ðèñ.1ã äàåò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ñòðóêòóðû ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà.

Ðèñ. 1. Äèñòàíöèîííî-âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé
ïîëÿ òÿãîòåíèÿ: à � N = 0; á � N = 2, A2 = 0; â � N = 2, A1 = 0 ; ã � N = 2.

3. Çàêëþ÷åíèå. Ðàçðàáîòàííàÿ ñõåìà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ãðà-
âèòàöèîííîå çàìåäëåíèå âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîñìè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ
â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ãðóïïû àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà çàäåðæåê
Øàïèðî è äðóãèõ ðåôðàêöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ïðèíÿòîãî èçëó÷åíèÿ äàåò äîïîëíèòåëüíûå
ñâåäåíèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñëîæíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà è îáíàðóæåíèÿ ìàññèâíûõ
íåèçëó÷àþùèõ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è
âðåìåííîé çàäåðæêè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû äëÿ èíòåðïðåòàöèè äàííûõ èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê ãàììà-âñïëåñêîâ è ðàäèîèçëó÷åíèÿ
ïóëüñàðîâ.
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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü òå÷åíèÿ íåíüþòîíîâñêîé æèäêîñòè íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé, îïèñûâàþùåé âèõðåâûå ïîòîêè ñ ó÷åòîì ïðîäîëüíîãî äâèæåíèÿ è âðàùåíèÿ âèõðåâûõ

òðóáîê. Â ñëó÷àå ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ â êàíàëå ìåæäó äâóìÿ ñòåíêàìè äàííàÿ ìîäåëü

èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíî òå÷åíèå âîäíîãî ðàñòâîðà ïîëèàêðèëàìèäà ñ ðàçëè÷íûìè êîíöåí-

òðàöèÿìè ïîëèìåðà è ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëüíûå ïðîôèëè

ñðåäíåé ñêîðîñòè â êàíàëå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü âèõðåâîãî ïîòîêà, íåíüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü, òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ, ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé.

AMS Subject Classi�cation: 76A05, 76D17

1. Ââåäåíèå. Íåíüþòîíîâñêèå æèäêîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ íàïðÿ-
æåíèÿ ñäâèãà îò ñêîðîñòè ñäâèãà [3]. Â ÷àñòíîñòè, ðåîëîãè÷åñêîå ïîâåäåíèå æèäêîñòåé, ïàðàìåò-
ðû êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ÷àñòî îïèñûâàåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì ñòåïåííûì çàêîíîì
Îñòâàëüäà-äå Âàëå (ÎÂ). Â ýòîé ìîäåëè ñâÿçü ìåæäó ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòüþ (µe) è ñêîðîñòüþ
ñäâèãà ïðåäñòàâëåíà ñòåïåííîé ôóíêöèåé. Äëÿ òå÷åíèÿ â ïëîñêîñòè (x, y), íàïðàâëåííîãî âäîëü
îñè X, çàêîí OB çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

µe = α

(
∂vx
∂y

)n−1

, (1)

ãäå vx ÿâëÿåòñÿ x-êîìïîíåíòîé ñêîðîñòè, à α � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Äëÿ áîëüøèí-
ñòâà íåçàâèñÿùèõ îò âðåìåíè æèäêîñòåé 0 < n < 1. Äàííàÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â èíæåíåðíîé ãèäðîäèíàìèêå.
Âûðàæåíèå (1) ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü ðàçëè÷íûå æèäêîñòè ïî èíäåêñó n. Îäíàêî ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ [1] ïîêàçûâàþò, ÷òî íîðìèðîâàííûå ïðîôèëè ñêîðîñòè ðåàëüíûõ
æèäêîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî çíà÷åíèåì èíäåêñà n, íî è ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ÷èñëà
Ðåéíîëüäñà (Re). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñ n õàðàêòåðèçóåò íå òîëüêî âÿçêîñòü ñàìîé æèäêîñòè,
íî çàâèñèò òàêæå îò ñðåäíåé ñêîðîñòè ïîòîêà. Êðîìå òîãî èíäåêñû n, èçìåðåííûå ïî ïðîôèëÿì
ñêîðîñòè, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé, èçìåðåííûõ ñ ïîìîùüþ ðåîìåòðîâ [1].
Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðåäñòàâëåí àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ íåíüþòîíîâñêîé æèä-

êîñòè, îñíîâàííûé íà óðàâíåíèÿõ äëÿ âèõðåâîãî ïîòîêà [4], êîòîðûå ó÷èòûâàþò êàê ïðîäîëüíîå
äâèæåíèå, òàê è âðàùåíèå âèõðåâûõ òðóáîê. Íåäàâíî äàííûé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí äëÿ îïèñàíèÿ
ïëàçìû (â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè) [5], à òàêæå ñòàöèîíàðíûõ ïëîñ-
êèõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé â ïðÿìîóãîëüíûõ êàíàëàõ [6], [7]. Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì,
÷òî ýòà æå ìîäåëü âèõðåâîãî ïîòîêà, ïðèìåíåííàÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ íåíüþ-
òîíîâñêîé æèäêîñòè, òàêæå äàåò õîðîøåå ñîãëàñèå ìåæäó ìîäåëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñðåäíåé
ñêîðîñòè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ïðîôèëÿìè ñêîðîñòè â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷èñåë Ðåéíîëüäñà.

2. Óðàâíåíèÿ âèõðåâîãî ïîòîêà. Âèõðåâîå äâèæåíèå æèäêîñòè ìîæåò áûòü îïèñàíî ñèñòå-
ìîé óðàâíåíèé, îñíîâàííûõ íà ìîäåëè âèõðåâûõ òðóáîê Ãåëüìãîëüöà. Â ñëó÷àå èçýíòðîïíîãî
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ïîòîêà(s = const) äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå [4]:

1

c

(
∂

∂t
+ (v · ∇)− µ∆

)
v +∇×w +∇u = 0,

1

c

(
∂

∂t
+ (v · ∇)− µ∆

)
w −∇× v +∇ξ = 0,

1

c

(
∂

∂t
+ (v · ∇)− µ∆

)
u+∇ · v = 0,

1

c

(
∂

∂t
+ (v · ∇)− µ∆

)
ξ +∇ ·w = 0.

(2)

Çäåñü c � ñêîðîñòü çâóêà, v � ñêîðîñòü ïîòîêà, µ � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü. Âåëè÷èíà u ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ýíòàëüïèè, w � óãëîâîé âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé âðàùåíèå âèõðåâûõ òðóáîê,
à âåëè÷èíà ξ õàðàêòåðèçóåò çàêðó÷åííîñòü âèõðåâûõ òðóáîê. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ïëîñêîãî
òå÷åíèÿ ñèñòåìà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

3. Ïëîñêîå òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ. Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå ïëîñêîå òå÷åíèå æèäêîñòè ïîä
äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå âäîëü îñè X (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ïëîñêîå òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ â êàíàëå.

Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü èìååò òîëüêî êîìïîíåíòó vx = v(y), à âåêòîð ïîâîðîòà âèõðåâûõ
òðóáîê òîëüêî êîìïîíåíòó wz = w(y). Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå âåêòîð ïîâîðîòà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí êàê w(y) = 2cω(y)t+ ϕ(y), ãäå ω(y) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òðóáîê, à ϕ(y) �
ôàçà. Ïîñêîëüêó âðàùåíèå òðóáîê ïðîèñõîäèò â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ âáëèçè ñòåíîê êàíàëà, òî
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ðàâíà ω(y) = κy. Òîãäà óñðåäíåííûå ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ (2) â ïðîåêöèÿõ
íà îñè X è Y çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå [7]:

−λ∂
2v̄

∂y2
+
∂ϕ̄

∂y
− g = 0,

−λ∂
2ϕ̄

∂y2
+
∂v̄

∂y
+ 2κy = 0,

(3)

ãäå ïàðàìåòð g ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ, à λ = µ/c ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì
âÿçêîñòè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è ñîîòâåòñòâóþò ïðèëèïàíèþ æèäêîñòè ê ñòåíêàì êàíàëà

v̄(h) = v̄(−h) = 0,
ϕ̄(h) = ϕ̄(−h) = 0.

(4)

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4) çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

v̄ = σgh
cosh(h/λ)− cosh(y/λ)

sinh(h/λ)
+ gh2

(1− σ)

2λ

(
1− y2

h2

)
, (5)

ϕ̄ = −σgh
(

sinh(y/λ)

sinh(h/λ)
− y

h

)
. (6)
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Ðèñ. 2. Íîðìèðîâàííûå ïðîôèëè ñêîðîñòè ïîòîêà âîäíîãî ðàñòâîðà ïîëèàêðè-
ëàìèäà ðàçëè÷íîé êîíöåíòðàöèè ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Êðóæêè �
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [2], ñïëîøíûå ëèíèè � ìîäåëüíûå ïðîôèëè (5). Ïîäãî-
íî÷íûå ïàðàìåòðû (a) λ/h = 0.172, σ = 0.98; (b) λ/h = 0.17, σ = 0.7.

Â âûðàæåíèÿõ (5) è (6) áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð σ ñâÿçàí ñ ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è ïîïåðå÷íûì
ãðàäèåíòîì óãëîâîé ñêîðîñòè

σ = 1− 2λκ

g
. (7)

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì ïðîôèëü ñêîðîñòè (5) íîðìèðóåòñÿ íà ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü
v̄0 (v̄0 � ñêîðîñòü ïðè y = 0). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àïïðîê-
ñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè [2] ðàñïðåäåëåíèåì (5). Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå
ñîãëàñîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ìîäåëüíûõ êðèâûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèé ðàñòâîðà
ïîëèàêðèëàìèäà è ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà.

Ðèñ. 3. Ïðîôèëè ñêîðîñòè ðàñòâîðà ïîëèàêðèëàìèäà (0.4%) ñ ðàçëè÷íûìè Re.
Êðóæêè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [1], ëèíèè � ìîäåëüíûå ïðîôèëè (5). (a)
λ/h = 0.45, σ = 1.85. Èíäåêñ n = 0.34. (b) λ/h = 0.45, σ = 1.69. Èíäåêñ n = 0.4.

4. Îáñóæäåíèå. Â ñëó÷àå ïëîñêîãî òå÷åíèÿ Ïóàçåéëÿ çàêîí ÎÂ (1) äàåò ñëåäóþùåå âûðàæå-
íèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè â êàíàëå

v̄

v̄0
= 1−

(y
h

)n+1
n
, (8)

Ýòî âûðàæåíèå äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíûå ïðîôèëè ñêîðîñòè íåíüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè. Îäíàêî ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîôèëåé ñêîðîñòè îäíîé è òîé æå æèäêîñòè äëÿ òå÷åíèé
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ñ ðàçíûìè Re ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå èíäåêñû n [1]. Â ýòîì ñìûñëå èíäåêñ n õàðàêòåðèçóåò íå ñòîëüêî
âÿçêèå ñâîéñòâà ñàìîé æèäêîñòè, ñêîëüêî äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîòîêà. Íàïðîòèâ, äâóõïàðà-
ìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü âèõðåâîãî òå÷åíèÿ (5) ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîôèëè ñêîðîñòè ïðè
ðàçíûõ Re îäíèì è òåì æå ïàðàìåòðîì λ/h, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòüþ
æèäêîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ ïðîôèëåé [1] äëÿ ïîòîêîâ ðàñòâîðà ïîëèàêðèëàìèäà (0, 4%) ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè Re.
Àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðîôèëåé ðàñïðåäåëåíèåì (8) ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ èí-
äåêñà n ñîñòàâëÿþò n = 0.34 äëÿ Re = 0.1 è n = 0.4 äëÿ Re = 10. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäãîíêà ñ
ïîìîùüþ ìîäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷èñåë Re æèäêîñòü
õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîé è òîé æå êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòüþ (ïàðàìåòð λ/h = 0.45), íî ðàçíûìè
ïàðàìåòðàìè σ, çàâèñÿùèìè îò íàïîðà æèäêîñòè è ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âèõðåâûõ òðóáîê.
Òàêèì îáðàçîì, íà ïðèìåðå ïëîñêîãî òå÷åíèÿ ðàñòâîðà ïîëèàêðèëàìèäà, ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü

âèõðåâîãî ïîòîêà îáåñïå÷èâàåò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ìåæäó ðàñ÷åòíûìè ïðîôèëÿìè ñêîðîñòè è
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè â øèðîêîì äèàïàçîíå êîíöåíòðàöèé ïîëèìåðà è ÷èñåë Ðåéíîëüä-
ñà. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïîëåçíà äëÿ àäåêâàòíîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ
íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé â èíæåíåðíîé ãèäðîäèíàìèêå.
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí òåïëîâîé äâèãàòåëü íà âðàùàþùèõñÿ ôóëëåðåíàõ. Ðàáî÷åå òåëî äâè-

æåòñÿ ïî öèêëó Êàðíî â êîîðäèíàòå óãëîâîé ìîìåíò � óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé

ýêñïåðèìåíò äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáî÷åãî öèêëà äåòàëè. Ñäåëàí âûâîä î ïåðñïåêòèâíîñòè ñîçäàíèÿ

òåïëîâûõ ìàøèí íà îñíîâå êèðàëüíûõ ýôôåêòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà, òåìïåðàòóðà, òåïëîâàÿ ìàøèíà, óãëîâàÿ ñêîðîñòü,

ôóëëåðåí, öèêë Êàðíî.

AMS Subject Classi�cation: 82D05

1. Ââåäåíèå. Òåðìîäèíàìèêà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà âðàùàþùèõñÿ ñèñòåì èçó÷àþòñÿ ñî
âðåìåí ðàáîò Ìàêñâåëëà [2,3]. Â ïîñëåäíèå ãîäû íàèáîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàåò èçó÷åíèå êëàññà
êèðàëüíûõ ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ âî âðàùàþùèõñÿ ñèñòåìàõ ÷àñòèö ñ ñîáñòâåííûì óãëîâûì
ìîìåíòîì [1]. Õîòÿ êèðàëüíûå ýôôåêòû îáû÷íî èçó÷àþò â ñèñòåìàõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, îíè
ìîãóò íàáëþäàòüñÿ è â êëàññè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ èç ìîëåêóë. Ïðåäìåòîì íàñòîÿùåé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå òåðìîäèíàìèêè âðàùàþùèõñÿ ñèñòåìà êðóïíûõ óãëåðîäíûõ ìî-
ëåêóë, â ÷àñòíîñòè ôóëëåðåíîâ. Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì â îáëàñòè êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà äëÿ âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû, âïåðâûå ïîëó÷åííîå
â [2],

f(Γ) =
1

Z0
exp

(
−E(Γ) − (Ω, J(Γ))

kT

)
;Z0 =

∫
exp

(
−E(Γ) − (Ω, J(Γ))

kT

)
dΓ. (1)

Çäåñü E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, J � ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò, T � òåìïåðàòóðà, à k � ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýíåðãèÿ è ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ìèê-
ðîñêîïè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ Γ. Âåëè÷èíà Z0 � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà, dΓ îáîçíà÷àåò ýëåìåíòàðíûé
ýëåìåíò îáúåìà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêîå âðàùåíèå
âîçáóæäàåò âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, åñëè ïðîèçâåäåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè Ω è ìîìåíòà
èíåðöèè ÷àñòèöû I ñîñòàâëÿåò, ïî ìåíüøåé ìåðå, ïîðÿäîê ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~. Äëÿ ìàëûõ ìî-
ëåêóë ýòî íåðàâåíñòâî òðåáóåò î÷åíü âûñîêèõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé ïîðÿäêà 1010 c−1 è âûøå, íàõî-
äÿùèõñÿ äàëåêî çà ïðåäåëàìè òåõíè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ öåíòðèôóã. Äëÿ òÿæåëûõ
ìîëåêóë, òàêèõ êàê ôóëëåðåíû, íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè ãîðàçäî ìåíüøèõ óãëî-
âûõ ñêîðîñòÿõ â äèàïàçîíå 105�106 îáîðîòîâ â ìèíóòó èç-çà èõ áîëüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè. Òàêèå
óãëîâûå ñêîðîñòè äîñòóïíû ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé. Êîíêðåòíîé öåëüþ íàñòîÿùåé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå òåïëîâîé ìàøèíû íà îñíîâå êèðàëüíûõ ýôôåêòîâ â ìàêðîñêîïè÷åñêîé
ñèñòåìå, ñîäåðæàùåé ôóëëåðåí Ñ60.

2. Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òåïëîâàÿ ìàøèíà, ñîñòîÿùàÿ èç ñôåðè÷åñêîãî
ñîñóäà ñ ãåëèåì, â öåíòðå êîòîðîãî çàêðåïëåí âðàùàþùèéñÿ âäîëü îñè z äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ôóëëåðåí. Âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ ãåëèÿ àòîìàìè óãëåðîäà, îáðàçóþùèìè ôóëëåðåí,
è äðóã ñ äðóãîì îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Ëåííàðä-Äæîíñà. Íà ãðàíèöå ñôåðû çàäàíû óñëîâèÿ
àáñîëþòíî óïðóãîãî îòðàæåíèÿ. Òåïëîâàÿ ìàøèíû ðàáîòàåò ïî öèêëó Êàðíî. Íà ðèñ. 1 ïðåä-
ñòàâëåí ãðàôèê öèêëà ðàáîòû òåïëîâîé ìàøèíû â êîîðäèíàòàõ (ω, J) è â êîîðäèíàòàõ (T,S). Íà
îòðåçêå AB ôóëëåðåíó çàäàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ω0. Ãàç íà÷èíàåò ðàñêðó÷èâàòüñÿ ïðè ïîñòî-
ÿííîé òåìïåðàòóðå. Çàòåì íà ó÷àñòêå BC âûíèìàåòñÿ ôóëëåðåí è ãàçó ïðèäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
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óãëîâàÿ ñêîðîñòü, òåìïåðàòóðà ãàçà óìåíüøàåòñÿ. Íà ó÷àñòêå CD â ñèñòåìó äîáàâëÿåòñÿ ôóëëå-
ðåí, êîòîðûé óìåíüøàåò óãëîâóþ ñêîðîñòü ãàçà ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå. Äàëåå ïðîèñõîäèò
àäèàáàòè÷åñêîå òîðìîæåíèå ãàçà äî ω0. Â êîîðäèíàòàõ (ω0, J) ðàáî÷èé öèêë èçîáðàæàåòñÿ äâó-
ìÿ ó÷àñòêàìè èçîòåðì è àäèàáàò. Óðàâíåíèÿ êðèâûõ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿìè

T 

Ðèñ. 1. Öèêë Êàðíî, ðàáîòû òåïëîâîé ìàøèíû â êîîðäèíàòàõ (ω,J) è (T,S)
gt

ôóëëåðåíà â ïîëå öåíòðîáåæíûõ ñèë, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

S = ln

(√
8πθ3I3

~6

(
1 +

~2I2

4θ
+
ω2I

θ
− 273~4I4

64θ2
− 17~2ω2

48θ2
+
ω4I2

8θ2

))
+

3

2
− 10~4

36θ2I2
− 5ω2~2

72θ2
, (2)

J = ωI +
5~2ω
36θ

. (3)

Ñîâåðøåíèå ðàáîòû òåïëîâîé ìàøèíîé äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ýíòðîïèÿ ôóëëåðåíà çà-
âèñèò îò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ îêðóæåíèÿ. Êîíêðåòíàÿ çàäà÷à ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà,
ðàññìàòðèâàåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû ïðîíàáëþäàòü îáìåí ýíåðãèåé âðà-
ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìåæäó ôóëëåðåíîì Ñ60 è ãàçîì è óáåäèòüñÿ â íàëè÷èè êèðàëüíûõ ýôôåê-
òîâ â òàêîé ñèñòåìå.
Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå � Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ ïîñòîÿííûì øàãîì

ïî âðåìåíè δt = 10−6 íñ. Âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñèñòåìû ñîñòàâëÿåò îêîëî 10�14 ñ. Òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ
ñîñòàâëÿåò 10−8 îòí. åäèíèö èçìåðåíèÿ è ïðîâåðÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Ïîòåíöèàë
Ëåííàðäà-Äæîíñà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè âçàèìîäåéñòâèÿ: ãëóáèíîé ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû ε è ðàäèóñîì âçàèìîäåéñòâèÿ σ. Äëÿ çíà÷åíèÿ σ = 0, 34 íì (äëÿ àòîìîâ óãëåðîäà), ïîäáè-
ðàåòñÿ ãëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ÷àñòèö, ó÷àñòâó-
þùèõ â äâèæåíèè, ñîîòâåòñòâîâàëà îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ òåìïåðàòóðû. Â äàííîì ñëó÷àå, T
= 273 K (ε/k = 5, 1 K, ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà). Êîëåáàíèÿ àòîìîâ óãëåðîäà â ôóëëå-
ðåíå ñîîòâåòñòâóþò òîé æå òåìïåðàòóðå. Èõ âêëþ÷åíèå â ðàññìîòðåíèå íå âëèÿåò íà õàðàêòåð
êðóïíîìàñøòàáíûõ ïåðåìåùåíèé èç-çà ìàëîé ìàññû àòîìîâ è ïðî÷íûõ óãëåðîäíûõ ñâÿçåé.
Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìîëåêóëàìè ãàçà è ôóëëåðåíîì îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà-

Äæîíñà, êîòîðûé èìååò âèä:

U(ρjk) = 4ε

(
(
σ

ρjk
)12 − (

σ

ρjk
)6
)
, (4)

ãäå ρjk � ðàññòîÿíèå ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ìîëåêóëàìè:

ρjk =
√

(xj − xk)2 + (yj − yk)2 + (zj − zk)2. (5)
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3. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ó÷àñòîê AB öèêëà Êàð-
íî ðàáîòû òåïëîâîé ìàøèíû. Â õîäå ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè óñòàíîâëåíû
ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Ðàäèóñ ñôåðû ñîñòàâëÿåò 3 íàíîìåòðà. Êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ãàçà
ãåëèÿ N = 100. Òåìïåðàòóðà ãàçà íà èçîòåðìå AB ñîñòàâëÿåò 268 Êåëüâèíîâ. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ôóëëåðåíà èìååò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå ω0 = 3 ∗ 1012 Ãåðö. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà èçìåðÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

ω =
J

I
, 345J = m

100∑
i=1

(xip
i
y − yip

i
x), I = m

100∑
i=1

(xi
2 + yi

2), (6)

çäåñü m � ìàññà àòîìà ãåëèÿ, xi, yi � êîîðäèíàòû i-îé ÷àñòèöû ãàçà, pix, p
i
y � êîìïîíåíòû èì-

ïóëüñà i-îé ÷àñòèöû. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãàçà ãåëèÿ ïðè
îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ ó ôóëëåðåíà â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ
óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãàçà ãåëèÿ ïðè îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ ôóëëåðåíà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω0 â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.

Ðèñ. 2. Ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè ãàçà ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè ôóëëåðåíà ω0 = 0

Ðèñ. 3. Ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè ãàçà ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè ôóëëåðåíà ω0 = 3 ∗
1012 Ãåðö
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Ïðåäñòàâëåííûå ãðàôèêè ïîêàçûâàþò, ÷òî óãëîâàÿ ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà çà 15 íñ ïðè
îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ ñîñòàâëÿåò 3 ãèãàãåðöà. Òîãäà êàê ïðè âðàùåíèè ôóëëåðåíà ñ óãëîâîé ñêî-
ðîñòüþ 0 = 3∗1012 ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü çà 15 íñ ñîñòàâëÿåò 47 ãèãàãåðö. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîñòè îáìåíà ýíåðãèåé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìåæäó ãå-
ëèåì è ôóëëåðåíîì. Ýòî äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ òåïëîâîé ìàøèíû, îñíîâàííîé íà
êèðàëüíûõ ýôôåêòàõ â ñèñòåìå ôóëëåðåíîâ.
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